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Abstract. 複素単純リー環の冪零軌道に対して，内部自己同型群
のコンパクト実型が可視的に作用するための必要十分条件を与える．
その際に，可視的作用の誘導定理が重要な役割を果たし，本問題が
線型空間に対する可視的作用の問題に帰着できることについて解説
する．

1. 導入

連結な複素多様体Dにおけるリー群Gの正則な作用が強可視的であ
るとは，次を満たすDの実部分多様体SおよびD上の反正則微分同相
写像 σが存在するときをいう1 (cf. [9, Definition 3.3.1])：

D = G · S,(V.1)

σ|S = idS,(S.1)

σ(x) ∈ G · x (∀x ∈ D).(S.2)

複素多様体における可視的作用の概念は小林俊行氏によって導入さ
れ，表現の無重複性に対して統一的説明を与える，という理論におい
て重要な役割を果たす (無重複性の伝播定理，[9, 12])．一方で，可視的
作用自身の研究が，対称空間，旗多様体，線型空間などの種々の設定
で近年行われている (cf. [10, 11, 17, 20, 25, 26, 27, 28])．
本講演では，複素多様体として複素単純リー環の冪零軌道を扱う．g
を有限次元複素単純リー環とし，GC = Int gを gの内部自己同型群と
する．元X ∈ gを通る GC-軌道を OX = GC · X で表す．0でない元
X ∈ gが冪零元のとき，すなわち g上の線型変換 ad(X)が冪零変換の
とき OX を冪零軌道という．複素単純リー群 GCのコンパクトな実型
Guをとる．このとき，次が成り立つ．

定理 1.1. 冪零軌道OX に対して，次は同値である．
(i) OX におけるGuの作用は強可視的である．
(ii) OX は球多様体である．
(iii) OX の高さは 3以下である．

2014年度表現論シンポジウム (世話人：松澤淳一氏，示野信一氏，夢海游 淡路島：
2014年 11月 25日–28日) における講演集.
本研究は科研費 (課題番号：22740029)による助成を受けたものである.
1オリジナルの定義 [9, Definition 3.3.1]では，Dの開集合が (V.1)–(S.2)を満たす

としている．本講演では，こちらの少し強い定義を採用する．
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(iv) OX上のレギュラー関数全体C[OX ]はGuの表現として無重複
である．

ここで，OX が球多様体であるとは，OX がGCのボレル部分群によ
る開軌道をもつことである．また，OXの高さは (2.3)，冪零元Xから
定まる sl2-tripleに含まれる半単純元H に対して線型変換 ad(H)の固
有値の最大値を指す ((2.3)参照)．
定理 1.1において，(ii)と (iii)の同値性はPanyushev [16]によって示
された (事実 2.1参照)．(ii) ⇒ (iv)は Cartan–Weylの最高ウェイト理
論によりしたがう．その逆 (iv) ⇒ (ii)はVinberg [30]によって示され
た (cf. [29])．(i) ⇒ (iv)は小林の無重複性の伝播定理 [9, 12]により証
明される．(iii) ⇒ (i)が示されると定理 1.1の証明が完了する．
本講演では，複素単純リー環の冪零軌道が高さ 3以下のときにコン
パクト実型が強可視的に作用すること ((iii) ⇒ (i))について解説する．
特に，本主題がある冪零部分環における作用の強可視性により保証さ
れることに焦点をあてる．

2. 準備

冪零軌道における作用を考察するために，冪零軌道を以下で与える
別の方法で実現する．

2.1. N を gの冪零元全体のなす錐とし，Sを半単純元全体とする．元
X ∈ N ∗ = N − {0}に対し，sl2-tripleをなす {H,X, Y }を，つまり，
[H,X] = 2X, [H,Y ] = −2Y , [X,Y ] = H を満たすものを選ぶことが
できる (Jacobson–Morozov)．KostantとMal’cevにより，冪零軌道OX

から半単純軌道OHへ写像Φ が (2.1)によって得られる．特に，Φは単
射である．

Φ : GC\N ∗
Kostant

1:1↔ GC\{g内の sl2-triples}
Mal’cev→ GC\S

∈ ∈ ∈

OX 7→ {H,X, Y } 7→ OH = GC ·H

(2.1)

次に，OX から定まる半単純軌道 Φ(OX)の元 H に対して線型変換
ad(H)による固有空間分解を考える．sl(2,C)の表現論から，ad(H)の
固有値はすべて整数である．いま，固有値m ∈ Zに対する ad(H)の固
有空間を

g(m) = {Z ∈ g : [H,Z] = mZ}

で表す．このとき，リー環 gは次のように固有空間分解される．

g =
⊕
m∈Z

g(m)(2.2)

特に，この分解は Zによる次数付けを与える．
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この次数付けは半単純元H ∈ Φ(OX)の選び方に依らない．ゆえに，
冪零軌道OX で決定される．そこで，

ht(OX) := max{m ∈ Z : g(m) ̸= {0}}(2.3)

と定義する．これを，冪零軌道OX の高さという ([16, Section 2])．定
義よりX ∈ g(2)である．よって，ht(OX) ≥ 2である．
Panyushevは冪零軌道が球多様体であるための必要十分条件を冪零
軌道の高さによって与えた．

事実 2.1 ([16, Theorem 3.1]). 冪零軌道OXに対して，OXが球多様体
であるための必要十分条件は ht(OX) ≤ 3である．

2.2. Zによる次数付け (2.2)から次の放物型部分環 qおよびそのレビ部
分環 lが定義される：

q :=
⊕
m≥0

g(m),(2.4)

l := g(0) = zg(H).(2.5)

特に，lは簡約リー環である．
次に，gの冪零部分環 nを

n :=
⊕
m≥2

g(m)(2.6)

で定義する．次数付け (2.2)により，nは q-加群である．特に，sl(2,C)
の表現論から冪零元X ∈ nを用いて次のように表される：

[q, X] = n.(2.7)

2.3. QCを GCの放物型部分群で qをリー環にもつものとする．この
QCは nに作用する．そこで，GC-同変な写像 φを次で定義する：

φ : GC ×QC n → g, (x, Z) 7→ x · Z.(2.8)

ここで，Xを通るQC-軌道を n◦とおく：

n◦ := QC ·X.(2.9)

この n◦は (2.7)から nの開集合となる．このとき，冪零軌道OXは次の
ように表される．

命題 2.2. OX = φ(GC ×QC n
◦).

Proof. φ(GC ×QC n
◦) = φ(GC ×QC (QC ·X)) = GC ·X = OX . □

次に，LCをQCのレビ部分群で lをリー環にもつものとする．LCの
コンパクト実型として Lu := LC ∩ Gu を選ぶ．このとき，包含写像
Gu ↪→ GCは旗多様体としての同型Gu/Lu ≃ GC/QCを導く．よって，
旗多様体上のGu-同変な正則ベクトル束として次の同型を得る：

Gu ×Lu n ≃ GC ×QC n.

この 2つを同一視すると，冪零軌道は次のようにも表される：
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命題 2.3. OX = Gu · n◦.

Proof. 命題2.2より，OX = φ(GC×QCn
◦) = φ(Gu×Lun

◦) = Gu ·n◦. □
命題 2.3より，OX は n◦の各点を通るGu-軌道の集合と捉えられる．

3. 可視的作用の誘導定理

本章では，冪零軌道OXにおけるGuの作用の強可視性が nにおける
Luの線型作用の強可視性から導かれることを表す次の定理について解
説する．

定理 3.1 (可視的作用の誘導定理). 冪零部分環 nにおけるLuの作用が
強可視的であるとする．このとき，冪零軌道OXにおけるGuの作用は
強可視的である．

3.1. 定理 3.1は，以下に示す 2つの側面をもつ．
Luの nへの作用 GuのOX への作用

平坦な空間 (線型空間) ⇒ 曲がった空間
小さい空間 ⇒ 大きな空間

我々の対象は冪零軌道という「曲がった」空間である．その可視的作
用が「平坦な」空間の可視的作用によって統制されると解釈される．ま
た，QCがGCの放物型部分群であること，n◦ = QC ·X ⊂ OX = GC ·X
を鑑みると，定理 3.1は「大きい」空間の強可視性が「小さい」空間の
強可視性によって保証されているとも言える．
冪零部分環 nにおけるLuの線型作用に対する強可視性の判定を，線
型空間における可視的作用の分類 [17, 20]に沿って行うことができる
(第 4章参照)．その結果，次の定理が成り立つことが明らかになった．

定理 3.2. 冪零軌道OX は ht(OX) ≤ 3とする．このとき，冪零部分環
nにおけるLu-作用は強可視的である．特に，(V.1)–(S.2)を満たすスラ
イス S0および反正則微分同相写像 σとして次を満たすものを選ぶこと
ができる：

S0は nの部分空間,(3.1)

σ2 = id,(3.2)

rankR l
σ = rank l.(3.3)

3.2. 本節では，定理 3.2を満たすスライス S0が冪零軌道OXにおける
Guの作用のスライス Sを導くことを見よう．
まず，nの開集合 n◦を考察する．定義 (2.9)により，n◦はレビ部分群

LCの作用で安定である．そこで，

S := S0 ∩ n◦(3.4)

とする．

補題 3.3. n◦ = Lu · S.

Proof. n◦ = (Lu · n◦) ∩ (Lu · S0) = Lu · (n◦ ∩ S0) = Lu · S. □
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補題 3.3を用いると，上で定めた Sが冪零軌道OXにおけるGuの作
用におけるスライスとなる．

命題 3.4. OX = Gu · S.

Proof. 命題2.3と補題3.3より，OX = Gu·n◦ = Gu·(Lu·S) = Gu·S. □

3.3. 次に，冪零軌道OXにおけるGuの作用に対して (S.1), (S.2)を満
たす g上の反正則微分同相写像 σについて要点のみ述べる．
複素単純リー環 gの実型 gR として rankR gR = rank g を満たすも
のとする．この gR を gの正規実型とよぶ．正規実型のカルタン分解
を gR = kR + pR で与えると，kR +

√
−1pR は gのコンパクトな実型

である．複素単純リー環の正規実型は同型を除いて一意的であるので，
gu := kR +

√
−1pRがGuのリー環に一致するように gRを選んでおく．

そこで，g上の反正則微分同相写像 σを，gの正規実型 gRに関する複
素共役とする：

σ(A+
√
−1B) = A−

√
−1B (A,B ∈ gR).(3.5)

このとき，guは σ-安定である．
aRを pRの極大可換部分空間とし，tを aRの複素化とする．このと
き，tは gのカルタン部分環となる．
ここで，再び (2.1)に戻ろう．複素半単純リー環のカルタン部分環が共
役を除いて一意的であることから，半単純元H ∈ Φ(OX)としてH ∈ t
を満たすものを選ぶことができる．このHから定まるレビ部分群 lや
冪零部分環 nは σ-安定である．特に，σを nに制限したものは n上の
反正則微分同相写像となる．
いま，lR := l ∩ gR = lσとする．このとき，lR = (lR ∩ kR) + (lR ∩ pR)
は lRのカルタン分解を与える．さらに，pRの極大可換部分空間 aRは l
に含まれるため，lR ∩ pR に含まれる．ゆえに，

rankR lR ≥ dim aR = rank l.

一方，rankR lR ≤ rank lが一般に成り立つ．よって，rank l = rankR lR
を得る．したがって，lRは lの正規実型であることが示された．特に，
σは (3.2)と (3.3)を満たす．
この σをGCの対合的自己同型に持ち上げる．このとき，g ∈ GCお
よびZ ∈ gに対して次を満たす：

σ(g · Z) = σ(g) · σ(Z).(3.6)

特に，リー環 l, guや nはすべて σ-安定だったので，(3.6)は g ∈ Luと
Z ∈ nに対しても成り立つことに注意しよう．

3.4. 冪零部分環 nにおけるLuの作用において，n = Lu ·S0かつσ|S0 =
idS0 を満たす S0が存在すると仮定する．任意の元 Z ∈ nを g ∈ Luと
Z0 ∈ S0を用いて Z = g · Z0と表そう．このとき，

σ(Z) = σ(g) · σ(Z0) = σ(g) · Z0 = σ(g)g−1 · Z ∈ Lu · Z.

ゆえに，nにおける Luの作用は強可視的である．
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3.5. 以上の準備の下で，定理 3.2から定理 3.1が証明される．

Sketch of Proof. (3.4)で定めた Sが (V.1)を満たすことは命題 3.4から
明らかである．
次に，冪零軌道OXは σ-安定であることが分かる．実際に，定理 3.2
からn = Lu ·S0を満たすので，X ∈ nをX = g ·Z0と表す (g ∈ Lu, Z0 ∈
S0)．このとき，(3.6)から

σ(GC ·X) = σ(GC) · (σ(g) · σ(Z0)) = GC · Z0 = GC ·X.

ゆえに，σをOXに制限したものはOX上の反正則微分同相写像を誘導
する．
S ⊂ S0より定理 3.2から σ|S = idS を満たす．つまり，(S.1)が示さ
れた．さらに，(S.2)は (V.1), (S.1)および (3.6)から導かれる．実際に，
命題 3.4に沿って Z ∈ OX を Z = g · Z◦ (g ∈ Gu, Z

◦ ∈ S)と表した
とき，

σ(Z) = σ(g) · Z◦ = σ(g)g−1 · Z ∈ Gu · Z.

以上より，OX におけるGuの作用は強可視的である． □

4. 定理 3.2の証明の方針

最後に定理 3.2の証明の方針について述べる．なお，詳細は紙面の関
係上省略させていただく．
これまでの議論から，示すべきことは次の主張に帰着される．

主張 4.1. 冪零軌道OXが ht(OX) ≤ 3のとき，(3.1), (V.1)および σに
対して (S.1)満たす S0を構成する．

主張 4.1に対する以下の方針を，各球冪零軌道OXに対して遂行する．

Step 1. Dynkin–Kostantの理論により，複素単純リー環の冪零軌道に
対して重み付き Dynkin図形が 1つに定まり，この視点によって冪零
軌道の分類が与えられている．冪零軌道の高さは，対応する重み付き
Dynkin図形と複素単純リー環の最高ルートから計算できる．そこで，
事実 2.1にしたがって高さが 3以下の冪零軌道をリストアップする．

Step 2. 高さ 3以下の冪零軌道OXに対して，半単純元H ∈ Φ(OX)∩ t
は対応する重み付きDynkin図形から特定できる．

Step 3. l = g(0)および n =
⊕

m≥2 g(m)を gの tに関するルートに対
応するルート空間を用いて記述する．さらに，nにおける lの作用を考
察する．

Step 4. nにおける Luの作用が強可視的かどうかを論文 [17, 20]にし
たがって判定し，スライス S0を構成する．

本講演の中で具体例を提示し，定理 3.2の証明の方針の理解に努め
たい．
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