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概要

本講演では有限群の複素数体上有限次表現について,表現の指標が整数値であることと,表現の交代テンソ

ル積表現の指標の母関数に対応する necklace ring の元のある特徴との関係を述べる. また一般に交代テン

ソル積表現の指標の母関数はある無限積の形で表せるが,この主張により表現の指標が整数値であるならば

有限積で表すことができることを述べる.

1 序章

Gを有限群とする. Gの C上有限次元表現 ρ : G → GL(V )が与えられた時,任意の整数 i = 0, 1, 2, . . . に

対し交代テンソル積表現 Λiρ : G→ GL(
∧i

(V ))が任意の g ∈ Gと v1, . . . , vi ∈ V に対し次で定まる.

Λiρ(g)(v1 ∧ · · · ∧ vi) := (ρ(g)v1) ∧ · · · ∧ (ρ(g)vi).

この交代テンソル積表現の指標の計算方法として, λ-ringと呼ばれる可換環の構造を用いる手法が存在する.

G の類関数全体の集合を CF (G) とすると, CF (G) には λ-ring の構造が定義される. そして χ を G の表現

V の指標とすると, 交代テンソル積表現 Λi(V )の指標は χを λ-ringとしての λ-operationによって移した像

λi(χ)であることが知られている ( Theorem 2 ( D.Knutson [3] p.84) より示すことができる).

Knutson は [3]において, 3次対称群 S3 の 2次既約表現の指標 χ3 を具体例として考察しており, 2階交代

テンソル積表現の指標 λ2(χ3)が符号表現の指標となることを示している. そこで他の有限群や表現の指標 χ

において λi(χ)を計算すると, どのような指標が得られるだろか. また, 母関数 λt(χ) =
∑∞

i=0 λ
i(χ)ti を求め

ti の係数を計算することで, λi(χ)を求めることができる. そこで λt(χ)に, ti の係数を得ることに適した簡潔

な形を与えることができるだろうか.

G の指標 χ について, 母関数 λt(χ) は [6] Lemma 5.41 より λt(χ) =
∏∞

i=1(1 − (−t)i)αi (α1, α2, · · · ∈
CF (G))と書けることが知られている (但し, この式の括弧の中にある “1”は CF (G)の単位元, つまり自明表

現の指標とする) .つまり, λt(χ)を無限積の形で書くことができる. 本稿では pre-λ-ring等を用い, 指標 χが

整数値指標であるとき, 即ち任意の g ∈ Gに対し χ(g) ∈ Zが成り立つときに, λi(χ)や (αn)
∞
n=1 の性質や関係

について述べる. 特に λt(χ)を有限積の形で書くことができたので紹介したい. 置換表現の指標や対称群の表

現の指標は特に整数値指標であり, 多くの指標 χにおける λt(χ)の計算に適用が可能であると思われる.

ここで, 第 3章で述べる, 本稿の主な定理の概略を記述する.

• 指標 χ が整数値指標ならば任意の自然数 i に対し λi(χ) は整数値指標であることを述べる (3.1 節

Theorem 5).
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• 指標 χが整数値指標であることと, (αn)
∞
n=1について自然数 nがGの exponentを割らなければ αn = 0

となることが同値であり, 特に λt(χ)が有限積の形で書けることを述べる (3.2節 Theorem 8).

• この二つの Theorem を用い, 指標 χ が g ∈ G から生成される巡回群 ⟨g⟩ 上で整数値であるとき
αn(g) ∈ Zとなり, または 0となる場合があることを述べる（3.3節 Theorem 12).

最後に, λ-ring と necklace ring を用いて指標の和と積について λt の計算方法を第 4 章において簡潔に述

べる. necklace ring は Metropolis と Rota [4]によって necklace polynomial の考察の際に導入された可換

環であり, 2.2 節 においていくつかの定義がこの necklace ring に関係する. しかし本稿の定理を述べている

第 3章において necklace ringを特徴づける性質は用いないので, 2.2節では Remark 1で述べるにとどめる.

(necklace ringに関係する写像については, 定義のみなら問題なく可能である.)

本稿における有限群 Gの表現は全て C上有限次元表現とし, Gの指標は C上有限次元表現の指標とする.

2 準備

この章では, 次章の定理において用いる記号や性質, 写像等を定義する. 2.1節では pre-λ-ringについて述べ

る. pre-λ-ringとは λ-ringのにおける λ-operation の条件を少し弱めたものであり, 本稿では主に pre-λ-ring

の概念を以て議論を進める. λ-ringの定義は第 4章に記述している. 2.2節では, binomial ringや関連する写

像達について定義する. 2.3節では交代テンソル積表現の指標と pre-λ-ringとの関わりについて述べる.

以降, R を単位元 1 をもつ可換環とし, R[[t]] を tを変数とする, R の元を係数とする 1 変数巾級数環とし.

任意の f ∈ R[[t]]に対し f ′ ∈ R[[t]]を f の変数 tに関する微分とする.

Λ(R)を R[[t]]の元であり定数項が 1であるもの全体とする.

可換環 Rが Z-torsion-free であるとは, 0でない整数 nと r ∈ Rに対し nr = 0ならば r = 0となるときを

言う. Rが Q-algebraであるとは, 環準同型写像 Q → Rが備わっているときを言う. 可換環 Rは Q-algebra

ならば Z-torsion-free である. 本稿では次章において, 序章で述べた CF (G)を Q-algebraとして用いる.

また, 任意の自然数 i, j に対し, [i, j]を iと j の最小公倍数, (i, j)を iと j の最大公倍数と定義する.

2.1 pre-λ-ring の定義

この節では pre-λ-ring の定義と Adams operation, 準同型写像について述べる. 詳しくは [3], [6] Section

1, 2, 3等を参照されたい.

可換環 R は以下の 3条件を満たす写像の族 λn : R → R (n = 0, 1, 2, . . . )が備わっているとき pre-λ-ring

と言う.

• 任意の r ∈ Rに対し, λ0(r) = 1である.

• λ1 は R上の恒等写像である.

• 任意の n ≥ 0と r, s ∈ Rに対し, λn(r + s) =
∑

i+j=n λ
i(r)λj(s)が成り立つ.

pre-λ-ring における写像 λn 達を λ-operationと言う. pre-λ-ring Rとその元 r ∈ Rに対し, λt(r) ∈ Λ(R)

を次のように定義する.

λt(r) :=

∞∑
i=0

λi(r)ti

pre-λ-ring Rについて任意の自然数 nに対し, n-th Adams operation ψn : R → Rを, 任意の r ∈ Rに対

し次が成り立つように定義する.

ψ−t(r) = −t d
dt

log λt(r) (= −tλ′t(r)λt(r)−1).
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但し ψt(r) :=
∑∞

n=1 ψ
n(r)tn と定義し, 左辺はこの式の tに −tを代入したものである. pre-λ-ring における

n-th Adams operation ψn は 加法についての準同型写像であり, また ψ1 は R上の恒等写像である.

pre-λ-ring R1, R2 における環準同型写像 f : R1 → R2 が λ-operation を交換するとき, 即ち任意の整数

i ≥ 0 に対し f ◦ λi = λi ◦ f が成り立つとき, pre-λ-homomorphsim という. 環準同型写像 f が pre-λ-

homomorphismならば任意の自然数 nに対し f ◦ ψn = ψn ◦ f となり, f の値域である R2 が Z-torsion-free
ならばこの逆も成り立つ. 以降, 簡単のため pre-λ-homomorphism を単に λ-homomorphsim と呼ぶ.

可換環 R1, R2 の環準同型写像 F : R1 → R2 が与えられた時, 写像 FΛ : Λ(R1) → Λ(R2) を

FΛ(
∑∞

i=0 ait
i) :=

∑∞
i=0 F (ai)t

i (ai ∈ R) と定義する. R3 を可換環, G : R2 → R3 を環準同型写像とす

ると (G ◦ F )Λ = GΛ ◦ FΛ が成り立つ. また, R1, R2 が pre-λ-ring かつ F が λ-homomorphism ならば

FΛ ◦ λt = λt ◦ F が成り立つ. 写像 FΛ は Theorem 12 の証明で用いる.

2.2 binomial ring や写像の定義

この節では binomial ring 等, 本稿で用いるいくつかの集合と写像を定義する. 詳しくは [4], [6] Section 5

を参照されたい.

集合 RN を, 可換環 Rの元の列 (a1, a2, . . . ) = (an)
∞
n=1 の全体と定義する. 任意の α ∈ RN と n ∈ Nに対

し, α(n) ∈ Rを αの n番目の項であると定義する (α = (α(n))∞n=1). また RN を次の演算とスカラーを以て

R-加群 とみなす. 任意の (an)
∞
n=1, (bn)

∞
n=1 ∈ RN , r ∈ Rに対し,

(an)
∞
n=1 + (bn)

∞
n=1 := (an + bn)

∞
n=1, r(an)

∞
n=1 := (ran)

∞
n=1 (1)

と定義する. さらに任意の自然数 iに対し ei ∈ RN を, i番目のみが 1で他は 0であるものと定義する.これを

用いると, 任意の (an)
∞
n=1 ∈ RN は

∑∞
i=1 aiei と書くことができる.

写像 ϕ : RN → RN を, ϕ((an)
∞
n=1) = (bn)

∞
n=1 で bn =

∑
d|n dad となるように定義する. ϕは R-加群とし

ての準同型写像である. また Rが Q-algebraならば, メビウスの反転公式を用いると任意の自然数 nに対し

an =
1

n

∑
d|n

µ
(n
d

)
bd (2)

を得る. 但し, 写像 µはメビウス関数である.

写像 z : Λ(R) → RN を, z(f) := (bn)
∞
n=1 で

∑∞
i=1 bn(−t)n = −tf ′f−1 を満たすように定義する. 写像 z は

Λ(R)の乗法から RN の加法への準同型写像である. また R が pre-λ-ring であるとき, Adams operation の

定義から任意の r ∈ R に対し

z ◦ λt(r) = (ψn(r))∞n=1 (3)

が成り立つ. 写像 z, ϕは共に. Rが Z-torsion-free ならば単射, Q-algebra ならば全単射である.

Rが binomial ringであるとは Z-torsion-free であって, さらに任意の r ∈ Rと自然数 nに対し(
r

n

)
=
r(r − 1) · · · (r − (n− 1))

n!
∈ R⊗Q

が Rに属しているときを言う. このとき, 巾級数 (1− (−t)j)r ∈ Λ(R)を
∑∞

i=0

(
r
i

)
(−(−t)j)i と定義する. 整

数全体の集合 Zや Q-algebra は binomial ringである.

また R が binomial ring であるとき, 任意の f ∈ Λ(R)に対し
∏∞

i=1(1 − (−t))ai を満たす a1, a2, . . . ,∈ R

が唯一通りに存在する ([6] Lemma 5.41.). 写像 ENr : Λ(R) → RN を,

ENr

( ∞∏
i=1

(1− (−t)i)ai

)
= (an)

∞
n=1
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と定義する. この写像は全単射であり, z = ϕ ◦ ENr が成り立つ.

Remark 1. 本稿の主な定理を述べている第 3章では用いないが, この節でのいくつかの定義に関係し, かつ

[4], [6] Section 5.6において中心的な話題である, R上の necklace ring Nr(R) について述べる.

RN は式 (1)で述べた R-加群の構造に加え, 次の乗法により R-algebra となる. 任意の (an)
∞
n=1, (bn)

∞
n=1 ∈

RN に対し, (an)
∞
n=1(bn)

∞
n=1 := (anbn)

∞
n=1 と定義する.

一方, RN はこれとは異なる乗法 “ ·Nr ”を定義することができる. 任意の (an)
∞
n=1, (bn)

∞
n=1 ∈ RN に対し

(an)
∞
n=1 ·Nr (bn)

∞
n=1 = (cn)

∞
n=1, cn :=

∑
[i,j]=n

(i, j)aibj

と定義する. 単位元は (1, 0, 0, . . . ) である. RN は加法 “ +Nr ” := “ + ” と乗法 “ ·Nr ” により可換環と

なるが このとき, RN を Nr(R) と書き, R 上 necklace ring という. [6] Section 5.6 では写像 ϕ の定義

域, 及び写像 ENr の値域である RN は Nr(R) と記されており, また, Λ(R) の可換環としての構造と, 写像

ϕ : Nr(R) → RN , z : Λ(R) → RN , ENr : Λ(R) → Nr(R)の環準同型性が述べられている.

しかし本稿の主な定理の証明では RN , Nr(R)の違いである乗法や, 写像の乗法の準同型に触れないまま議

論を進めることができる. 特に この状況下では Nr(R)と RN は同一であるため, 複数の記号を用いることへ

の混乱を避けるため Nr(R)と記さずに RN のまま記す. Nr(R)や乗法の準同型性は 4章で改めて用いる.

2.3 pre-λ-ring と表現の指標

この節では有限群の交代テンソル積表現の指標が λ-operationを用いて記述できることを述べる.

集合 R(G) を G の表現環, つまり G の既約表現の同型同値類全体から生成される自由加群とする. この集

合は交代テンソル積表現に由来する形で λ-operation を定義することにより pre-λ-ring となる. 具体的には

[V ]を Gの表現のある同値類とすると, 任意の整数 i ≥ 0に対して λi([V ]) = [
∧i

(V )]が成り立つように定義

される.

序章でも述べたが, CF (G)を Gから Cへの類関数全体の集合とする. CF (G)は次の加法, 乗法, スカラー

倍, Adams operation を以て Q-algebraかつ pre-λ-ring (実際には λ-ring) の構造を持つ ([3] p.54, p.81).
(f1 + f2)(g) := f1(g) + f2(g),

(f1f2)(g) := f1(g)f2(g),

(cf)(g) := cf(g),

ψn(f)(g) := f(gn).

但し, f1, f2 ∈ CF (G), c ∈ C, n ∈ N, g ∈ Gとする. この演算による零元, 単位元はそれぞれ 0, 1への定置写像

である. また, CF (G)上の Adams operation は任意の自然数 n,mに対し ψn ◦ ψm = ψm ◦ ψn を満たし, さ

らに λ-homomorphismである. (λ-homomorphism であることは CF (G)が λ-ringであることより明らかで

あるが, 別の証明として, λ-operationを交換することを CF (G)が特に Z-torsion-freeであることと Adams

operation同士の可換性より示すことができる.)

この二つの集合 R(G), CF (G)間の写像 X : R(G) → CF (G)を表現の指標が対応するように定義すると,

次の Theoremが成り立つ.

Theorem 2 (D.Knutson [3] p.84). 写像 X は λ-homomorphismである.

この Theoremを用いると, χを指標に持つ Gの有限次元表現 V の, i階交代テンソル積表現 Λi(V )の指標

は λi(χ)であること示される.

Definition 3. 写像 X による像 Im(X)を ClZ(G)と定義する.
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集合 ClZ(G) は G の全ての既約指標の整数結合で表される CF (G) の元全体であり, λ-homomorphism の

像である. 特に, 任意の χ ∈ ClZ(G)と自然数 nに対し ψn(χ) ∈ ClZ(G)が成り立つ. (なお, ClZ(G)の記号は

[1] p.316 のものを用いている.)

3 定理とその証明

Gを有限群とする, χ を指標に持つ Gの表現の i階交代テンソル積表現の指標は, 前章で見たように Gの類

関数全体の集合 CF (G)に定義された λ-ringの構造を用いて, λi(χ)と書くことができる.

この章では前章で定義した準備を用い, 指標 χ が整数値指標であるときの λi(χ) 及び母関数 λt(χ) =∑∞
i=0 λ

i(χ)ti の性質や表示について 3つの定理を述べる.

ここで, この章で主に考察する “整数値指標”を改めて定義する.

Definition 4. Gを有限群とする. χ ∈ ClZ(G)が整数値指標であるとは, 任意の g ∈ Gに対し χ(g) ∈ Zが
成り立つことと定義する.

3.1 整数値指標と λi(χ)

まず, 整数値指標と λi(χ)について次の Theoremを述べる.

Theorem 5. χ ∈ ClZ(G)が整数値指標ならば, 任意の自然数 iに対し λi(χ)は整数値指標である.

証明の方針は χが整数値指標であることを, 任意の g ∈ Gに対し χ(g)が ClZ(G)のある Adams operation

による作用で不変な元である, と言いかえることに着目する.

この節では eを Gの exponent, 即ち Gの全ての元の位数の最小公倍数とし, ω を 1の原始 e乗根とする.

Lemma 6. 任意の χ ∈ ClZ(G)と g ∈ Gに対し, f ∈ Z[t]で χ(g) = f(ω)と表すことができる, また, 任意の

自然数 nに対し ψn(χ)(g) = f(ωn)が成り立つ.

Proof. ClZ(G)の定義より χが Gの指標であるときに示せばよい. ρを指標が χであるような Gの表現, m

を表現 ρ の次元とすると χ(g) は整数 a1, . . . , am を用いて χ(g) = ωa1 + · · · + ωam と表すことができ, 特に

χ(g) ∈ Q(ω)である.

また, 任意の自然数 nに対し, ψn(χ)(g) = χ(gn) = Tr(ρ(g)n) = ωna1 + · · ·+ ωnam を得る.

Lemma 6を用いて Lemma 7 を述べる.

Lemma 7. χ ∈ ClZ(G)について次の二条件は同値である.

(1) χは整数値指標である.

(2) 任意の自然数 nに対し ψn(χ) = ψ(n,e)(χ)である.

Proof. nを自然数, n′ = n/(n, e)とする. g ∈ Gとすると, Lemma 6より f ∈ Z[t]で χ(g) = f(ω)と書くこ

とができる. よって, ψn(χ) = f(ω(n,e)n′
), ψ(n,e)(χ) = f(ω(n,e)) であり共に Q(ω(n,e))に属する. ω(n,e) は 1

の原始 e/(n, e)乗根であり, (n′, e/(n, e)) = 1であるので, Γn を拡大体 Q(ω(n,e)) : Qのガロア群, σ ∈ Γn で

σ(ω(n,e)) = ω(n,e)n′
とすると, ψn(χ)(g) = σ(ψ(n,e)(χ)(g))を得る.

(1) が成り立つと仮定すると, ψn(χ)(g), ψ(n,e)(g) ∈ Z ⊂ Q であるからガロア群 Γn による作用は不変

であり, 任意の g ∈ G に対して両者が一致し (2) を得る. (2) が成り立と仮定すると, 特に e と互いに素

な自然数 n に対し ψn(χ) = χ を得る. g ∈ G とする. σ ∈ Γ1 で σ(ω) = ωn, (n, e) = 1 であるとすると
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χ(g) = ψn(χ)(g) = σ(χ(g))を得るので χ(g) ∈ Q, 特に χ(g)は Z上代数的なので χ(g) ∈ Zとなる.

Proof of Theorem 5. Lemma 7 と, CF (G) の Adams operaiton が λ-homomorphism であることより示さ

れる.

実際には χ ∈ ClZ(G)が整数値指標であることと, (n, e) = 1なる自然数 nに対し ψn(χ) = χとなることは

同値である.つまり Theorem 5 を示すためには Lemma 7 でなくともこの事実で十分なのだが, Lemma 7 は

次節の Theorem 8の証明にも用いるためこのように記述した.

3.2 整数値指標と λt(χ)

次に整数値指標と λt(χ)との関係について述べる. 紛らわしいかもしれないが, 以降, CF (G)における単位

元である, 自明表現の指標をこれまで扱ってきた可換環と同様, “1”と記す.

χ ∈ ClZ(G)とすると特に χ ∈ CF (G)であり, CF (G)は Q-algebraであるから特に binomial ringなので

写像 ENr が定義される. さらに, (αn)
∞
n=1 = ENr(λt(χ))とすると, z = ENr ◦ ϕであること, 式 (3)を用いる

ことで ϕ((αn)
∞
n=1) = z(λt(χ)) = (ψn(χ))∞n=1 を得るので, 式 (2)を用いて λt(χ)を次で書くことができる.

λt(χ) =
∞∏
i=1

(1− (−t)i)αi ∈ Λ(ClZ(G)), αn =
1

n

∑
d|n

µ
(n
d

)
ψd(χ) ∈ CF (G)

λt(χ)を求めるにあたって上記の形に変形した場合, 各 αn について更なる情報が得られないだろうか. 特に

このとき λt(χ)は無限積の形で与えられているので, もしこれが有限積で表すことができれば αn と合わせる

ことで λi(χ)の計算がより簡単になると予想される.

次の Theoremでは, χが整数値指標であることと αn のある性質の同値性について述べる.

Theorem 8. eを Gの exponentとする. χ ∈ ClZ(G)とし, (αn)
∞
n=1 = ENr(λt(χ))とすると次の 2条件は

同値である.

(1) χは整数値指標である.

(2) 任意の自然数 nに対し n - eならば αn = 0である.

特に χがこれらの条件を満たすならば, λt(χ)は次のように書くことができる.

λt(χ) =
∏
d|e

(1− (−t)d)αd .

Theorem 8の証明には, Lemma 7と, 次より述べる Lemma 10を用いる. そのためには RN の元 ei を写像

ϕで移した ϕ(ei)について考える. 前章で定義したとおり, ei ∈ RN は i番目で 1を, 他では 0をとる元である.

Lemma 9. iを自然数とすると, ϕ(ei) ∈ RN について次が成り立つ.

(1) 任意の自然数 nに対し i | nならば ϕ(ei)(n) = i, i - nならば ϕ(ei)(n) = 0となる.

(2) eを自然数で i | eならば, ϕ(ei)(n) = ϕ(ei)(n, e)が任意の自然数 nに対し成り立つ.

Proof. (1)は ei と写像 ϕの定義より明らかである. (2)は任意の自然数 nに対し i | nであることと i | (n, e)
であることが同値なので (1)より成り立つ.

Lemma 10. Rが Z-torsion-freeならば, (an)
∞
n=1 ∈ RN , (bn)

∞
n=1 = ϕ((an)

∞
n=1)と自然数 eについて次の二

つは同値である.
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(1) 任意の自然数 nに対し n - eならば an = 0となる.

(2) 任意の自然数 nに対し bn = b(n,e) が成り立つ.

Proof. (1)が成り立つことを仮定すると (an)
∞
n=1 =

∑
d|e aded と書くことができるので, 写像 ϕで移すことに

より (bn)
∞
n=1 =

∑
d|e adϕ(ed)となる. よって Lemma 9 (2)を用いると, この Lemmaの (2)が示される.

次に (2)を仮定し (1)が成り立つことを nについての数学的帰納法で示す. n = 1の時は明らかなので d < n

となる自然数 dで成り立つことを仮定し自然数 nで成り立つことを示す. n | eの時は明らかなので n - eとす
る. 帰納法の仮定より, (bn)

∞
n=1 は

(bn)
∞
n=1 = ϕ((an)

∞
n=1) =

( ∑
q|e,q<n

aqϕ(eq)
)
+ anϕ(en) +

(∑
n<q

aqϕ(eq)
)

と書くことができる. (bn)
∞
n=1 の n 番目と (n, e) 番目を見ると, 仮定した (2) と Lemma 9 (2) より,

anϕ(en)(n) = anϕ(en)(n, e)を得る. また, ϕ(en)(n) = n, かつ n - eから特に (n, e) < nより ϕ(en)(n, e) = 0

である. よって nan = 0, さらに Rが Z-torsion free であることより an = 0を得る.

よって自然数 nで成り立つことが示せたので, 数学的帰納法より (1)が成り立つ.

Proof of Theorem 8. (αn)
∞
n=1 = ENr(λt(χ)) であるから, ϕ((αn)

∞
n=1) = (ψn(χ))∞n=1 である. このことと

Lemma 7及び Lemma 10より示すことができる.

3.3 巡回群と整数値の関係

χ ∈ ClZ(G), eを Gの exponent , (αn)
∞
n=1 = ENr(λt(χ))とする. 　 Theorem 8 より χが整数値指標な

らば n - eなる自然数 nに対し αn = 0となることを見た. この節では G全体ではなく, ある一つの元 g ∈ G

より生成される巡回群 ⟨g⟩という一部分のみで整数値であるとき (任意の自然数 nに対し χ(gn) ∈ Zが成り立
つとき)に αn(g) ∈ Zとなり, もしくは 0となる場合があることを述べる. 勿論, χが整数値指標ならば任意の

g ∈ Gに対して用いることができる.

H を有限群 G の部分群とする. このとき写像の定義域を G から H へと制限する環準同型写像 ResGH :

CF (G) → CF (H)は ResGH(ClZ(G)) ⊂ ClZ(H)を満たす他, 次の性質が成り立つ.

Lemma 11. 環準同型写像 ResGH : CF (G) → CF (H)は λ-homomorphismである.

Proof. 写像の値域である CF (H)が特に Z-torsion-freeなので, Adams operationが可換であることを示せば

証明ができる. 任意の自然数 nと χ ∈ CF (G), h ∈ H に対し, ψn(ResGH(χ))(h) = χ(hn) = ResGH(ψn(χ))(h)

となるので確かに成り立つ.

Theorem 5, Theorem 8, Lemma 11より, 次の Theorem 12を示すことができる.

以降, 任意の g ∈ Gに対し O(g)を g の位数と定義する.

Theorem 12. χ ∈ ClZ(G)とする. g ∈ Gとし, χは g より生成される巡回群 ⟨g⟩上で整数値であるとする.

(αn)
∞
n=1 = ENr(λt(χ))とすると, 任意の自然数 nに対し次が成り立つ.

(1) αn(g) ∈ Zである.

(2) n - O(g) ならば αn(g) = 0となる.

特に λt(χ)(g)(:=
∑∞

i=0 λ
i(χ)(g)ti)は次のように書くことができる.

λt(χ)(g) =
∏

d|O(g)

(1− (−t)d)αd(g).
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Proof. 写像 Eg : CF (G) → C, E′
g : CF (⟨g⟩) → Cを, それぞれ Eg(f1) = f1(g), E

′
g(f2) = f2(g)と定義する.

但し f1 ∈ CF (G), f2 ∈ CF (⟨g⟩)とする. 明らかに写像 Eg, E
′
g は環準同型写像であるほか, Eg = E′

g ◦ Res
G
⟨g⟩

が成り立つので, 特に EgΛ = E′
gΛ ◦ ResG⟨g⟩Λ が成り立つ.

(1) 仮定より ResG⟨g⟩(χ) ∈ ClZ(⟨g⟩)が整数値指標なので, Lemma 11 と Theorem 5 より,

λn(χ)(g) = Eg(λ
n(χ)) = E′

g ◦ ResG⟨g⟩(λn(χ)) = E′
g(λ

n(ResG⟨g⟩(χ))) = λn(ResG⟨g⟩(χ))(g) ∈ Z

を得る. よって λt(χ)(g) = EgΛ(λt(χ)) ∈ Λ(Z) が成り立つ. この多項式の係数が属する集合 Z は binomial

ring なので, αn(g) ∈ Zとなる.

(2) ResG⟨g⟩(χ) について考える. (α′
n)

∞
n=1 = ENr(λt(Res

G
⟨g⟩χ)) とおくと, 巡回群 ⟨g⟩ の exponent は O(g)

であるから, Theorem 8 より自然数 nが n - O(g)を満たすなら α′
n = 0となる. また, λt(Res

G
⟨g⟩χ)について,

∞∏
i=1

(1− (−t)i)α
′
n(g) = E′

gΛ(λt(Res
G
⟨g⟩χ)) = E′

gΛ ◦ ResG⟨g⟩Λ(λt(χ)) = EgΛ(λt(χ)) =

∞∏
i=1

(1− (−t)i)αi(g)

が成り立つ. よって任意の自然数 n に対し αn(g) = α′
n(g) となり, 特に n - O(g) ならば αn(g) = 0 とな

る.

Example 13. 指標 Π を有限群 G の左正則表現の指標とする. 左正則表現は任意の g ∈ G に対し, Π(g) が

g ∈ Gが単位元ならば |G|となり, そうでなければ 0となる, Gの整数値指標の一つである. この指標について

各 g ∈ Gに対し λt(Π)(g)(:= EgΛ(λt(Π))を求める.

(αn)
∞
n=1 = ENr(λt(χ))とすると, 各 αn(g)について,

αn(g) =

{
|G|
O(g) (if n = O(g)),

0 (if n ̸= O(g))

が成り立つ. 特に任意の g ∈ Gに対し λt(Π)(g) = (1− (−t)O(g))
|G|
O(g) が成り立つ.

Proof. nについての数学的帰納法で示す. n = 1のときは明らかなので, 自然数 n > 2で n− 1まで成り立つ

と仮定し nの場合に示す. n - O(g)ならば Theorem 12より αn(g) = 0 であり, また n = O(g)となる g ∈ G

が存在しないので成り立つ. 次に n | O(g)を仮定する. (ψn(Π))∞n=1 = ϕ((αn)
∞
n=1)であるから,

Π(gn) = ψn(Π)(g) =
( ∑

d|n,d ̸=n

dαd(g)
)
+ nαn(g)

となる. Π(gn) は n = O(g) であるとき |G| となり, 他では 0 となる. よって帰納法の仮定より, nαn(g) は

n = O(g)ならば |G|をとり, そうでなければ 0となる.

よって, 数学的帰納法により成り立つことが言える.

4 指標の和と積について

最後に, λ-ring や Remark 1で述べた necklace ring Nr(R)を用い, 指標の和と積における交代テンソル積

表現の指標の母関数について述べる. つまり, χ1, χ2 を有限群 Gの指標としたとき, λt(χ1 + χ2), λt(χ1χ2)の

計算方法ついて考える.

pre-λ-ring Rはその λ-operationがさらに次の 3条件を満たすとき, λ-ringと呼ばれる.

• 任意の n ≥ 2に対し, λn(1) = 0が成り立つ.

• 任意の n ≥ 1と r, s ∈ Rに対し, λn(rs) = Pn(λ
1(r), . . . , λn(r);λ1(s), . . . , λn(s))が成り立つ.
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• 任意の n,m ≥ 1と r ∈ Rに対し, λn(λm(r)) = Pn,m(λ1(r), . . . , λmn(r))が成り立つ.

但し, 多項式 Pn, Pn,m は次のように定義する.

• n を自然数とし, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn を独立変数, 任意の自然数 i に対し ei を x1, . . . , xn の, si を

y1, . . . , yn のそれぞれ i 次基本対称式とする. この時, 対称多項式 Pn(e1, . . . , en; s1, . . . sn) を, 多項式
n∏

i,j=1

(1 + xiyjt)の tn の係数と定義する.

• n,m を自然数, x1, . . . , xnm を独立変数, ei をこれらの i 次基本対称式とする. 対称多項式

Pn,m(e1, . . . , enm)を, 多項式
∏

1≤i1<···<im≤nm

(1 + xi1 · · ·ximt)の tn の係数と定義する.

例として, Zが二項係数を以て, 任意の有限群 Gに対し CF (G)が 2.3節で述べた方法で, λ-ringとなること

が知られている.

次に R を λ-ringとは限らない任意の可換環とする. 第 2章の冒頭で述べた集合 Λ(R)は universal-λ-ring

と呼ばれ ([2] Definition 2.7), λ-ring の構造が定義される. 具体的には加法 “ +Λ ” は巾級数の積で, 乗法と

λ-operationは任意の f = 1 +
∑∞

i=1 ait
i, g = 1 +

∑∞
i=1 bit

i ∈ Λ(R)とm ≥ 0に対し次のように定義される.

f ·Λ g := 1 +

∞∑
n=0

Pn(a1, . . . , an; b1, . . . , bn)t
n, λm(f) := 1 +

∞∑
n=0

Pn,m(a1, . . . , amn)t
n.

また R が λ-ring ならば写像 λt : R→ Λ(R)は λ-homomorphism である (同 Proposition 2.8).

Remark 1で述べた通り, RN に式 (4)による乗法を定義すると, RN はR上 necklace ringと呼ばれ, Nr(R)

と記される. このとき, 写像 z : Λ(R) → RN , ϕ : Nr(R) → RN は環準同型写像となる. 加えて Rが binomial

ringであるとき写像 ENr : Λ(R) → Nr(R)は環同型写像となる.

Gを有限群とすると CF (G)は binomial ringかつ λ-ringである (明らかではあるが, この λ-ringとしての

構造は 2.3章で述べたものであり, binomial ringであることから導入される, 全ての Adams operationが恒等

写像となる λ-ring の構造とは異なる). χ1, χ2 ∈ CF (G), (αn)
∞
n=1 = ENr(λt(χ1)), (βn)

∞
n=1 = ENr(λt(χ2))

とすると, 合成写像 ENr ◦ λt は環準同型写像なので,

ENr(λt(χ1 + χ2)) = (αn)
∞
n=1 +Nr (βn)

∞
n=1, ENr(λt(χ1χ2)) = (αn)

∞
n=1 ·Nr (βn)

∞
n=1

を得る. よって, 既に (αn)
∞
n=1, (βn)

∞
n=1 を知っているのならば, necklace ring Nr(CF (G))における加法・乗

法を用いることで, λt(χ1 + χ2), λt(χ1χ2)を計算することができる.

一般に (αn)
∞
n=1, (βn)

∞
n=1 は零元でないものがずっと出現する (自然数 nで, 任意の自然数 iに対し i > nな

らば αi = 0, βi = 0が成り立つようなものが存在しない)可能性があるので加法 “ +Nr ”はともかく乗法 “·Nr

は計算が困難であると思われる. しかし,もし自然数 nで i > nならば αi = βi = 0となるものが存在するな

らば, 例えば χ1, χ2 が共に本稿で扱った整数値指標なら Theorem 8より該当することがわかるが, 乗法の計算

はいくらか簡単になるであろうと予想される.

このように, 本稿で述べた Theorem及び乗法における計算のしやすさという点から, 整数値指標をもつ交代

テンソル積表現の指標の母関数と necklace ringの概念とのある程度の相性の良さを見ることができる. 加え

て, Gや整数値指標 χの特殊化, もしくは necklace ringの性質を用いれば, さらなる性質の発見を望むことが

できるのではないかと筆者は期待する.
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