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1. Introduction

有限次元多元環における傾理論とは傾加群と呼ばれる加群に関する理論である.傾加群
は道多元環上の鏡映関手を与える加群の一般化として Brenner-Butlerの共著論文 [BB]で
導入された加群である.彼らは傾加群の自己準同型環の加群圏と元の多元環の加群圏の間に
ある関係を見つけだし. Happelによってこの関係は加群圏の導来圏の同値に拡張され [H]、
現在では与えられた有限次元多元環に対して、その傾加群の分類は重要な問題の一つと
して位置づけられている.この分類問題に対する一つのアプローチがRiedtmann-Schofield
によって導入された傾変異理論である [RS].傾変異とは与えられた傾加群から直既約因子
を一つ取り替えて新しい傾加群を作る操作であり,現在では様々なアプローチによってこ
の傾変異の理論の研究がなされている. 他方, Happel-Ungerは basic な傾加群全体の上に
ある半順序を定め, その Hasse-quiver をとることにより傾変異の情報が完全に復元される
ことを示した [HU1, HU2].
傾変異を考える上で問題となるのが任意の直既約因子に関して常に傾変異が出来ると

は限らないことである.足立-伊山-Reitenは台 τ -傾加群なる傾加群を含む加群のクラスを
導入しその上の変異理論を展開することで上記問題を補間した [AIR].また道多元環の場
合には台 τ -傾加群は Ingallus- Thomasが [IT]で導入した台傾加群と一致する. そこで台
傾加群のなす半順序集合の中から傾加群を取り出せるかどうかは自然な疑問であるがこ
の疑問に対する答えが本稿の主結果である.

Theorem 1.1. Λ を有限次元道多元環とする.このとき Λ 上の basic な傾加群は台傾加
群のなす半順序構造のみを用いて特徴づけられる.

2. 道多元環とQuiverの表現

以下 kを代数閉体とする. Quiverとは以下のような頂点と有向辺からなるグラフのこと
である. Quiver Qに対してQ0, Q1でそれぞれ頂点集合と有向辺集合を表すことにする.
また有向辺 α : a → bに対して, s(α) := a, t(α) := bと定める.

Definition 2.1. 有向辺の列 w = (α1|α2| · · · |αl)がQ上の path (道)であるとは t(αi) =
s(αi+1)が任意の iで成り立つときをいう.このとき l を path w の長さとよび s(w) :=
s(α1) t(w) := αl と定める.また頂点 a ∈ Q0に対して eaを s(ea) = a = t(ea)なる長さ 0の
pathと定める.

このとき quiver Qに付随して k上の道多元環Λ = kQが以下のようにして定義される:

(1) k-ベクトル空間としての基底は Q上の path 全体.
(2) path w = (α1|α2| · · · |αl), w

′ = (β1|β2| · · · |βl′)に対して積を

w · w′ =

{
(α1|α2| · · · |αl | β1|β2| · · · |βl′) if t(w) = s(w′)

0 if t(w) ̸= s(w′)



と定める.

Example 2.2. 道多元環の例を挙げる.

(1) Q = 1 → 2 → 3とする.このとき Λ = kQ は k上の上三角行列環と同型である.
(2) このとき Λ = kQ は k上の 1変数多項式環と同型である.

以下Λを道多元環 kQとし Q は有限かつ cycleを持たない (⇔ dimΛ < ∞)とする. いま
有限次元右 Λ-加群のなす圏 modΛは次で定める Qの表現の圏 rep Qと圏同値となって
いる.

Definition 2.3. Qの表現の圏 rep Qを以下で定める.

(対象) 対象は Qの頂点でラベル付けされた有限次元ベクトル空間の族 V = (Va)a∈Q0と Q
の辺でラベル付けされた k-線型写像の族 f = (fα : Vs(α) → Vt(α))α∈Q1の組 (V, f).

(射) (V, f), (W, g)を対象とする.このとき (V, f) から (W, g)への射を Q の頂点でラベ
ル付けされた k-線型写像の族 φ = (φa : Va → Wa)a∈Q0 であって,各辺 α : a → b
に対して以下の可換図式が成り立つものと定める.

Va Vb

fα

Wa Wb
gα

φa φb

Remark 2.4. M ∈ modΛに対してベクトル空間としての分解

M =
⊕
a∈Q0

Mea

を考える. Q の有向辺 α : a → b の M への作用は線型写像 uα : Mea → Mebを誘導する
が, このとき定まる Q の表現 ((M · ea)a∈Q0 , (uα)α∈Q1)がM に対応する Q の表現である.

Example 2.5. Q = 1
α→ 2

β→ 3 とする.このときQの表現は以下のように図示される.

V1
fα→ V2

fβ→ V3.

以下ではΛ-加群と Q の表現を区別しない,またΛ-加群 M = (V, f)に対して

dimM = ((dimM)a)a∈Q0 := (dimVa)a∈Q0

と定めこれを M の次元ベクトルとよぶ.

Proposition 2.6. a ∈ Q0に対して加群 S(a), P (a), I(a)をそれぞれ以下のように定める.

(1) dimS(a) = (δa,x)x∈Q0.
(2) P (a) = eaΛ.
(3) I(a) = D(Λea).

ここで δ はクロネッカー δ であり, Dは k-双対 Homk(−, k)である.このとき,以下の集
合 {S(a) | a ∈ Q0}, {P (a) | a ∈ Q0}, {I(a) | a ∈ Q0}はそれぞれ直既約な既約加群,射影
加群,入射加群の同型類の完全代表系を与える.



Example 2.7. Q = 1 → 2とする.このとき

P (1) = I(2) = k
1→ k, P (2) = S(2) = 0 → k, I(1) = S(1) = k → 0.

3. 傾加群,台傾加群

この節では傾加群,台傾加群およびそれらがなす半順序集合を導入する. M ∈ modΛ の
直既約分解

M ≃ ⊕m
i=1M

ri
i (i ̸= j ⇒ Mi ̸≃ Mj)

に対して |M | := m と置き, ri = 1 (∀i) のとき M を basic と呼ぶ.

Definition 3.1. T ∈ modΛが傾加群であるとは以下の性質が成り立つときにいう.

• Ext1Λ(T, T ) = 0.
• |T | = #Q0.

また tiltΛで basic なΛ 上の傾加群 (の同型類)全体を表すことにする.

このとき tiltΛ 上の半順序が以下のようにして定まる.

Definition-Theorem 3.2. [HU1, HU2] T ≥ T
′ ⇔ Ext1Λ(T, T

′
) = 0.

いまM ∈ modΛに対して supp(M) := {a ∈ Q0 | (dimM)a > 0}とおき, Q(M) で
supp(M)を頂点集合にもつQ の full subquiverとする.また Λ(M) := kQ(M) とおく.こ
のとき M は Λ(M)-加群とみなせることに注意しておく.

Definition 3.3. T ∈ modΛ が台傾加群であるとは以下の条件を満たすときにいう.

(1) Ext1Λ(T, T ) = 0.
(2) |T | = #supp(T).

また s-tiltΛで basic なΛ 上の台傾加群 (の同型類)全体を表すことにする.

つまり T が Λ(T )上で傾加群になるとき T は台傾加群とよばれるのである. 傾加群の
ときと同様に以下のようにして s-tiltΛ 上に半順序が定まる.

Definition-Theorem 3.4. [AIR, IT] T ≥ T ′ ⇔ Ext1Λ(T, T
′) = 0 & supp(T′) ⊂ supp(T).

Example 3.5. Q = 1 → 2とする.このとき s-tiltΛ の半順序構造は以下で与えられる.

P (1)⊕ P (2)

P (1)⊕ I(1)

I(1) 0

P (2)

4. 証明の方針

まず定義より次が従うことに注意する.

T ∈ s-tiltΛ が傾加群⇔ T ≥ IΛ = ⊕a∈Q0I(a).

したっがて定理を示すには s-tiltΛ の半順序構造から IΛ を決定できることをいえばよい.
そのための準備として各非負整数 iに対して,頂点集合 Q0 の部分集合 Vi を以下で定める.



• V0 = ∅.
• Vi = Vi−1 ∪ {a ∈ Q0 | a は Q \ Vi−1 の source}.

また Ii := ⊕a∈Vi
I(a) (I0 = 0) と置く.このとき Ii ∈ s-tiltΛ であることに注意する. 証明

の方針は I0 = 0 から帰納的に Ii たちを決定していくことである. 帰納法を実現する鍵と
なるのは次の事実である.

Lemma 4.1. i ≥ 0 とする. このとき Ii+1 は次の集合の最小元である.∩
X∈idp(Ii)

{T ∈ s-tiltΛ | T ≥ X},

ここで idp(Ii)は Ii の 入射的な direct predecessor 全体のなす集合である.

従って Ii から Ii+1 が決定出来る事を示すには idp(Ii) が s-tiltΛ の半順序構造から決定
出来ることをいえばよい.ここで 入射的でない Ii の direct predecessor T には次の 2つの
type がある.

(type 1) #supp(T) = #supp(Ii) + 1.
(type 2) #supp(T) = #supp(Ii).

ここで Ni(1), Ni(2) でそれぞれ type 1, type 2 に属する Ii の direct predecessor 全体を
表すことにする. まずは idp(0) を決定できることが次の Lemma からわかる.

Lemma 4.2. a, b ∈ Q0とする.このとき a から b に有向辺があることと X ∈ dp(S(a)),
Y ∈ dp(S(b)) が存在してX < Y が成り立つことは同値である.

ここで S(a) が入射的であることと a ∈ Q0 が source であることは同値なので主張
(idp(0) が決定出来る事) が従う. 以下 i > 0 とする.

Lemma 4.3. T ∈ Ni(1) とする.このときある T ′ ∈ dp(Ii), X ∈ dp(T), Y ∈ dp(T′) が存
在して X > Y が成り立つ.

Lemma 4.4. T ∈ idp(Ii) とする.このとき任意の T ′ ∈ dp(Ii), X ∈ dp(T), Y ∈ dp(T′)
に対して X ̸> Y である.

今 Lemma 4.3, Lemma 4.4 より dp(Ii) から Ni(1) が排除出来ること従う. 次に dp(Ii)
から Ni(2) を排除するために以下の集合を導入する. T ∈ dp(Ii) 及び r ∈ Z≥1 に対して

F(i, T, r) := {((Xk)k∈{0,··· ,r}, (Tk)k∈{0,··· ,r−1}, (Yk)k∈{1,··· ,r−1}) | (⋆)}

ここで条件 (⋆) は以下の通りである: (⋆) :=


• X0 = Ii, T0 = T
• X1 ∈ ds(Ii), Xk+1 ∈ ds(Xk)
• Tk ∈ dp(Xk) \ {Xk−1}
• Yk ∈ dp(Tk)
• Y1 ≥ T, Yk+1 ≥ Tk

Lemma 4.5. T ∈ Ni(2) とする.このときある r ∈ Z≥1 及び ((Xk), (Tk), (Yk)) ∈ F(i, T, r)
が存在して, 任意の Tr ∈ dp(Xr) \ {Xr−1} 及び Yr ∈ dp(Tr) に対して Yr ̸≥ Tr−1となる.

他方,次の Lemma が成り立つ.

Lemma 4.6. T ∈ idp(Ii) とする.このとき任意の r ∈ Z≥1 及び ((Xk), (Tk), (Yk)) ∈
F(i, T, r) に対して, ある Tr ∈ dp(Xr) \ {Xr−1} 及び Yr ∈ dp(Tr) が存在して Yr ≥ Tr−1

となる.

以上より Ni(2) が排除出来ることがわかった.特に次が従う.



Corollary 4.7. Λ, Γ を有限次元道多元環, ρ を半順序同型

ρ : s-tiltΛ ≃ s-tiltΓ

とする.このとき ρ の tiltΛ への制限 ρ|tiltΛ は半順序同型

ρ|tiltΛ : tiltΛ ≃ tiltΓ

を誘導する.

5. Example

いまQとして次の quiverをとる.

1

2

3

このとき s-tiltΛの半順序構造は以下で与えられる

X3

X2

X1

Y1

Y2

Z1

Z2

W1

W2

但し点線でつながっている部分は実際にはつながっていないが大小関係がある (上>下).

step 1 まず X1, X2, X3 の中で入射的であるものを見つける. 0, X1, X2, Y1, Z1 に
Lemma 4.2 を適用すれば X1 が入射的でないことがわかる. 同様にして X3 が入
射的でないこともわかり残った X2 が入射的な点である.



step 2 次に Y1, Y2 の中で入射的なものを見つける. X2, Y1, Y2, Z2, W2 に Lamma 4.3
を適用すれば Y2 が入射的でないことがわかる. したがって Y1 は入射的である.

step 3 最後に Z1, Z2 のどちらが求める入射的傾加群かを決定する. F(1, Z1, Y1) ∋
((Y1, X2), (Z1), ∅)を考える. いま X2 の direct predecessor は Y2 のみであり, Y2の
direct predecessor は W1, W2 であるがどちらも Z1 のあいだに大小関係は存在し
ない.特に Lemma 4.5 を用いれば Z1 は入射的でないことがわかる. したがって,
求めたかった入射的傾加群は Z2 である.

以上より tiltΛの位置が決定できその半順序構造は以下の通りである.

Z2
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