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1 はじめに

K を体, Gを有限群として, 群環KGを成分にもつ行列の行列式を定義す

る (KGを半単純環とは仮定しない). またこの議論より, 指数 2の可換な部

分群をもつ群にはその群の群環上に共役写像が定義できること, 一般の有限

群の群行列式の新しい因数分解が得られる可能性があること (実際, いくつか

の群については新しい因数分解が得られた)を示す.

1.1 群環KGを成分にもつ行列の行列式についての結果

　本稿では群環KGを成分にもつ行列の行列式を定義する. そのために必

要な主結果は次である.

Theorem 1. 正規鎖 G = H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ · · · ⊃ Hr = {e} において,

Hk が可換群ならば, 次の条件を満たす写像 Det :M(n,KG) → KHk が存在

する.

1. DetAB = DetADetB が成り立つ.

2. Aが可逆であることの必要十分条件は, DetA ∈ (KHk)
× である.

この定理は行列環M(n,KG)をよりサイズの大きい行列環M(mn,KH)に

埋め込む (H はGの正規部分群)ことを繰り返して, 可換環を成分にもつ行列

にまで埋め込み, 通常の行列式を用いて新しい行列式が実現することを主張

している. すなわち「行列のサイズを大きくして既存の行列式を用いること

によって新しい行列式を定義する」といった Study行列式に見られる手法を

用いる.

群環は (K の標数が |G|と互いに素であれば)Wedderburnの構造定理から

斜体を成分にもつ行列の直積と同型なので, このような手法で群環を成分に
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もつ行列の行列式を定義できることは想像に難くないかもしれない. 実際, 群

環の元を正則表現の行列表示で表せば, 本稿の結果の特殊な場合 (正規鎖とし

てG ⊃ {e}をとった場合)に一致する. しかしながら本稿は, Wedderburnの

構造定理のような抽象的な議論を避けることにより, 体 K に依存しない, 行

列のサイズを大きくしたときにその行列成分は一般には斜体とは限らない状

況で議論を進めていく.

1.2 指数 2の可換な部分群をもつ群の群環上の共役について

指数 2の可換な部分群H をもつ群Gの群環KG上で共役写像を定義する.

X ∈ KGに対して, X の共役をX で表せば, 共役は以下の性質を満たすこと

がわかる.

任意のX,Y ∈ KGに対して,

1. X = X.

2. X +X,XX = XX ∈ Z(KG).

3. XY = Y X.

また共役写像を用いれば, KGの元を成分にもつ 2× 2行列の逆行列の公式

が得られる.

2 群環を成分にもつ行列の行列式

群環を成分にもつ行列の行列式を定義する.

2.1 群環KGを成分にもつ行列

K を体, Gを有限群, H をGの正規部分群として, H によるGの左剰余類

分解を 1つ決める. すなわち

G =
⊔
g∈R

gH, R = {g1, g2, . . . , gm}

とする. 群環 KG =
{∑

g∈G xgg | xg ∈ K
}
を成分にもつ n × n 型の行列

M(n,KG)の元は, Ag ∈M(n,KH)が存在して,
∑

g∈R gAg と一意的に表さ

れる.
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2.2 Kronecker積

Kronecker積について復習しておく. m1×n1型の行列A = (aij)とm2×n2
型の行列 B = (bij)に対して, Aと B の Kronecker積 A⊗ B とは, ブロック

行列の形で表したとき,

A⊗B =


a11B a12B · · · a1n1B

a21B a22B · · · a2n1B
...

...
...

am11B am12B · · · am1n1
B


で定義される (m1m2)× (n1n2)型の行列のことである.

2.3 行列のサイズを大きくする

G/H = {g1H, g2H, . . . , gmH}の正則表現を, 次のようにM(m,K)で行列

表示したものを Lとする.

L(gH)の (i, j)成分 =

1 gig
−1
j ∈ gH,

0 otherwise.

A = (aij) ∈M(n,KG)に対して, Ah = (h−1aijh)と定義する.

Lemma 2. M(n,KG)からM(mn,KG)への以下の写像 φ は, 単射K代数

写像である.

φ

∑
g∈R

gAg

 =
∑
g∈R

(L(gH)⊗ gAg) .

ただし ⊗ は Kronecker積である.

Proof. 積に関する準同型性のみを示せばよい.∑
g∈R

gAg

∑
h∈R

hBh =
∑
g∈R

∑
h∈R

ghAh
gBh

=
∑
g′∈R

∑
g,h∈R
gh∈g′H

ghAh
gBh

=
∑
g′∈R

g′

g′−1
∑

g,h∈R
gh∈g′H

ghAh
gBh


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となるので,

φ

∑
g∈R

gAg

∑
h∈R

hBh

 =
∑
g′∈R

L(g′)⊗ ∑
g,h∈R
gh∈g′H

ghAh
gBh


=
∑
g′∈R

∑
g,h∈R
gh∈g′H

(
L(g′)⊗ ghAh

gBh

)
=
∑

g,h∈R

(
L(ghH)⊗ ghAh

gBh

)
=
∑
g∈R

(L(gH)⊗ gAg)
∑
h∈R

(L(hH)⊗ hBh)

= φ

∑
g∈R

gAg

φ

(∑
h∈R

hBh

)

がわかった.

gig
−1
j ∈ gkH が成り立つとき, gig

−1
j = gk とする.

Lemma 3. φ
(∑

g∈R gAg

)
のブロック (i, j)成分は gig

−1
j A

gig
−1
j

となる.

Proof. φ
(∑

g∈R gAg

)
=
∑

g∈R(L(gH)⊗ gAg)のブロック (i, j)成分は,

∑
g∈R

((L(gH)の (i, j)成分) · gAg) = gig
−1
j A

gig
−1
j

となることよりわかった.

P =


g1In

g2In
. . .

gmIn


とする.

P−1 =


g−1
1 In

g−1
2 In

. . .

g−1
m In


であることに注意しておく.
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Lemma 4. M(n,KG)からM(mn,KH)への以下の写像 ψ は, 単射 K 代

数写像である.

ψ

∑
g∈R

gAg

 = P−1φ

∑
g∈R

gAg

P

= P−1
∑
g∈R

(L(gH)⊗ gAg)P.

Proof. Well-definedであることを示せばよい. これは Lemma 3より,

P−1φ

∑
g∈R

gAg

P のブロック (i, j)成分 = g−1
i gig

−1
j A

gig
−1
j

gj

= g−1
i gig

−1
j gjA

gj

gig
−1
j

となるので, g−1
i gig

−1
j gj ∈ Hを示せばよい. これは定義より gig

−1
j ∈ gig

−1
j H,

H が正規なので (gig
−1
j )−1gi ∈ Hgj = gjH となることよりよい.

(i, j)成分が 1で他の成分が 0であるm×m行列を Eij とする.

Lemma 5. ψ(X)−1 ∈M(mn,KH)が存在するならば, ψ(X)−1 ∈ ψ(M(n,KH))

である.

Proof. ψ(X)−1 ∈M(mn,KH)なので Yij ∈M(n,KH)が存在して,

ψ(X)−1 = ψ(g1Y11) + · · ·+ ψ(gmYm1) + E12 ⊗ Y12 + · · ·+ Emm ⊗ Ymm

= ψ

(
m∑

k=1

gkYk1

)
+ E12 ⊗ Y12 + · · ·+ Emm ⊗ Ymm

とかける. ゆえに

Imn = ψ(X)(ψ(X))−1

= ψ(X)

(
ψ

(
m∑

k=1

gkYk1

)
+ E12 ⊗ Y12 + · · ·+ Emm ⊗ Ymm

)

= ψ

(
X

(
m∑

k=1

gkYk1

))
+ ψ(X)


O Y12 · · · Y1m
...

...
...

O Ym2 · · · Ymm


となり,

ψ

(
X

(
m∑

k=1

gkYk1

))
=


In

O
... *
O


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がわかる. ψ の像はブロック (k, 1)成分が決まれば他のブロック成分は決ま

るので,

ψ

(
X

(
m∑

k=1

gkYk1

))
=


In

. . .

In


となる. よって,

ψ(X)−1 = ψ

(
X

(
m∑

k=1

gkYk1

))
∈ ψ(M(n,KG))

がわかった.

2.4 G/Hが可換群の場合の ψ の像の特徴づけ

G/H が可換群の場合に ψ(M(n,KG))の像を特徴づける.

Lemma 6. φ (M(n,KG))の元は L(gH)⊗ In と可換.

Jg = P−1(L(gH)⊗ In)P とする.

Lemma 7. ψ (M(n,KG))の元は Jg と可換.

Lemma 8. M(mn,KH)の元で Jg と可換なもの全体は ψ(M(n,KG))に一

致する. すなわち

ψ(M(n,KG)) = {X ∈M(mn,KH) | JgX = XJg}

が成り立つ.

Proof. X ∈M(mn,KH)とする. Xij ∈M(n,KH)が存在して,

A = ψ(g1X11)+ψ(g2X21)+ · · ·+ψ(gmXm1)+E12⊗X12+ · · ·+Emm⊗Xmm

となる. XJg = JgX とすれば Lemma 7より,

(E12 ⊗X12 + · · ·+ Emm ⊗Xmm)Jg = Jg(E12 ⊗X12 + · · ·+ Emm ⊗Xmm)

が成り立つ. ここでブロック (k, 1)成分が gkIng
−1
1 となる Jg(すなわち L(g)

の (k, 1)成分が 1となる gについての Jg)をとれば,

X1k = X2k = · · · = Xmk = O

がわかる. ゆえに, X は ψ の像である.
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2.5 行列式の構成

Gの 1つの正規部分群H に行列式が定義されていれば, Gに行列式が定義

できることを示す.

次のような性質を満たす写像 det : M(n,KH) → KH が存在するとする.

任意の A,B ∈M(n,KH)に対して,

1. detAB = detAdetB が成り立つ.

2. Aが可逆であることの必要十分条件は, detA ∈ (KH)× である.

Definition 9. M ∈M(n,KG)に対して,

DetM = (det ◦ψ)(M)

と定義する.

Lemma 10. M ∈M(n,KG)とする. このときM が可逆であることの必要

十分条件は, DetM ∈ (KH)× が成り立つことである.

Proof. M を可逆とする.

DetM Det
(
M−1

)
= Det(MM−1)

= Det(I)

= detψ(I)

= det I ∈ (KH)×

となるので, DetM ∈ (KH)× がわかる. 逆に DetM = detψ(M) ∈ (KH)×

とすれば, ψ(M)−1 ∈ ψ(M(n,KG)) となるので, ψ(N) = ψ(M)−1 となる

N ∈M(n,KG)が存在して,

ψ(MN) = ψ(M)ψ(N)

= ψ(M)ψ(M)−1

= I

ψ は単射なので, MN = I となる.

Definition 11. 群 Gの部分群の列

G = H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ · · · ⊃ Hr = {e}

で, すべての i = 1, 2, . . . , r に対して, Hi が Hi−1 の正規部分群であるとき,

これを Gの長さ rの正規鎖という.

Theorem 12. 正規鎖 G = H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ · · · ⊃ Hr = {e} において,

Hk が可換群ならば, 次の条件を満たす写像 Det :M(n,KG) → KHk が存在

する.
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1. DetAB = DetADetB が成り立つ.

2. Aが可逆であることの必要十分条件は, DetA ∈ (KHk)
× である.

Proof. Hk を正規鎖に含まれる可換群とする. Hk は可換群なので, 任意の

A,B ∈M(n,KH)に対して,

1. DetkAB = DetkADetkB が成り立つ.

2. Aが可逆であることの必要十分条件は, DetkA ∈ (KHk)
× である.

となる写像Detk :M(n,KHk) → KHk が存在する. Hk はHk−1の正規部分

群なので, これまでの議論より, 任意の A,B ∈M(n,KHk−1)に対して,

1. Detk−1AB = Detk−1ADetk−1B が成り立つ.

2. Aが可逆であることの必要十分条件は, Detk−1A ∈ (KHk)
× である.

となる写像 Detk−1 : M(n,KHk−1) → (KHk) が定義できる. この議論を

H0 = Gまで繰り返せばよい.

3 具体例と群環上の共役写像

具体例と指数 2の可換な部分群をもつ Gの群環 KG上の共役写像につい

て述べる. これからはKGの元の gの係数を不定元とみなして考えることに

する. すなわち

KG[xg] =

∑
g∈G

Agg |Ag ∈ K[xg]


上で考える.

3.1 群行列式

1× 1行列 (
∑

g∈G xgg)に対して, 正規鎖G ⊃ {e}を考えて Theorem 12で

定義される行列式を用いると,

Det

∑
g∈G

xg

 = Det

P−1


g1g

−1
1 xg1g−1

1
· · · g1g

−1
n xg1g−1

n

...
. . .

...

gng
−1
1 xgng−1

1
· · · gng

−1
n xgng−1

n

P


= Det



xg1g−1

1
e · · · xg1g−1

n
e

...
. . .

...

xgng−1
1
e · · · xgng−1

n
e




= Θ(G)e

となる. ただし Θ(G)は次で定義される群行列式のことを表す.
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Definition 13 (群行列式). Gを有限群として, Gの各元 gに対して, 不定元

xg を用意する. このとき

Θ(G) = det
(
xgh−1

)
g,h∈G

を Gの群行列式という.

すなわち群行列式は群環の元が可逆かどうかを判別する式である.

3.2 指数 2の可換な部分群をもつ場合

群Gが指数 2の可換な部分群H をもつとする. このときH はGの正規部

分群である. G = H ⊔ bH として, 1× 1行列 (X) = (A+ bB) (A,B ∈ KH)

に対して, 正規鎖 G ⊃ H を考えて Theorem 12で定義される行列式を用い

ると,

DetX = det

[
A bBb

B b−1Ab

]
となる. この行列を考察する. 以後の議論では h ∈ H が存在して,

b−1 = hb

= bh

が成り立つこと, b2 ∈ H となることに注意しておく.

KG[xg]の中心を Z(KG[xg])で表す.

Lemma 14.

M =

[
A bBb

B b−1Ab

]

のトレースと行列式は, Z(KG[xg])の元である.

Proof. TrM = A+b−1Ab ∈ Z(KG[xg])はよい. detM = Ab−1Ab−BbBb ∈
Z(KG[xg])を示す. これは bと detM が可換であることを示せばよい.

b (detM) = b(Ab−1Ab−BbBb)

= (bAb−1)Ab− (bBb)Bb

= A(bAb−1)b−B(bBb)b

= A(b−1b2Ab−1)b− (BbBb)b

= (Ab−1Ab2b−1 −BbBb)b

= (detM) b

よりわかった.
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つまり f(X) = X2 − (TrM)X + detM の係数は, KG[xg]の中心の元で

あることがわかった. 次に f(x) = 0の解を求める. D = A2 − 2Ab−1Ab +

b−1A2b+ 4BbBbとする.

Lemma 15.

D = (A− b−1Ab+ 2bB)2

= (A− b−1Ab− 2bB)2

が成り立つ.

2次方程式X2 − (TrM) + detM = 0の解X は,

X =
A+ b−1Ab±

√
D

2

となるので, Lemma 15より次がわかる.

Lemma 16. A+ bB, b−1Ab− bB, A− bB, b−1Ab+ bBは f(x) = 0の解で

ある.

Definition 17 (共役). X = A+ bB ∈ KG[xg]に対して,

X = b−1Ab− bB

と定義して, X をX の共役という.

Lemma 18. 任意のX,Y ∈ KG[xg]に対して, 次が成り立つ.

1. X = X.

2. X +X,XX = XX ∈ Z(KG[xg]).

3. XY = Y X.

Lemma 19. X = X ならば, X は Z([KG])の元である.

Corollary 20. X2 − (TrM)X + detX = 0の 1つの解を λ とすれば, λも

解である.

共役写像を利用すれば, 2× 2行列の逆行列の公式が得られる.

Theorem 21.[
A B

C D

]−1

=

[
D B

C A

]
(αα− βγ)−1

[
α −β
−γ α

]
が成り立つ. ただし[

α β

γ α

]
=

[
AD +BC AB +BA

CD +DC DA+ CB

]
とする.
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Proof. [
α β

γ α

]
=

[
A B

C D

][
D B

C A

]
であり, α, α, β, γ がそれぞれ可換であることよりよい.

4 これから

群行列式の因数分解について 1つの予想を立てる. この予想と群行列式の

既約分解に関する定理より, Gの既約表現の次数に関する予想が得られるこ

とを説明する.

1 × 1行列
(∑

g∈G xgg
)
に対して, 正規鎖 G ⊃ {e}を考えて Theorem 12

で定義される行列式を用いると, 群行列式 Θ(G)が判別式であることがわか

る. また正規鎖を G ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ · · · ⊃ Hk として行列式を考えれば,

Det
(∑

g∈G xgg
)
=
∑

g∈Hk
Agg となる. Ag の次数は [G : Hk]に一致するこ

とに注意しておく.
∏

χ∈Hk

∑
g∈Hk

χ(g)Agg = Ceとなるので,

Θ(G) ̸= 0 ⇐⇒
∑
g∈G

xggは可逆

⇐⇒
∑
g∈Hk

Aggは可逆

⇐⇒ C ̸= 0

がわかる. ここで次のような予想が成り立つと考えている.

Θ(G) = C.

つまり判別式は正規鎖の取り方によらないという予想である. 上の議論をま

とめておく.

Conjecture 22. 正規鎖 G = H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ · · · ⊃ Hr = {e} において,

可換群Hk が存在すれば,

Θ(G) =
∑
χ∈Hk

∑
g∈Hk

χ(g)Ag,

degAg = [G : Hk]となる Ag ∈ K[xg]が存在する.

この予想と下に述べる Frobeniusの定理より, Gの既約表現の次数に関す

る予想が得られる.

Theorem 23 (Frobenius). Ĝを有限群Gの既約なユニタリ表現の同値類の

代表元の完全集合とすると, 群行列式 Θ(G)の既約分解は次で与えられる.

Θ(G) =
∏
φ∈Ĝ

det

∑
g∈G

φ(g)xg

degφ

.
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Conjecture 24. 正規鎖 G = H0 ⊃ H1 ⊃ H2 ⊃ · · · ⊃ Hr = {e} において,

Hk が可換群ならば, Gの既約表現の次数は [G : Hk]を超えない.
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