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1 はじめに

旗多様体の整数係数コホモロジー群は，カップ積によって次数付環となるが，その Z線
形基底として Schubert類がとれることが知られている [1]．したがって，Schubert類の

積は，また Schubert類の整数係数の線形結合で表されることもわかる．この積の法則は

完全には記述されていないものの，特別な元による積法則が Monk の公式として知られ

ている．

他方，旗多様体のコホモロジー環は，対称群の余不変式環と同型であることも知られて

いる [2]：
H∗(Fln,Z) ∼= Z[x1, x2, . . . , xn]/In

ただし Fln を旗多様体，In を定数項をもたない n変数の基本対称式で生成されるイデア

ルとする．この同型対応によって Schubert類に対応する余不変式環の元，およびその代

表元として Schubert多項式がとれることが Lascouxと Schützenbergerにより発見され

た [8]．

その後，Givental,Kim[6],Cioncan-Fontanine[3] によって，旗多様体の量子コホモロ

ジー環と量子化された多項式環の商環が同型であることが得られた：

QH∗(Fln,Z) ∼= Z[q1, q2, . . . , qn−1][x1, x2, . . . , xn]/I
q
n

ただし Iqn は定数項をもたない量子基本多項式で生成されるイデアルとする (量子基本多

項式については 2.4節参照)．

Fominと Gelfand,Postnikovはこの場合においても Schubert類に対応する量子 Schu-

bert 多項式が存在することを発見し，Monk の公式を得ている [4]．この量子 Schubert

多項式は，standard elementary monomialsの和で表した Schubert多項式を，standard

elementary monomialsをうまく量子化することによって定義される．
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Schubert 多項式は，対称群の元に対応して定義されるが，特に，Grassmannian 置換

と呼ばれる対称群の元に対応する Schubert多項式は，Schur多項式になる．本講演では，

Grassmannian 置換に対応する量子 Schubert 多項式を Schur多項式の量子化ととらえ，

その積に関して Young図形を用いた具体的な計算例を紹介する．

2 量子 Schubert多項式

2.1 Divided differences

Sn を n次対称群とする．si = (i i+ 1)で隣接互換を表し，ti j = (i j)で互換を表す．

w ∈ Sn は隣接互換の積で表すことができる．今，w = si1si2 · · · sil を最少個数の隣接
互換の積とするとき，これを wの最短分解 (reduced decomposition)とよび，このとき l

を wの長さとよぶ．lは l(w)で表す．

また，
l(w) = #{ (i, j) | 1 ≤ i < j ≤ n, w(i) > w(j) }

である．

Sn の多項式環 Z[x1, x2, . . . , xn]への作用を

wf = f(xw−1(1), xw−1(2), . . . , xw−1(n))

で定める．ただし，w ∈ Sn, f = f(x1, x2, . . . , xn) ∈ Z[x1, x2, . . . , xn]とする．

差分商作用素 ∂i(i = 1, 2, . . . , n− 1)を Z[x1, x2, . . . , xn]上で次のように定める：

∂if =
f − sif

xi − xi+1
.

f − sif は xi − xi+1 で割り切れ，f の次数が dのとき ∂if の次数は d− 1となる．

差分商作用素は以下の性質を持つ：

∂i∂j = ∂j∂i, for |i− j| > 1

∂i∂i+1∂i = ∂i+1∂i∂i+1,

∂2
i = 0.

w = si1si2 · · · sil ∈ Sn を wの最短分解としたとき，

∂w = ∂i1∂i2 · · · ∂il

と定める．これは，最短分解の表示の仕方によらない．
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命題 2.1 ([9]). u, v を置換とする．このとき次が成り立つ：

∂u∂v =

{
∂uv if l(uv) = l(u) + l(v),

0 otherwise.

2.2 Schubert多項式とMonkの公式

Schubert多項式は差分商作用素を用いたアルゴリズムによって定められる．

Sn を n次対称群とする．Sn の最長元 w0 に対する Schubert多項式 Sw0 を

Sw0 = xn−1
1 xn−2

2 · · ·xn−1

で定め，w ∈ Sn に対して Schubert多項式 Sw を

Sw = ∂w−1w0
Sw0

で定める．

v, w ∈ Sn に対し，

∂vSw =

{
Swv−1 if l(wv−1) = l(w)− l(v),

0 otherwise.

特に w ∈ Sn に対し

Swsi = ∂iSw if l(wsi) = l(w)− 1

が成り立つ．

命題 2.2 ([9]). 任意の w ∈ Sn と，群の自然な埋め込み ι : Sn ↪→ Sm(n < m)に対して

Sw = Sι(w)

が成り立つ．

旗多様体に対する次の Pieri型の公式が知られている：

定理 2.3 (Monkの公式 [11, 9]).

SsrSw = (x1 + x2 + · · ·+ xr)Sw =
∑

Swtij

が成り立つ．ただし，和は i ≤ r < j と l(wtij) = l(w) + 1を満たす tij を渡る．
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2.3 Standard elementary monomials

e
(k)
i = ei(x1, x2, . . . , xk) =

∑
1≤r1<r2<···<ri≤k

xr1xr2 · · ·xri

を k 変数 i次基本対称式と呼ぶ．ただし，k ≥ 0のとき e
(k)
0 = 1とし，0 ≤ i ≤ k でない

限り e
(k)
i = 0とする．

基本対称式は以下の漸化式を持つ：

e
(k)
i = e

(k−1)
i + xke

(k−1)
i−1 .

補題 2.4 ([4]). l ̸= k のとき，∂l と e
(k)
i は可換である．また，

∂le
k
i =

{
e
(k−1)
i−1 l = k,

0 otherwise.

0 ≤ ik ≤ k を満たす i1, i2, . . . , im に対し，

ei1i2···im = e
(1)
i1

e
(2)
i2

· · · e(m)
im

とする．ei1i2...im を standard elementary monomial とよぶ．

命題 2.5 ([8, 9]). 以下はそれぞれ Z[x1, x2, . . . , xn]/In の Z線形基底になる：

• the monomials xa1
1 xa2

2 . . . x
an−1

n−1 , 0 ≤ ak ≤ n− k;

• the standard elementary monomials ei1i2···in−1 ;

• the Schubert polynomials Sw for w ∈ Sn.

ただし，In は e
(n)
1 , e

(n)
2 , . . . , e

(n)
n によって生成される定数項を持たないイデアルである．

さらに，これらの族はそれぞれ同じ部分空間 Ln ⊂ Z[x1, . . . , xn] を張り，Ln は In の補

空間となる．

上の命題より Schubert 多項式は standard elementary monomials の線形結合で一意

的に表せることがわかる．つまり，w ∈ Sn に対し，Schubert多項式 Sw は

Sw =
∑

αi1···in−1ei1···in−1

の形で表せる．特に，w0 を Sn の最長元とすると，Sw0 = e1 2···n−1．
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2.4 量子 Schubert多項式と量子Monk公式

定義 2.6. 行列

Gk =



x1 q1 0 · · · 0 0
−1 x2 q2 · · · 0 0
0 −1 x3 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · xk−1 qk−1

0 0 0 · · · −1 xk


の特性多項式 det(1 + λGk)における λi の係数を E

(k)
i で表し，量子基本多項式とよぶ．

ただし，E
(k)
0 = 1とし，0 ≤ i ≤ k でないとき，E

(k)
i = 0とする．

量子基本多項式は対称式ではないことに注意する．

各変数 xj(1 ≤ j ≤ k)を singlton{j}，各 qr(1 ≤ r ≤ k− 1)を dimer {r, r+1}とみな
すことにより，量子基本多項式 E

(k)
i は，i個の異なる数字を disjointに覆う singltonと

dimerに対応する xj と qr で作られる単項式の和になる．また，E
(k)
k の項数は Fibonacci

数に等しい．

定義より，量子基本多項式は次の漸化式を持つ：

E
(k)
i = E

(k−1)
i + xkE

(k−1)
i−1 + qk−1E

(k−2)
i−2 .

E
(k)
i は q1 = 0, q2 = 0, . . . , qk−1 = 0とすると，e

(k)
i に一致する．

quantum standard elementary monomial を

Ei1···im := E
(1)
i1

· · ·E(m)
im

により定める．ただし，k = 1, . . . ,mに対し，0 ≤ ik ≤ k とする．

w ∈ Sn に対し，Sw =
∑

αi1···in−1ei1···in−1 であるとき，量子 Schubert多項式を

Sq
w :=

∑
αi1···in−1Ei1···in−1

で定める．

Z[q, x]で Z[q1, . . . , qn−1][x1, . . . , xn]を，Z[q]で Z[q1, . . . , qn−1]を表す．また，Iqn は

E
(n)
1 , E

(n)
2 , . . . , E

(n)
n で生成される定数項を持たないイデアルとする．

命題 2.7 ([4]). 以下はそれぞれ Z[q, x]/Iqn の Z[q]線形基底になる：
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• the monomials xa1
1 xa2

2 . . . x
an−1

n−1 , 0 ≤ ak ≤ n− k;

• the quantum standard elementary monomials Ei1i2···in−1 ;

さらに，これらの族はそれぞれ Lq
n ⊂ Z[q, x] を張り．Lq

n は Iqn の補空間となる．

定理 2.8 (量子Monk公式 [4]). w ∈ Sn, 1 ≤ r ≤ nに対して以下が成り立つ：

Sq
srS

q
w = (x1 + · · ·+ xr)S

q
w =

∑
Sq

wtab
+
∑

qcdS
q
wtcd

.

ただし，最初の和は a ≤ r < b で l(wtab) = l(w) + 1 を満たす tab を，二番目の和は

c ≤ r < dで l(wtcd) = l(w)− 2(d− c) + 1を満たす tcd を渡る．

3 量子 Schur多項式

3.1 Schur多項式と Schubert多項式

以下，Young図形 λ = (λ1, λ2, . . . )の共役を λ′ = (λ′
1, λ

′
2, . . . )で表し，λの長さを l(λ)

で表す．また，Young図形と分割は同一視する．(dm1
1 , . . . , dms

s )により整数 di(1 ≤ i ≤ s)

がmi 個出てくる分割を表すこともある．

定義 3.1. 分割 λ = (λ1, λ2, . . . , λn)に対して Schur多項式を

sλ(x1, . . . , xn) =
det(xλi+n−i

j )1≤i,j≤n

det(xn−i
j )1≤i,j≤n

.

で定める．

命題 3.2 ([9]). w0 = (n n− 1 . . . 2 1) ∈ Sn に対して

∂w0 =
1∏

i<j(xi − xj)

∑
w∈Sn

ε(w)w

が成り立つ．ただし，ε(w)は置換 wの符号 (±1)とする．

命題 3.3 ([9]). δ := (n−1, n−2, . . . , 1, 0) ∈ Nnとする．任意の α = (α1, α2, . . . , αn) ∈
Nn に対して，

∂w0x
α = sα−δ(x1, . . . , xn)

が成り立つ．さらにこれより，∂w0 は Z[x1, . . . , xn] から Z[x1, . . . , xn]
Sn への

Z[x1, . . . , xn]
Sn 線形写像を与える．
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定義 3.4. w ∈ Sn とする．w に対し，w(r) > w(r + 1)であるような r(1 ≤ r ≤ n− 1)

を w の descentといい，w がただ一つの descentを持つとき，w を Grassmannian置換

という．形式的に，単位元は 0を descentとする Grassmannian置換であるとする．

w ∈ Sn が r を descentに持つ Grassmannian置換であるとき，

λ(w) = (w(r)− r, w(r − 1)− (r − 1), . . . , w(1)− 1)

と置くと，これは Young図形になる．

Schur多項式は Schubert多項式として以下のように表される．

命題 3.5 ([9]). w ∈ Sn が descent r を持つ Grassmannian置換であるとき，

Sw = sλ(w)(x1, x2, . . . , xr)

が成り立つ．

定理 3.6. 分割 λ = (λ1, λ2, . . . )に対して

sλ(x1, . . . , xm) = det(e
(m)
λ′
i+j−i)1≤i,j≤l(λ′)

が成り立つ．

上記のように，Schur 多項式は基本対称式を用いて表せることが知られているが，

Kirillovにより standard elementary monomialsを用いて書き表せることが示された．

定理 3.7 ([7]). 分割 λ = (λ1, λ2, . . . )に対して

sλ(x1, . . . , xm) = det(e
(m−i+j)
λ′
i+j−i )1≤i,j≤l(λ′)

が成り立つ．

3.2 量子 Schur多項式

量子 Schur多項式を以下で定める．

定義 3.8. w ∈ Sn を descent r をもつ shape λの Grassmannian置換としたとき，

sqλ(x1, x2, . . . , xr) = Sq
w

により量子 Schur多項式 sqλ を定める．
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定理 3.7より

定理 3.9 ([7]).

sqλ(x1, . . . , xm) = det(E
(m−i+j)
λ′
i+j−i )1≤i,j≤l(λ′)

が成り立つ．

4 Young図形を用いた計算例

以上の準備のもとに，Young図形で書き表されるいくつかの積公式を紹介する．

定理 4.1. 1 ≤ a ≤ b, a+ b ≤ r とする．

sq(1a)(x1, . . . , xr) s
q
(1b)

(x1, . . . , xr) =
a∑

i=0

sq
(2a−i,1b−a+2i)

(x1, . . . , xr)

+ qr

a−1∑
i=0

sq
(2a−i−1,1b−a+2i)

(x1, . . . , xr−1)

Schubert 多項式 Ssr = x1 + x2 + · · · + xr は Schur 多項式で表すと s(1)(x1, . . . , xr)

である．
Sq

sr = Ssr = s(1)(x1, . . . , xr) = sq(1)(x1, . . . , xr).

従って，定理 3.9より次のようになる．量子 Monk公式 (定理 2.8)を Grassmannian置

換の場合に限定すると，次の命題が得られる．

定理 4.2. µ = (1), l(λ) < r とする．

sqµ(x1, . . . , xr) s
q
λ(x1, . . . , xr) =

∑
ν

sqν(x1, . . . , xr) + qr det
(
E

(r+j−µ′
j−1)

λ′
i−µ′

j−i+j

)
1≤i,j≤l(λ′)

.

ただし右辺の最初の項の和は，λに箱を 1個加えて Young図形になる ν 全体を渡るもの

とする．

そのほか，いくつかの計算例を紹介する．

命題 4.3. a+ 1 ≤ r とする．

sq(1a)(x1, . . . , xr) s
q
(b)(x1, . . . , xr) = sq(b+1,1a−1)(x1, . . . , xr) + sq(b,1a)(x1, . . . , xr)

+ qrs
q
(1a−1)(x1, . . . , xr−1)s

q
(b−1)(x1, . . . , xr+1)
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命題 4.4. a+ 2 ≤ r とする．

sq(1a)(x1, . . . , xr) s
q
(2,1)(x1, . . . , xr)

=
∑
λ

sqλ(x1, . . . , xr) + qrs
q
(1)(x1, . . . , xr+1)(s

q
(1a)(x1, . . . , xr−1) + sq(2,1a−2)(x1, . . . , xr−1))

ただし，右辺の最初の項の和は，Young図形 (2, 1)に a個の箱を，一行に高々 1個付け

加えて得られる Young図形 λ全体を渡る．また，a = 1のとき，右辺の最後の項は 0と

する．

命題 4.5. a+ 3 ≤ r とする．

sq(1a)(x1, . . . , xr) s
q
(2,1,1)(x1, . . . , xr)

=
∑
λ

sqλ(x1, . . . , xr) + qrs
q
(1)

(
x1, . . . , xr+1)(s

q
(1a+1)(x1, . . . , xr−1)

+ sq(2,1a−1)(x1, . . . , xr−1) + sq(2,2,1a−3)(x1, . . . , xr−1)
)

ただし，右辺の最初の項の和は，Young 図形 (2, 1, 1) に a 個の箱を，一行に高々

1 個付け加えて得られる Young 図形 λ 全体を渡る．また，a = 1 のとき，右

辺に現れる sq(2,1a−1)(x1, . . . , xr−1), s
q
(2,2,1a−3)(x1, . . . , xr−1) を 0，a = 2 のとき，

sq(2,2,1a−3)(x1, . . . , xr−1)を 0とする．
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