
局所関数等式, 超関数の保型対, ゼータ関数

佐藤文広（立教大学理学部）

この講演では, 概均質ベクトル空間の既存の理論を越えようとする（互いに関係する）2

つの試みを紹介する. その一つは概均質ベクトル空間の相対不変式とはならないような多
項式に対する局所関数等式の存在についてであり, 二つ目は概均質ベクトル空間上の超関
数の保型対とそれに付随するゼータ関数についてである. 第一の話題に登場する非概均質
的な局所関数等式のある例に対し大域的なゼータ関数を構成することに第二の話題が利用
されるという意味で, 両者は関係している. なお, この講演の内容は, 小木曽岳義, 田村敬
太, 杉山和成, 宮崎直, 上野隆彦の各氏との共同研究に基づいている. また, §2 の最終節で
簡単に触れた多変数の非概均質的局所関数等式については, 伊師英之氏との議論に触発さ
れたものである.

まず, 概均質ベクトル空間の標準的な理論の概略の紹介から始める.

1 概均質ベクトル空間のゼータ関数

1.1 Riemann ゼータ関数から概均質ベクトル空間のゼータ関数へ

概均質ベクトル空間のゼータ関数のもっとも簡単な例である Riemann ゼータ関数から
始める. よく知られているように Riemann ゼータ関数は, Dirichlet 級数

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
(ℜ(s) > 1)

によって定義される複素変数 s の関数で, s = 1 において 1 位の極を持つ以外は C 上で
正則な関数に解析接続され, 関数等式

π−s/2Γ
(s
2

)
ζ(s) = π(s−1)/2Γ

(
1− s

2

)
ζ(1− s)

を満たす. その最も標準的な証明は, 積分表示

π−s/2Γ
(s
2

)
ζ(s)

(a)
=

∫ ∞

0
t
s
2
−1ϑ(it)− 1

2
dt

(b)
=

1

s(s− 1)
+

∫ ∞

1

(
t
s
2
−1 + t

1−s
2

−1
) ϑ(it)− 1

2
dt

に基づくもので, Riemann の第 2 証明としてよく知られている. ここで, ϑ(z) は Jacobi

のテータ級数

ϑ(z) =

n=∞∑
n=−∞

eπin
2z, Im z > 0

であり, 上の積分表示は
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• ガンマ積分
∫ ∞

0
xs−1e−πx2

dx = π−s/2Γ(s/2)　 · · · 等号 (a) の部分

• テータ変換公式　 ϑ
(
−1

z

)
=
√

z
iϑ(z) · · · 等号 (b) の部分

という 2 つの等式を用いられる.

よく知られているように,テータ変換公式は e−πx2
という関数に Poissonの和公式を適用

することにより証明るのだが, e−πx2
という関数を特別視せずに無限遠で急減少し Poisson

の和公式が成立するような関数 f(x) に対し,

Z(f, s) =

∫ ∞

0
ts−1

∑
n∈Z−{0}

f(nt) dt

とおいてみると, この積分は

Z(f, s) = ζ(s)Φ(f, s), Φ(f, s) =

∫
R×

|x|s−1 f(x) dx

と Riemann ゼータ関数の積分表示を与え, しかも, Poisson の和公式によって

Z(f∗, s) = Z(f, 1− s), f∗(x) =

∫
R
f(y)e2πixy dy

が成り立つことが示せる. Riemann ゼータ関数の関数等式を既知とすれば, これから,

Φ(f∗, s) =
π−s/2Γ(s/2)

π−(1−s)/2Γ((1− s)/2)
· Φ(f, 1− s) (1)

が導かれる. 逆にこの式が直接証明されれば Riemann ゼータ関数の関数等式が証明でき
ることになる. この等式が, ゼータ関数の岩澤-Tateの理論における実素点での局所関数等
式に他ならない.

Poisson の和公式は任意次元の実ベクトル空間上で成り立つから, 上の議論から類推す
ると, Z-係数の多項式 P (x1, . . . , xn), P

∗(y1, . . . , yn) で局所関数等式∫
|P (x)|s−κ f(x) dx = γ(s)

∫
|P ∗(y)|−s f∗(y) dy, (2)

f∗ = f の Fourier 変換, γ(s) =ガンマ因子

を満たすようなものに対しては, 関数等式を満たすゼータ関数が定義できるのではないか
と想像してもよいだろう. 概均質ベクトル空間の理論とは, このアイディアを見事に実現
する理論である.

1.2 概均質ベクトル空間の定義

C 上の線型代数群 G の有限次元ベクトル空間 V の表現 ρ を考える. V を G の作用
の下で軌道分解をすると, {0} はつねに 1 つの軌道だから, V は “均質空間”ではありえな
い. そこで少し譲歩して, 「ほとんど均質である」 = 「概均質」ということを, 低次元の
代数的集合を除いてやると均質である, すなわち,
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代数的真部分集合 S ⊂ V の補集合 Ω := V − S が G の単一の軌道となっていること

と定義する. この条件が満たされるとき (G, ρ,V) を概均質ベクトル空間といい, また S

を特異集合という. ゼータ関数を考えるときには, さらに, G, および, G の V への作用は
Q 上定義されているものとする.

概均質ベクトル空間の例については, 5 頁の表に古典的ゼータ関数と結びつく典型的な
例を挙げておく. それ以上の例については, 概均質ベクトル空間の分類を扱った [23] など
を参照のこと.

1.3 基本的な結果 (cf. [24])

1. (相対)不変式が特異集合 S を見ることで決定できる: (G, ρ,V) に対し, ベクトル空
間 V 上の有理関数 P (x) ̸= 0 は, G の有理指標 χ があって

P (g · x) = χ(g)P (x) (g ∈ G, x ∈ V)

を満たすとき “相対不変式”と言われる. (G, ρ,V) の相対不変式は, S に含まれる既
約超曲面の定義多項式の巾積で尽くされる. また, 相対不変式 P は対応する指標 χ

によって定数倍を除いて一意的に定まる.

簡単のため, 以下では, G は reductiveとし, S が絶対既約超曲面の場合を考える. V∗

を V の双対空間とすると, G は V∗ に反傾表現 ρ∗ によって自然に作用する. いまの仮定
の下では (G, ρ∗,V∗) も概均質ベクトル空間（双対概均質ベクトル空間）となり, その特
異点集合 S∗ も絶対既約超曲面となる. P (x), P ∗(y) を, それぞれ S, S∗ の定義多項式と
する.

2. b-関数 : 次の等式を満たす s の多項式 b(s) が存在する.

P ∗(∂x)P (x)
s+1 = b(s)P (x)s.

この b(s) は b-関数 といわれ, ゼータ関数・局所ゼータ関数の極の位置, 関数等式に現わ
れるガンマ因子の形を統制する重要な量である.

次に局所ゼータ関数を定義するために, 開軌道の実点の集合 Ω := ΩR, Ω
∗ := Ω∗

R を

Ω = Ω1 ∪ · · · ∪ Ων , Ω∗ = Ω∗
1 ∪ · · · ∪ Ω∗

ν

と連結成分に分解する. ここで, 連結成分の個数は等しくなる. さて, 局所ゼータ関数は各
連結成分に対応して

Φi(f, s) =

∫
Ωi

|P (x)|s f(x) dx, Φ∗
i (f

∗, s) =

∫
Ω∗

i

|P ∗(y)|s f∗(y) dy (ℜ(s) > 0)

と定義される. ここで, f (resp. f∗) は V := VR (resp. V ∗ := V∗
R) 上の急減少関数である.
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3. （無限素点における）局所関数等式: ガンマ因子 γ(s) を b-関数を用いて

γ(s) =
d∏

i=1

Γ(s+ αi), b(s) = b0

d∏
i=1

(s+ αi)

と定義すると, γ(s)−1Φi(f, s), γ(s)
−1Φ∗

i (f
∗, s) は, s について C 上に正則に解析接

続される. また f∗ = f̂ が f の Fourier 変換のとき, 局所関数等式

Φi(f, s) = γ(s)

ν∑
j=1

uij(s)Φ
∗
j

(
f̂ ,−n

d
− s
)

が成り立つ. ここで, n = dimV , d = degP であり, また uij(s) は指数関数による
簡単な表示を持つ有理型関数である.

1 ≤ i ≤ ν に対し, （大域的）ゼータ関数を

ξi(s) =
∑

x∈Γ\(VZ∩Ωi)

µ(x)

|P (x)|s
, µ(x) = vol(G◦

x/Γx) (3)

によって定義する. ここで, Γ は GZ と実リー群 GR の単位元連結成分 G◦
R との共通部分,

µ(x)は “density”と呼ばれ Γ ·xの大きさを反映した量である. 以下, すべての x ∈ VZ∩Ω

に対して µ(x) < ∞ であることを仮定する. このとき ξi(s), ξ
∗
i (s) は ℜ(s) ≫ 0 で絶対収

束することが示される（[16]). 同様に (G, ρ∗V ∗) のゼータ関数 ξ∗i (s) も定義される.

4. 積分表示： f を VR 上の急減少関数とするとき, ℜ(s) ≫ 0 で次が成り立つ.∫
G◦

R/Γ
χ(g)s

∑
x∈VZ∩Ω

f(ρ(g)x) dg =

ν∑
i=1

ξi(s)Φi(f, s− n/d).

5. 関数等式 : b(s− n
d − 1)ξi(s), b(s− n

d − 1)ξ∗i (s) は整関数に解析接続される. 積分表
示に Poisson の和公式を適用し, さらに局所関数等式を用いることで, ゼータ関数の
関数等式

ξ∗i (
n
d − s) = γ(s− n

d )
ν∑

j=1

uji(s− n
d )ξj(s) (1 ≤ i ≤ ν)

が証明される.

1.4 概均質的群作用の役割

局所関数等式の根拠: §1.3 の 3 の局所関数等式の両辺を Ω 上の distribution とみなすと
同じ G◦

R-相対不変性を持つ. したがって, G◦
R-等質空間上の相対不変 distribution の

一意性により Ω 上では局所関数等式が成り立っていることはほとんど自明である.

局所関数等式の証明の難しい部分は Ω 上の等式を VR 上の等式に拡張するところ
にある.
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大域的ゼータ関数の定義: 簡単のため, P (x) は Z-係数とし, ゼータ関数を

ξi(s) =

∞∑
n=1

Mi(n)n
−s, Mi(n) =

∑
x∈Γ\(VZ∩Ωi∩V(±n))

µ(x)

と整理する. ここで, V(t) = {x ∈ V | P (x) = t} とおいた. V(±n) の符号 ± は各
開軌道 Ωi 上の P の符号として定まる. 概均質性により, G1 を Ker(χ) の単位元連
結成分とすると, V(t) (t ̸= 0)は G1-等質空間となる. これにより, VZ∩Ωi∩V(±n)
の Γ-同値類の個数は有限個となり Mi(n) の和がとれる. µ(x) の定義も群 G の
作用を利用して定義されていた. V(t) ∩ Ωi がコンパクトでないような場合には, .

VZ ∩ Ωi ∩V(t) が一般には無限集合となるので, 概均質的群作用がないとゼータ関
数を定義することすら困難となる.

古典的ゼータ関数と概均質ベクトル空間

概均質ベクトル空間 相対不変式 関数等式の証明

(GL(1),M(1))/Q P (x) = x Riemann1

RK/Q(GL(1),M(1))

[K : Q] <∞
P (x) = NK/Q(x)

Dedekind zeta

Hecke2 が証明

(GL(1)× SO(n), V (n))
P (x) =

a quadratic form

Epstein3

(positive definite)

Siegel4

(indefinite)

(A×, A)

A:simple algebra

P (x) =

the reduced norm
Hey5

(SO(m)×GL(n),M(m,n)) det txx Koecher6

1 B.Riemann, 1859.
2 E.Hecke, 1917.
3 P.Epstein, Math. Ann. 56(1903), 63(1907).
4 C.L.Siegel, Math. Z. 43(1938), 44(1939).
5 K. Hey, 1929.
6 M.Koecher, J. reine angew. Math. 192(1953).
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2 非概均質的局所関数等式

概均質ベクトル空間の理論の原点は

「局所関数等式を満たすような多項式 P, P ∗ を見出せ」

という問題に, その根拠は「等質空間上の相対不変超関数の一意性にあり」, という形で
答えるところにある. これは (局所）関数等式を満たす多項式を系統的に構成することを
可能とし, 大成功を収めた理論ではあったが, 最近はっきりしてきたことは, それは単に十
分条件に過ぎないということである.

● Euclidean Jordan 代数の表現と局所関数等式

まず, Faraut-Koranyi ([7], 1994) は, Euclidean Jordan 代数の表現に付随する局所ゼー
タ関数を考察し, 符号 (1, n) の二次形式から得られる次数 2 の Jordan 代数の場合には,

概均質ベクトル空間の相対不変式ではないにもかかわらず局所関数等式を満たすような 4

次の多項式が得られることを発見した.

● 非退化双対二次写像による局所関数等式の引き戻し

Faraut-Koranyi の結果は, 群や Jordan 代数から離れて, 二次写像による局所関数等式
を引き戻せるという現象として一般化される（表現論関係では何度かお話しさせていただ
いているのでいささか賞味期限切れだが, 後半との関係もあるので, 要点を復習しておく）.

V (resp. W) を実構造 V (resp. W ) をもつ n (resp. m) 次元複素ベクトル空間, V∗

(resp. W∗) を V (resp. W) の双対空間とする. . 実ベクトル空間 V (resp. W ) の双対空
間 V ∗ (resp. W ∗) は V∗(resp. W) の実構造を与える. Let P (resp. P ∗) を V (resp. V∗)

上の R 上定義された d 次斉次の多項式関数とする. .

Ω = {v ∈ V | P (v) ̸= 0} , Ω = Ω ∩ V,
Ω∗ = {v∗ ∈ V∗ | P ∗(v∗) ̸= 0} , Ω∗ = Ω∗ ∩ V ∗.

とおく. まず,

(A.1) R 上定義された双正則有理写像 ϕ : Ω → Ω∗ が存在する

と仮定する. Ω, Ω∗ の連結成分への分解を

Ω = Ω1 ∪ · · · ∪ Ων , Ω∗ = Ω∗
1 ∪ · · · ∪ Ω∗

ν

と表す. 仮定 (A.1) により, Ω, Ω∗ の連結成分の個数は一致しており,

Ω∗
j = ϕ(Ωj) (j = 1, . . . , ν)

と対応しているとしてよい.
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R 上定義された二次写像 Q : W → V, Q∗ : W∗ → V∗ が与えられているとする. 写像
BQ : W ×W → V, BQ∗ : W∗ ×W∗ → V∗ を

BQ(w1, w2) := Q(w1+w2)−Q(w1)−Q(w2), BQ∗(w∗
1, w

∗
2) := Q∗(w∗

1+w
∗
2)−Q∗(w∗

1)−Q∗(w∗
2)

と定義すると, 双線形である. v ∈ V, v∗ ∈ V∗ に対し,

Qv∗(w) = ⟨Q(w), v∗⟩, Q∗
v(w

∗) = ⟨v,Q∗(w∗)⟩

と定義すると, Qv∗ : W → C, Q∗
v : W∗ → C はW, W∗ 上の二次形式を与え, W , W ∗ 上

では実数値をとる. 次の仮定は, Q, Q∗ が非退化で, (A.1) で存在を仮定した双正則写像 ϕ

に関してたがいに双対的になっているということである. すなわち, Q, Q∗ は次を満たす
とする.

(A.2) (i) (非退化性) 開集合 Ω̃ := Q−1(Ω) (resp. Ω̃∗ = Q∗−1(Ω∗)) は空ではなく, Q

(resp. Q∗) の w ∈ Ω̃ (resp. w∗ ∈ Ω̃∗) でのヤコビアンの階数は n に等しい. (特に
m ≥ n である.)

(ii) (双対性) 任意の v ∈ Ω に対し, 二次形式 Qϕ(v) と Q∗
v はたがいに双対的である.

すなわち, W の基底とそれに双対的な W ∗ 基底をとり, それに関する二次形式Qv∗ ,

Q∗
v の行列を Sv∗ , S

∗
v とすると, Sϕ(v), S

∗
v (v ∈ Ω) は非退化であり, Sϕ(v) = (S∗

v)
−1

が成り立つ.

注意 1 以上の仮定の下で,

det(Q∗
v) = αP (v)m/d, det

(
∂ϕ(v)i
∂vj

)
= βP (v)−2n/d

を満たす 0 でない定数 α, β が存在する.

二次写像による局所関数等式の引き戻しとは, 上記の設定の下で, P (v), P ∗(v∗) が局所
関数等式を満たせば, その引き戻し P̃ (w) := P (Q(w)), P̃ ∗(w∗) := P ∗(Q∗(w∗)) も局所関
数等式を満たすということである.

S(V ), S(V ∗) で実ベクトル空間 V , V ∗ 上の急減少関数の空間を表す. f ∈ S(V ), f∗ ∈
S(V ∗) に対し, 局所ゼータ関数を

Φi(s, f) =

∫
V
|P (v)|si f(v) dv, Φ∗

i (s, f
∗) =

∫
V ∗

|P ∗(v∗)|si f
∗(v∗) dv∗ (i = 1, . . . , ν)

によって定義する. よく知られているように, 局所ゼータ関数 Φi(s, f), Φ
∗
i (s, f

∗) は少な
くとも ℜ(s) > 0 で絶対収束し, s の有理型関数として C 全体に解析接続される. 次を仮
定する.

(A.3) 任意の f ∈ S(V ) に対し, 局所関数等式

Φ∗
i (s, f̂) =

ν∑
j=1

Γij(s)Φj(−
n

d
− s, f) (i = 1, . . . , ν) (4)
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が成り立つ. ここで, Γij(s)は f に無関係な C上の有理型関数であり, det(Γij(s)) ̸= 0

を満たすとする. また,

f̂(v∗) :=

∫
V
f(v) exp(−2π

√
−1⟨v, v∗⟩) dv,

は f のフーリエ変換である.

ここで,

P̃ (w) = P (Q(w)), P̃ ∗(w∗) = P ∗(Q∗(w∗))

Ω̃i = Q−1(Ωi), Ω̃∗
i = Q∗−1(Ω∗

i ) (i = 1, . . . , ν)

とおく. Ω̃i, Ω̃
∗
i のうちのいくつかは空であっても構わない. F ∈ S(W ), F ∗ ∈ S(W ∗) に

対し, P̃ , P̃ ∗ に付随する局所ゼータ関数を

Φ̃i(s, F ) =

∫
W

∣∣∣P̃ (w)∣∣∣s
i
F (w) dw, Φ̃∗

i (s, F
∗) =

∫
W ∗

∣∣∣P̃ ∗(w∗)
∣∣∣s
i
F ∗(w∗) dw∗

と定義する.

F のフーリエ変換 F̂ は

F̂ (w∗) =

∫
W
F (w) exp(2π

√
−1⟨w,w∗⟩) dw

で定義される. このとき, P , P ∗ に対する局所関数等式 (4) は P̃ , P̃ ∗ に対する局所関数等
式を引き起こし, 新しい関数等式のガンマ因子はもとの関数等式のガンマ因子を用いて明
示的に与えることができる.

定理 1 ([19], Theorem 4) 仮定 (A.1), (A.2), (A.3) の下で, 局所ゼータ関数 Φ̃i(s, F ),

Φ̃∗
i (s, F

∗) は関数等式

Φ̃∗
i

(
s, F̂

)
=

ν∑
j=1

Γ̃ij(s)Φ̃j

(
−m

2d
− s, F

)
を満たす. ここで, ガンマ因子 Γ̃ij(s) は

Γ̃ij(s) = 22ds+m/2 |α|1/2 |β|−1
ν∑

k=1

e

[
pk − qk

8

]
Γik(s)Γkj

(
s+

m− 2n

2d

)
で与えられる. ただし, α, β は注意 1 で与えられた定数であり, (pk, qk) は二次形式 Q∗

v

(v ∈ Ωk) の符号である.

注意 2 (1) Ωk は連結なので, Q∗
v(w

∗) の符号 (pk, qk) は v ∈ Ωk の取り方に依存しない.

(2) [19] では, 多変数のゼータ関数について定理は証明されているが, ここでは, 簡単の
ため 1 変数で説明した.

(3) ここでは証明は与えないが, P, P ∗ に関する局所関数等式を 2回と Weil [30]による
二次指標のフーリエ変換が双対的な二次指標に戻るという結果を組み合わせて, 定理 1 は
示される.
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● 概均質ベクトル空間への適用例

P が §1 の条件を満たす概均質ベクトル空間 (G, ρ, V ) の既約相対不変式のとき, (A.1)

の条件を満たす ϕ として ϕ(v) = grad(logP (v)) をとることができ, (A.3) は §1.3.3 の局
所関数等式そのものである. したがって, 上の定理 1により, V（とその双対の）上に (A.2)

を満たす非退化双対二次写像が構成できれば, 関数等式を満たす新しい多項式が得られる.

多くの例では, そのようにして得られる多項式はまた, 概均質ベクトル空間の相対不変式
になっている. しかし, 上の定理はそのような概均質ベクトル空間に対しても関数等式の
明示式を統一的に与えている点で興味なしとしない.

たとえば,

V P P̃ (G̃, ρ̃,W )

Sym(m) det(v) det(twY w) (GL(m)× SO(Y ),�⊗�,M(m,n))　
Alt(2m) Pf(v) Pf(twAw) (GL(2m)× Sp(A),�⊗�,M(2m, 2n))　
Mat(m) det(v) det(tw1Bw2) (GL(m)×GL(m)× SL(n), 　

(�⊗ 1⊗�)⊕ (1⊗�⊗�∗),M(m,n)2)　
dimV = 10 degP = 2 deg P̃ = 4 (GL(2)× Spin(10),�⊗ half-spin)

dimV = 11 degP = 2 deg P̃ = 4 (GL(1)× Spin(12), half-spin)

Spin 表現に関係する最後の 2例は, split form に対しては鈴木利明による Micro local

calculus を用いた計算があったが, 任意の real form に対しての明示的計算は新しいと思
われる.

● 非概均質的局所関数等式の例

P が二次形式のとき, 条件 (A.2) を満たす非退化 (自己)双対二次写像を分類することが
できる
p, q を非負整数, dimV = p + q, P (v) を符号 (p, q) の二次形式とし, V の標準的基底

{e1, . . . , ep+q} を

P

(
p+q∑
i=1

viei

)
=

p∑
i=1

v2i −
q∑

j=1

v2p+j

となるように定め, V を Rp+q と同一視する. また, 双対空間も, 内積 (x, y) = x1y1+ · · ·+
xp+qyp+q によって, V = Rp+q と同一視する. (A.1) を満たす双正則写像 ϕ : Ω → Ω を

ϕ(v) :=
1

2
grad logP (v) =

1

P (v)
(v1, . . . , vp,−vp+1, . . . ,−vp+q)

で与える. このとき, 正定値二次形式 v21 + · · ·+ v2p の Clifford 代数 Cp と正定値二次形式
v2p+1 + · · ·+ v2p+q の Clifford 代数 Cq のテンソル積 Rp,q := Cp ⊗Cq の任意の有限次元表
現 ρ : Rp,q →M(m,R) を考える. 必要ならば同値な表現に移ると, 標準的基底 ei の ρ に
よる像は対称行列にとることができるので,

Si = ρ(ei) ∈ Sym(m,R), 1 ≤ i ≤ p+ q

9



として, 二次写像

Q :W = Rm → V = Rp+q, Q(w) = (S1[w], . . . , Sp+q[w])

が定義できる. このようにして得られる二次写像は, 上で定義した ϕ に対し自己双対的で
(非退化ならば), （A.2) を満たす. 逆に, (A.2) を満たす自己双対的な二次写像はすべてこ
のようにして得られることが分かる.

注意 3 この構成は, 本節の冒頭で触れた Faraut-Koranyi [7] による階数 2 の Euclidean

Jordan 代数から得られるものを含んでいる. その場合, (p, q) = (1, q) であり, C1
∼= R⊕R

and R1,q = C1 ⊗ Cq
∼= Cq ⊕ Cq となる. よって, R1,q の表現は 2つの Cq-加群 W+, W−

の直和となる. ここで, W+ (resp. W−) には e1 が +1倍 (resp. −1倍) として作用してい
る. Faraut-Koranyi で構成されているのは, W− = {0} となる場合である.

上で構成された二次写像を用いて得られる

P̃ (w) = P (Q(w)) =
∑
i=1

twSiw −
q∑

j=1

twSp+jw

を Clifford 4 次形式と呼ぶことにしよう. Clifford 4 次形式は定理 1 により局所関数等
式を持つが, そのほとんどは, 概均質ベクトル空間の相対不変式とはならない. 実際,

定理 2 ([21], Theorem 4.2) P̃ (w) が概均質ベクトル空間の相対不変式となるのは,

p+ q ≤ 4;

p+ q = 5, m = 8;

p+ q = 6, m = 16 または ρ が pure;

p+ q = 7, 8, 9, m = 16; p+ q = 10, m = 32 で ρ が pure;

p+ q = 11, m = 32;

の場合に限る. ここで, Rp,q の表現 ρ は, 偶部分代数 R+
p,q に制限したとき含まれる既約

表現がすべて同値のときに, pure といわれる.

ここで, （簡単のため p, q ≥ 2 の条件下で）Clifford 4 次形式の満たす局所関数等式の
具体的な形を書いておこう.Φ̃+

(
s, F̂

)
Φ̃−

(
s, F̂

) = 24s+m/2π−4s−2−m/2Γ(s+ 1)Γ
(
s+

n

2

)
Γ

(
s+ 1 +

m− 2n

4

)
Γ
(
s+

m

4

)

× sinπs

(
sinπ

(
s+ q−p

2

)
−2 sin πp

2 cos πq
2

−2 sin πq
2 cos πp

2 sinπ
(
s+ p−q

2

))(Φ̃+

(
−m

4 − s, F
)

Φ̃−
(
−m

4 − s, F
)) ,

前項で例に挙げたスピン表現に関係する 2つの概均質ベクトル空間は, 定理 2 の (p +

q,m) = (10, 32), (11, 32) の場合である.
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● 局所関数等式と関連する条件

局所ゼータ関数を多変数化すると, さらに多くの非概均質的な関数等式を得る可能性が
ある. 一例をあげると,∣∣4x3x6 − x24 − x25

∣∣s1
±
∣∣4x1x3x6 − x1x

2
4 − x1x

2
5 − 4x22x6

∣∣s2
± |x6|s3±

のフーリエ変換は

|y1|s1±
∣∣y1y3 − y22

∣∣−(s1+s2+1/2)

±

∣∣∣∣y3y6 − y24 − y25
y3

∣∣∣∣s2−s3+1

±
· sgn(y3)

|y3|

の一次結合で表される. この例の場合, フーリエ変換側には本質的に有理関数が現れてお
り, 正則概均質ベクトル空間からは得られない形になっている. （このような関数等式は,

「2つの関数等式の貼りあわせ」によって得られる. 同様の例は [20] で報告したが, そこで
の結果には不正確なところがあった. )

このように, まだ具体例が多いとは言えないが, 局所関数等式を満たす多項式が概均質
ベクトル空間の相対不変式の枠をはみ出ていることは確かである. したがって, 局所関数
等式を持つ斉次多項式を特徴づけることは重要な問題と考えられるが, 現在のところ, 講
演者にはその結論を見通すこともできていない. ここでは, 局所関数等式の成立と強く関
係していると考えられる条件について, コメントしておく.

(1) b-関数の存在　
　概均質ベクトル空間の場合に b-関数とよぼれる不変量が存在し, 関数等式のガン
マ因子や極の位置などを記述することはすでに触れた. 概均質ベクトル空間の場合
に限らず, b-関数の存在は局所関数等式の存在の必要条件であり, 局所関数等式から
b-関数の存在が従う. すなわち, 次の結果が成り立つ：

仮定 (A.3) がなりたつとき,

P ∗(∂v)P (v)
s+1 = b(s)P (v)s

を満たす s の多項式が存在する. さらに, b(s) は関数等式のガンマ因子
Γij(s) から計算できる.

C[v, ∂v, s] の元の P s+1 への作用を考えれば b-関数（Bernstein-Sato 多項式）が存
在することは一般的な結論であるが, 上のように b-関数を与える微分作用素を定数
係数でとれるという条件は, かなり強い条件のように思われる.

(2) Projective Semiclassical Condition

　 [6]において, Etingof-Kazhdan-Polishchukは多項式の複素べきにさらに, exp(2πiQ(v))

の形の関数をかけたものを ”elementary function” と呼び, 局所関数等式の特徴づけ
という問題を

「elementary function のフーリエ変換はいつまた elementary となるか」

という形で定式化した. そこで, 彼らは, 条件
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(PSC) grad logP (v) : V → V ∗ が双有理写像となる

に注目し, Projective Semiclassical Condition (PSC) と呼び, P ∗(grad logP (v)) =

1/P (v) となる有理関数 P ∗ を P の乗法的 Legendre 変換と呼んだ. 概均質ベクトル
空間の理論では, この条件を満たす相対不変式を持つ概均質ベクトル空間を正則と
いい, (A.3) の形の関数等式が成立するための条件となる7. また, 乗法的 Legendre

変換 P ∗ は双対概均質ベクトル空間の相対不変式となる. 定理 1 においても, 仮定
(A.1) として grad logP (v) に類似の双有理写像の存在を仮定した.

　さて, [6] では, PSC を満たす 3 次形式 P で, P ∗ も 3 次形式となるものは, 正則
概均質ベクトル空間から得られるもののみであることを示されており ([6, Theorem

3.10], [4]), PSC を満たす多項式で乗法的 Legendre 変換 P ∗ も多項式となるものは,

概均質ベクトル空間の相対不変式に限るか, という問いを立てられている. しかし,

定理 2 で扱った Clifford 代数の表現から得られる Clifford 4 次形式 P̃ は, 一般には
概均質ベクトル空間の相対不変式ではないが, その乗法的 Legendre 変換は P̃ と一
致することが容易に示せる. したがって, [6] の問いは, 4次以上では否定的であるこ
とが分かる.

3 概均質ベクトル空間上の超関数の保型対とゼータ関数

概均質ベクトル空間 (G, ρ, V ) への非退化双対二次写像 Q : W → V により相対不変式
を引き戻して得られる多項式に対して, 定理 1 の局所関数等式に対応する大域的関数等式
を持つゼータ関数を構成することを問題にする. 基本的な考え方は, 通常の概均質ベクト
ル空間のゼータ関数についての議論に現れる Poisson の和公式を, W 上のテータ級数（の
ような対象）を Q によるファイバー上で積分して出てくる V 上の対象が満たす変換公式
で置き換えることである. そのような考察は, (GL(n),��, Sym(n)) という概均質ベクト
ル空間の場合に, 鈴木利明 [28] によって行われていた. 鈴木の結果を一般の正則概均質ベ
クトル空間に拡張した田村敬太 [29]の結果から説明する.

3.1 超関数の保型対

概均質ベクトル空間 (G, ρ,V) については, §1 の記号を踏襲する.

L, L∗ を, それぞれ, VQ, V
∗
Q 上の格子とする. ただし, L∗ が L の双対格子であるとは

仮定しない. 格子 L, L∗ 上の高々多項式増大度の関数 α : L −→ C, β : L∗ −→ C を考え
る. 多項式増大度とは, ある正定数 c1, c2, c

∗
1, c

∗
2 を適当に取れば,

|α(x)| < c1(1 + ||x||2)c2 , |β(y)| < c∗1(1 + ||y||2)c∗2 .

7G が reductive である概均質ベクトル空間では, この正則性条件が成り立たなくとも, 局所関数等式の理
論が構成される (Gyoja [8]). ただし, この場合, 関数等式の一方には, 低次元軌道上に台を持つ超関数が現れ
る.
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となることと理解する. このとき, V = VR, V
∗ = V∗

R 上の緩増加超関数 Tβ, T
∗
α を

Tβ(f) =
∑
y∈L∗

β(y)f̂(y) (f ∈ S(V )),

T ∗
α(f

∗) =
∑
x∈L

α(x)f̌∗(x) (f∗ ∈ S(V ∗))

によって定義することができる. ここで, f̂ は f のフーリエ変換, f̌∗ は f∗ の逆フーリエ
変換である.

定義 1 k, σ1, . . . , σν ∈ C を複素定数とし,

J(x) = σi |P (x)|k−2n/d (x ∈ Ωi)

で定まる Ω 上の関数 J(x) を考える. 緩増加超関数 T ∗
α, Tβ は, 以下の 3条件を満たすと

き, (G, ρ,V), (G, ρ∗,V∗) 上の J(x) を保型因子とする超関数の保型対といわれる：

(i) GQ ∩ G+ の数論的部分群 Γ で L, L∗ が, それぞれ, ρ(Γ), ρ∗(Γ) の作用で閉じてお
り, α は ρ(Γ)-不変, β は ρ∗(Γ)-不変である.

(ii) ある正定数 r に対し

α(x) = O(|P (x)|r) (x ∈ L ∩ Ω), β(y) = O(|P ∗(y)|r) (y ∈ L∗ ∩ Ω∗)

が成り立つ.

(iii) ϕ(x) = grad logP (x) とし, f∗∞(x) = J(x)f∗(ϕ(x)) (x ∈ Ω) とおくと, 和公式
T ∗
α(f

∗) = Tβ(f
∗
∞), すなわち,∑

x∈L
α(x)f̌∗(x) =

∑
y∈L∗

β(y)f̂∗∞(y) (5)

が, 任意の f∗ ∈ C∞
0 (Ω∗) に対して成り立つ.

保型対 T ∗
α, Tβ に付随する L 関数は

ξi(α, s) =
∑

x∈Γ\L∩Ωi

α(x)µ(x) |P (x)|−s ,

ξ∗i (β, s) =
∑

y∈Γ\L∗∩Ω∗
i

β(y)µ(y) |P ∗(y)|−s

と定義される. ここで µ(x) は §1.3.3 の (3) で導入されたゼータ関数の係数 density であ
る. 定義 1 の条件 (ii) と概均質ベクトル空間のゼータ関数の収束定理 ([16, Theorem 1.1])

により, L 関数 ξi(α, s), ξ
∗
i (β, s) は ℜ(s) が十分大きいとき絶対収束する. このように L

関数は実開軌道 Ωi, Ω
∗
i に対応して定義されるが, これらを成分とした行ベクトルを

ξ(α, s) = (ξ1(α, s), . . . , ξν(α, s)), ξ∗(β, s) = (ξ∗1(β, s), . . . , ξ
∗
ν(β, s))

とおく.

次の補題は, §1.3.4 の積分表示とまったく同様に, いわゆる, unfolding によって容易に
得られる.
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補題 3 f ∈ S(VR)), f∗ ∈ S(V ∗
R ) に対して, ゼータ積分

Z(α, f ; s) =

∫
G+/Γ

χ(g)s
∑

x∈L∩Ω
α(x)f(ρ(g)x) dg,

Z∗(β, f∗; s) =

∫
G+/Γ

χ∗(g)s
∑

y∈L∗∩Ω∗

β(y)f∗(ρ∗(g)y) dg

は ℜ(s) が十分大きいとき絶対収束して正則関数を定め, さらに次の等式が成り立つ:

Z(α, f∗; s) = ξ(α, s) · Φ(f ; s− n/d), Z∗(β, f∗; s) = ξ∗(β, s) · Φ∗(f∗; s− n/d).

ここで, 等式の右辺は L 関数からなる行ベクトルと局所ゼータ関数からなる列ベクトルの
積である.

L 関数の関数等式と解析接続は, 補題 3 の積分表示と変換公式を用いて, 通常の概均質
ベクトル空間のゼータ関数の理論（例えば, [9], [24]を見よ）と同様に示されるが, 一般論
としては, 特異集合 S, S∗ に含まれる格子点の変換公式への寄与の計算が難しく, 次の補
題のように, そのフーリエ変換が特異軌道上で消える特殊な試験関数を用いる必要がある.

補題 4 f∗ ∈ C∞
0 (Ω∗) が

f̌∗|SR ≡ 0, f̂∗∞|S∗
R
≡ 0 (6)

を満たすとき, Z(α, f̌∗; s), Z∗(β, f̂∗∞; s) は s の整関数に解析接続され, 関数等式

Z(α, f̌∗; s) = Z∗(β, f̂∗∞; k − s)

が成り立つ.

この補題は, 通常の概均質ベクトル空間のゼータ関数の理論において Poisson の和公式
を利用するところを保型対が満たす変換公式 (5) を用いれば, まったく同様に証明される.

次に, 補題 4 の条件 (6) を満たす関数 f∗ ∈ C∞
0 (Ω∗) を構成する. このような関数の構

成には,

(♯) Ω∗
i (i = 1, . . . , ν) 上の G+-不変線形微分作用素の環は可換である

という仮定を必要とする. この仮定は, 例えば, (G, ρ, V ) がいわゆる可換放物型の概均質
ベクトル空間などでは成立する.

一般に ΩR 上の微分作用素 D に対し, Ω∗
R 上の微分作用素

ϕD を

ϕDf∗(y) = D(ϕf∗)(ϕ−1(y))

によって定義する. D が G+-不変ならば, ϕD も G+-不変である.

補題 5 (i) 微分作用素 M1,M2 を

M1 = P (∂y)P
∗(y), M2 =

ϕ
(
J(x)−1P ∗(∂x)P (x)J(x)

)
と定義すると, M1,M2 は Ω∗

R 上の G+-不変線形微分作用素である.
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(ii) f∗0 ∈ C∞
0 (Ω∗

R) に対し, 関数M1M2f
∗
0 (y) は条件 (6) を満たす.

(iii) f∗0 ∈ C∞
0 (Ω∗

R) に対し,

Φ∗
i (M1M2f

∗
0 ;−s) = (−1)db(s− n/d)b(s− k − 1)Φ∗

i (f
∗
0 ;−s)

が成り立つ. ここで, b(s) は §1.3.2 で説明した b-関数である.

以上の準備のもとで, L 関数の関数等式が通常の概均質ベクトル空間のゼータ関数の場
合と類似の方法で証明される.

定理 6 (K. Tamura [29]) L 関数 ξi(α, s), ξ
∗
j (β, s) (1 ≤ i, j ≤ ν) は s の有理型関数と

して C 上に解析接続され, Σ を保型因子 J(x) の定義に現れた定数 σi を対角成分とする
対角行列, すなわち,

Σ =

σ1 0. . .

0 σν


とすると, 関数等式

γ(s− n/d)ξ(α, s)U(s− n/d) = γ(k − n/d− s)ξ∗(β, k − s) tU−1(k − n/d− s)Σ

が成り立つ. ここで, γ(s) は §1.3.3 で定義したガンマ因子であり, U(s) = (uij(s)) は局所
関数等式の係数 uij を並べて得られる行列である.

L 関数の極とそこにおける主要部を決定することは, 一般論としては困難である. しか
し, 概均質ベクトル空間のゼータ関数の場合に極の位置は b-関数の零点によって統制され
ることの類似として, 次の結果を得ることができる.

定理 7 整数m ≥ 0を十分大きく取れば, L関数 ξ1(α, s), . . . , ξν(α, s), ξ
∗
1(β, s), . . . , ξ

∗
ν(β, s)

に

b(s− k − 1)

m∏
r=0

b(s− n/d− r)

をかけたものは整関数である. とくに, L 関数の極は有限個しかない.

3.2 保型対と主系列表現（(GL(1),V(1)) の場合）

超関数の保型対の意味を分かりやすく説明するために, もっとも簡単な概均質ベクトル
空間である GL(1) の 1次元表現の場合を調べてみる.

L,L∗ を Q に含まれる格子, すなわち, ある有理数 q, q∗ に対し, L = qZ, L∗ = q∗Z だ
とする. 保型因子として,

J(x) =

xλ−2 (x > 0)

σ− |x|λ−2 (x < 0)
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を考える（保型因子は定数倍しても実質的な影響はないので, σ+ = 1 と正規化した）.

f ∈ C∞
0 (R×) に対し, f∞(x) = J(x)f(−1/x) とおく. このとき, フーリエ級数によって定

義される R 上の緩増加超関数

Tα(x) =
∑
ℓ∈L

α(ℓ)e2π
√
−1ℓx, Tα∗(x) =

∑
ℓ∗∈L∗

α∗(ℓ∗)e2π
√
−1ℓ∗x (7)

は, 和公式 ∑
ℓ∈L

α(ℓ)f̂(ℓ) =
∑

ℓ+∈L∗

α∗(ℓ∗)f̂∞(ℓ∗) (f ∈ C∞
0 (R×)) (8)

を満たすとき, 概均質ベクトル空間 (GL(1),V(1)) 上の超関数の保型対を与える.

この和公式は, G := SL2(R) の普遍被覆群 G̃ の主系列表現に属す distribution vector

を定めていると見ることができることを説明しよう.

H を複素上半平面とし, S1 = R/2πZ とおくと, 群 G = SL2(R) は H× S1 と同相であ
る. 同相写像は

H× S1 ∋ (x+ iy, θ) 7−→ p(x+ iy)k(θ) ∈ G,

p(x+ iy) =

(
1 x

0 1

)(√
y 0

0
√
y−1

)
, k(θ) =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
.

で与えられる. ここで p(z)k(θ) · i = z (z ∈ H) であることに注意する. 普遍被覆群 G̃ は
H×R と同相である. (z, θ) ∈ H×R を G̃ の元とみなしたとき, p̃(z)k̃(θ) と表す. このと
き, G̃ に π : G̃ → G, π(p̃(z)k̃(θ)) = p(z)k(θ) が M̃0 :=

{
k̃(2nπ)

∣∣∣ n ∈ Z
}
を核とする中

心拡大となるような群構造が与えられる. P̃0 := { p̃(z) | z ∈ H} は P0 := {p(z) | z ∈ H}
と同型な G̃ の部分群, K̃ :=

{
k̃(θ)

∣∣∣ θ ∈ R
}
は R の加法群と同型な G̃ の部分群である.

G̃ の群演算は, k̃(θ) (−π < θ ≤ π) と p̃(z) との交換関係

k̃(θ)p̃(z) = p(k(θ) ·
√
−1)k̃(−arg(−z sin θ + cos θ))

で定まる. ただし, 偏角 arg は (−π, π] の間にとるものとする. M̃ =
{
k̃(nπ)

∣∣∣ n ∈ Z
}
が

G̃ の中心を与える.

群 P̃ = M̃P̃0 から C× への連続準同型 ψλ,µ (λ, µ ∈ C) を

ψλ,µ(k̃(nπ)p̃(z)) = e−nµπi |y|λ/2 (k̃(nπ) ∈ M̃, p̃(z) ∈ P̃0)

によって定める. 関数空間

C∞(G̃/P̃ , ψλ,µ) =
{
ϕ ∈ C∞(G̃)

∣∣∣ ϕ(g̃p̃) = ψλ,µ(p̃)ϕ(g̃) (
∀g̃ ∈ G̃, ∀p̃ ∈ P̃ )

}
を考える. w̃ := k̃(π/2) とおき, ñ(x) = p̃(x +

√
−1) (x ∈ R), ˜̄n(y) = w̃ñ(x)w̃−1 とする.

ϕ ∈ C∞(G̃/P̃ , ψλ,µ) に対し, ϕ0, ϕ∞ ∈ C∞(R) を

ϕ0(x) = ϕ(ñ(x)w̃), ϕ∞(x) = ϕ(˜̄n(x))
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によって定義する. Ñ = { ñ(x) | x ∈ R}, ˜̄N = { ˜̄n(x) | x ∈ R} とすると, G̃ = Ñw̃P̃ ∪ ˜̄NP̃

となるから, 関数 ϕ ∈ C∞(G̃/P̃ , ψλ,µ) は (ϕ0, ϕ∞) によって, 一意的に定まる. 等式

˜̄n(x) = ñ

(
−1

x

)
w̃p̃(−x+ ix2)×

1, x > 0

k̃(−π), x < 0

により,

ϕ∞(x) = |x|λ ϕ0(−1/x)×

1, x > 0

eµπi, x < 0
(9)

が得られる. C∞(G̃/P̃ , ψλ,µ) の双対を与える distribution の空間

C−∞(G̃/P̃ , ψ−1−λ,−µ) =
{
T ∈ C−∞(G̃)

∣∣∣ T (g̃p̃) = ψ−1−λ,−µ(p̃)T (g̃) (
∀g̃ ∈ G̃, ∀p̃ ∈ P̃ )

}
に属す T に対し, R 上の distribution T0, T∞ が存在し,

⟨T, ϕ⟩ =

⟨T0, ϕ0⟩ (Supp(ϕ) ⊂ Ñw̃P̃ )

⟨T∞, ϕ∞⟩ (Supp(ϕ) ⊂ ˜̄NP̃ )

となる. とくに, Supp(ϕ) ⊂ Ñw̃P̃ ∩ ˜̄NP̃ ならば ϕ0, ϕ∞ ∈ C∞
0 (R×) であり,

⟨T0, ϕ0⟩ = ⟨T∞, ϕ∞⟩

となる. 　ここで, T0, T∞ が (7) の形のフーリエ展開を持てば, σ− = eµπ
√
−1 として和公

式 (8) が得られる. したがって, 概均質ベクトル空間 (GL(1),V(1)) 上の超関数の保型対
とは, G̃ の主系列表現の distribution vector の空間 C−∞(G̃/P̃ , ψ−1−λ,−µ) の元 T で, Q
の格子 L1, L2 があって, L̃1 = { ñ(ℓ) | ℓ ∈ L1}, ˜̄L2 =

{
w̃ñ(ℓ)w̃−1

∣∣ ℓ ∈ L2

}
とおいたとき,

(∗) T |Ñw̃P̃ が L̃1-不変, かつ, T | ˜̄NP̃
が ˜̄L2-不変

となるものと対応している. このような T を G̃ 上の弱保型的超関数と呼ぼう.

Miller-Schmid ([12], [13], [14], [25]) は主系列表現に属す distribution vector で数論的
部分群の作用で不変なもの（特に保型形式の境界値として得られるもの）を保型超関数
と呼んでいる. Miller-Schmid の意味での保型超関数は, 当然, 条件 (∗) を満たし弱保型
的であるが, 弱保型的であっても保型的ではない, すなわち, T |Ñw̃P̃ が L̃1-不変であるが,

T は L̃1-不変でないものが存在する. 保型的, 弱保型的の区別は, 付随する L 関数の極に
よって判定される. Miller-Schmid は保型超関数に付随する L 関数の関数等式を, 超関数
の Mellin 変換の理論を構築して証明した. 定理 6 は, 対応する結果を概均質ベクトル空間
の手法を用いて導いている.

3.3 非退化双対二次写像と保型対

§3.1 の結果を利用すると, §2 で調べたような非退化双対二次写像から得られるよい多項
式に対して大域的ゼータ関数を構成することができる. そのために, まず, 概均質ベクトル
空間上の超関数の保型対を構成する初等的な方法を与える.
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● 抽象 Siegel 級数

ν, ν∗ を VQ, V
∗
Q 上の複素数値関数とする. L1, L2 を VQ の格子とし, L∗

1, L
∗
2 で L1, L2

の双対格子を表わす. いま, ν, ν∗, L1, L2 について次の条件 (i), (ii), (iii) が成り立ってい
るとしよう.

(i) ν は L1-不変, ν∗ は L∗
2-不変, すなわち,

ν(x+ ℓ) = ν(x), ν∗(y + ℓ∗) = ν∗(y) (ℓ ∈ L1, ℓ
∗ ∈ L∗

2)

が成り立つ. さらに, GQ の数論的部分群 Γ で ν, ν∗ を不変とするものがある, すな
わち,

ν(ρ(γ)x) = ν(x), ν∗(ρ∗(γ)y) = ν∗(y) (γ ∈ Γ)

が成り立つ.

(ii) 無限級数 ∑
x∈VQ/L1

ν(x),
∑

y∈V ∗
Q /L∗

2

ν∗(y)

は絶対収束する.

(iii) 任意の x ∈ ΩQ に対し, ν∗(ϕ(x)) = J(x)ν(x) が成り立つ.

この 3条件を満たす ν, ν∗, L1, L2 が与えられたとき, 格子 L2, L
∗
1 上の関数 α : L2 → C,

β : L∗
1 → C を

α(ℓ) = v(L∗
2)

−1
∑

y∈V ∗
Q /L∗

2

ν∗(y)e[−⟨y, ℓ⟩] (ℓ ∈ L2),

β(ℓ∗) = v(L1)
−1

∑
x∈VQ/L1

ν(x)e[⟨x, ℓ∗⟩] (ℓ∗ ∈ L∗
1)

によって定義する. 右辺の級数は条件の (ii) により絶対収束する. これは, 実解析的 Siegel

Eisenstein 級数の Fourier 係数を与える Siegel 級数（特異級数）の一般化（アブストラク
トナンセンス化？）であり, 抽象 Siegel 級数と呼ぶことにしよう. 次の補題が示すよう
に, 抽象 Siegel 級数を Fourier 係数とすることによって保型対が得られる.

補題 8 緩増加超関数

T ∗
α(f

∗) =
∑
ℓ∈L2

α(ℓ)f̌∗(ℓ), Tβ(f) =
∑
ℓ∗∈L∗

1

β(ℓ∗)f̂(ℓ∗) (f ∈ S(VR), f∗ ∈ S(V ∗
R ))

は, 概均質ベクトル空間 (G, ρ, V ), (G, ρ∗, V ∗) 上の J(x) を保型因子とする保型対を与
える.
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● 非退化双対二次写像のゼータ関数

さて, §1.3 の条件を満たす概均質ベクトル空間上に, §2.2 の条件を満たす Q 上定義され
た二次写像 Q : W → V, Q∗ : W∗ → V∗ が与えられているとする. さらに, G はW に
線型に作用し, Q : W → V は G-同変であるとする. また, Q∗ : W∗ → V∗ も G の反傾
表現に関して G-同変だとする. その他の記号は, §2,2 の記号を引き継ぐ.

ここで, P̃ (w), P̃ ∗(w∗) に付随し関数等式を持つ大域的ゼータ関数を定義したい. だが,

Clifford 4次形式のように一般的には P̃ , P̃ ∗ を相対不変式とするような概均質的群作用は
存在せず, §1 の終わりに注意したように, ゼータ関数の定義自体が困難をはらんでいる. こ
こでは, 大きな群作用がないという問題点に, 局所密度の積を考えるという C.L.Siegel に
由来するアイディアで対処することにする.

そのために, まず, 二次写像 Q, Q∗ に付随するガウス和を導入する. 素数 p に対し,

g∗p(Q, v
∗) :=

∫
W(Zp)

ψp

(
1

2
Qv∗(w)

)
|dw|p (v∗ ∈ V∗(Qp))

とおく. v∗ ∈ V∗(Zp) で Q∗ が 2Zp に係数を持つならば, g∗p(Q, v
∗) = 1 である. したがっ

て, v∗ ∈ V∗(Q) に対し, 有限個の素数 p を除いて g∗p(Q, v
∗) = 1 であり, 素数を渡る無限

積 g∗p(Q, v
∗)

g∗(Q, v∗) :=
∏
p<∞

g∗p(Q, v
∗) (v∗ ∈ V∗(Q))

が定義できる. 同様に,

gp(Q
∗, v) :=

∫
W∗(Zp)

ψp

(
1

2
Q∗

v(w
∗)

)
|dw∗|p (v ∈ V(Qp)),

g(Q∗, v) :=
∏
p<∞

gp(Q
∗, v) (v ∈ VQ))

と定義する.

ここで, k ∈ Z, λ ∈ C に対し,

νk,λ(v) = g(Q∗, v)k |g(Q∗, v)|λ , ν∗k,λ(v
∗) = g∗(Q, v∗)k |g∗(Q, v∗)|λ

と定める. 写像

ϖ : V (Q) −→ Symm(Q)/Sym∗
m(Z), v 7−→ S∗

v =

n∑
i=1

viS
∗
i (mod Sym∗

m(Z)),

ϖ∗ : V ∗(Q) −→ Symm(Q)/Sym∗
m(Z), v∗ 7−→ Sv∗ =

n∑
i=1

v∗i Si (mod Sym∗
m(Z))

を考え, L1 = 2kerϖ, L∗
2 = 2kerϖ∗ とおく. 二次写像の非退化性により, S1, . . . , Sn は C

上一次独立であり, L1 and L∗
2 は, それぞれ, V (Q), V ∗(Q) の格子となる. Γ を GQ の数

論的部分群で, W(Z), L1, L
∗
2 を動かさないものとする.
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補題 9 (1) g(Q∗, v), νk,λ(v) (v ∈ V (Q)) の値は v mod L1 のみに依存し, Γ-不変である:

g(Q∗, v + ℓ) = g(Q∗, v), νk,λ(v + ℓ) = νk,λ(v) (v ∈ V (Q), ℓ ∈ L1),

g(Q∗, ρ(γ)v) = g(Q∗, v), νk,λ(ρ(γ)v) = νk,λ(v) (γ ∈ Γ, v ∈ V (Q)).

(2) g∗(Q, v∗), ν∗k,λ(v
∗) (v∗ ∈ V ∗(Q)) の値は v∗ mod L∗

2 のみに依存し, Γ-不変である:

g∗(Q, v∗ + ℓ∗) = g∗(Q, v∗), ν∗k,λ(v
∗ + ℓ∗) = ν∗k,λ(v

∗) (v∗ ∈ V ∗(Q), ℓ∗ ∈ L∗
2),

g∗(Q, ρ∗(γ)v∗) = g∗(Q, v∗), ν∗k,λ(ρ
∗(γ)v∗) = ν∗k,λ(v

∗) (γ ∈ Γ, v∗ ∈ V ∗(Q)).

(3) 次の関係式が成り立つような定数 σi (1 ≤ i ≤ ν) が存在する：

ν∗k,λ(ϕ(v)) = Jk,λ(v)νk,λ(v) (v ∈ ΩQ),

Jk,λ(v) =
ν∑

i=1

σki |σi|
λ |P (v)|

m
2d

(λ+k)

i

(4) 抽象 Siegel 級数

αk,λ(Q, ℓ) = v(L∗
2)

−1
∑

v∗∈V ∗
Q /L∗

2

ν∗k,λ(v
∗)e[− < v∗, ℓ >] (ℓ ∈ L2),

βk,λ(Q
∗, ℓ∗) = v(L1)

−1
∑

v∈VQ/L1

νk,λ(v)e[< v, ℓ∗ >] (ℓ∗ ∈ L∗
1)

は, k + ℜ(λ) > 2m + 2 で絶対収束する. ここで, L2, L
∗
1 は, それぞれ, L∗

2, L1 の双対格
子である. （ここで与えた収束の限界は極めて粗いもので, 個々の例では m = dimW が
n = dimV に対してある程度大きければ絶対収束することが分かることが多い. ）

したがって, 補題 8 により, （抽象 Siegel 級数の絶対収束という条件の下で）二次写像
Q,Q∗ に対し, パラメータ k, λ を含む (G, ρ,V), (G, ρ∗,V∗) 上の超関数の保型対が得ら
れる. さらに, 二次写像 Q, Q∗ に付随するゼータ関数を

ξi(Q, k, λ; s) =
∑

ℓ∈Γ\L2∩Ωi

αk,λ(Q, ℓ)µ(ℓ)

|P (ℓ)|s
,

ξ∗i (Q
∗, k, λ; s) =

∑
ℓ∗∈Γ\L∗

1∩Ω∗
i

βk,λ(Q
∗, ℓ∗)µ(ℓ∗)

|P ∗(ℓ∗)|s
.

と定義すれば, 定理 6 により, 次の関数等式が得られる.

定理 10 (i) ゼータ関数 ξi(Q, k, λ; s), ξ
∗
j (Q

∗, k, λ; s) (1 ≤ i, j ≤ ν) は s の有理型関数とし
て C 全体に解析接続される. .

(ii) ある整数 q ≥ 0 が存在し, ゼータ関数

ξ1(Q, k, λ; s), . . . , ξν(Q, k, λ; s), ξ
∗
1(Q

∗, k, λ; s), . . . , ξ∗ν(Q
∗, k, λ; s)

に

b(s− k − 1)

q∏
r=0

b(s− n/d− r)
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をかけたものは全複素平面で正則である.

(iii) 次の関数等式が成立する：

γ
(
s− n

d

)
ξ(Q, k, λ; s)U

(
s− n

d

)
= γ∗

(
m(λ+ k)

2d
− n/d− s

)
ξ∗
(
Q∗, k, λ;

m(λ+ k)

2d
− s

)
tU−1

(
m(λ+ k)

2d
− n/d− s

)
Σk,λ.

ここで,

Σk,λ =

σ
k
1 |σ1|

λ

0. . .

0 σkν |σν |
λ

 .

である.

λ = 0 のときには, ゼータ関数の係数 αk,0(Q, ℓ), βk,0(Q
∗, ℓ∗) ははっきりとした数論的

意味を持っている. k を自然数として, Qk で二次写像

Qk :

k︷ ︸︸ ︷
W ⊕ · · · ⊕W → V, w = (w(1), . . . , w(k)) 7→ Q(w(1)) + · · ·+Q(w(k))

表す. このとき, Qk も §2.2 の条件を満たし, g∗(Qk, v∗) = g∗(Q, v∗)k, αk,λ(Q, ℓ) =

α1,λ/k(Q
k, ℓ) が成り立つ. そこで, αk,0(Q, ℓ) の意味を知るには, k = 1 と仮定して十分で

ある.

命題 11 N を NSi (i = 1, . . . , n) がすべて整数係数となるような正整数とする. 素数 p

に対し,

αp(Q, ℓ) = |N |mp lim
e→∞

p−e(m−n)♯

{
w ∈W (Zp/Np

eZp)

∣∣∣∣ 1

2
Q(w) ≡ ℓ (mod pe)

}
とおくと, この極限 αp(Q, ℓ) は存在し, N の取り方によらない. さらに, 抽象 Siegel 級数
α1,0(Q, ℓ) が絶対収束するならば,

α1,0(Q, ℓ) =
∏
p<∞

αp(Q, ℓ) (ℓ ∈ L2)

が成り立つ.

すなわち, α1,0(Q, ℓ) は, 不定方程式 Q(w) = ℓ の p 進整数解の密度をすべての素数に対
して掛け合わせたものという意味を持っている. たとえば, V = Sym(m), Q(w) = twY w,

P (w) = det(twY w)（Y は整数係数非退化対称行列）の場合には, Siegel によって不定方
程式 Q(w) = ℓ の整数解の密度を, すべての素数 p に対し Y と Zp 上で同値で Y と同じ
符号を持つものの Z-同値類を渡らせて適当な荷重平均をとったものが, 上の α1,0(Q; ℓ) と
一致することが示されている（Siegel の主定理）.

P が不定値の二次形式の場合には, Clifford 4 次形式 P̃ のゼータ関数は L2 上の和では
なく,

∞∑
d=1

(∏
p

αp(P̃ ,±d)

)
d−s,

αp(P̃ ,±d) = lim
e→∞

p−e(m−1)♯ {w ∈ W(Z) mod pe | Q(w) ≡ ±d mod pe}
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と不定方程式 P̃ (w) = ±d の解の局所的密度の積を係数としたゼータ関数に変形される.

パラメータ λ, k が一般の場合に戻ると, p.9の表の最初の 3つの場合には, V = Sym(m),

Alt(2m),Mat(m) に対して, それぞれ, Sp(m), SO(m,m), GL(2m) の Eisenstein 級数の
Fourier 係数が αk,λ(Q, ℓ) として現れてきている. P が 2 次形式で P̃ が Clifford 4次形式
の場合には, SO(p+ 1, q + 1) の Eisentein 級数と結びつくものと予想される.

なお, Clifford 4 次形式で Faraut-Koranyi によって構成されていたものについては,

Q−1(ℓ)R がコンパクトという好事情があるため, 概均質ベクトル空間のゼータ関数の標準
的な方法が自然に適用でき, そのゼータ関数の関数等式は, D. Achab ([1], [2]) によってす
でに示されていた. Achab で構成されているゼータ関数は, 上の構成とは少し異なってお
り, 上のゼータ関数は Achab のゼータ関数の有限和として表されると予想される（Siegel

の主定理の類似）.
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