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概 要
球多項式を 2-parameter変形した直交多項式系を対称錐上の解析を用いて

構成する. これは Jack多項式とは別の球多項式の拡張であり, circular Jacobi
多項式の多変数化にあたる. またこの直交多項式系のwegiht函数は P. Bour-
gade et. al [IMRN. 23, (2009)]により導入された circular Jacobi ensembleと
なっている.

1 Introduction

球多項式1Φ
(d)
m の拡張として, 重複度2dを continuousに拡張した Jack多項式 J

( 2
d
)

m

がよく知られている ([M]参照). Jack多項式は可換な微分作用素の族の同時固有函
数として導入される多変数の直交多項式系であるが,それとは全く異なる手法 (対称
錐上の解析)を用いて, Jack多項式とは別の球多項式の拡張ϕ

(α,ν)
m が得られる. ϕ

(α,ν)
m

はJack多項式とは異なり,重複度dはそのままで,その他に実の2-parameter, α, νが
入った, P. Bourgade et. al [BNR]により導入された circular Jacobi ensemble (CJE)

をweight函数とする多変数の直交多項式系である.

このような新種の多変数直交多項式系であるが, 一変数に退化させると, これは
circular Jacobi多項式 (CJ多項式)の拡張 (1-parameter変形)になっている. そこ
で本稿ではこの多項式 ϕ

(α,ν)
m をその多変数化と解釈し, MCJ(Multivariate Circular

Jacobi)多項式と呼ぶことにする.

本稿の目的はこのMCJ多項式を, 特にその直交性を中心に, 解説することであ
る. そのためにまず一変数のCJ多項式と L. ShenによるCJ多項式の扱い [S]を紹
介する. 次いでその枠組みからCJ多項式の 1-parameter変形が得られることを示
す. それから対称錐上の解析について必要最低限の事実を述べてから, 最後にMCJ

多項式について述べる.
∗本研究は科研費 (課題番号: 12J04930)の助成を受けたものである.
†日本学術振興会特別研究員 (DC2). e-mail: g-shibukawa@math.kyushu-u.ac.jp
1spherical多項式. 文脈的には帯球 (Zonal)多項式と呼ぶべきかもしれないが, 後ろとの整合性

からこう呼ぶことにする.
2ここも本来は「ルートの重複度」というべきだが, 本稿の文脈では「simple Jordan代数 V の

重複度」というほうがよい.
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2 CJ多項式とL. Shenの結果
CJ多項式は単位円周上の直交多項式系で, Gaussの超幾何函数

2F1

(
a, b

c
;X

)
:=
∑
k≥0

(a)k(b)k
(c)k

Xk

k!
, where (a)k := a(a+ 1) · · · (a+ k − 1)

を用いて, 以下のように定義される (詳細は [I] Chapter8参照).

ϕ(α)
m (eiθ) :=

(α)m
m!

2F1

(
−m, α+1

2

α
; 1− eiθ

)
=

(
α−1
2

)
m

m!
2F1

(
−m, α+1

2

−m− α−3
2

; eiθ

)
.

またその直交関係式は次のように与えられる3.

1

2π

∫ 2π

0

ϕ(α)
m (eiθ)ϕ

(α)
n (eiθ)(1−eiθ)

α−1
2 (1−e−iθ)

α−1
2 dθ =

Γ(α +m)

m!

1

Γ(α+1
2
)2
δmn, (α > 0).

特に α = 1のときは, ϕ
(1)
m (eiθ) = eimθであり, お馴染みの直交系

1

2π

∫ 2π

0

emiθe−inθdθ = δmn

に退化することに注意しよう4.

このようにCJ多項式は最も primitiveな単位円周上の直交多項式系 {eimθ}m∈Z≥0

の拡張であり, またHeisenberg群上の調和解析5 [GK]やランダム行列 [I]等で現れ
るものの, Jacobi, Laguerre, Hermite多項式等の昔から良く知られた直交多項式系
に比べあまり (というより殆ど6 )馴染みがない.

しかし L. Shen [S]は次のようなことを指摘した. α > 0として,

L2
α(R>0) := {ψ : R>0 −→ C | ∥ψ∥2α,R>0

<∞},

∥ψ∥2α,R>0
:=

2α

Γ(α)

∫ ∞

0

|ψ(u)|2uα−1du,

ψ(α)
m (u) := e−uL(α−1)

m (2u)δ[0,∞)(u),　

L(α−1)
m (x) :=

(α)m
m!

1F1

(
−m
α

;x

)
=

(α)m
m!

m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
1

(α)k
xk

3これは Askey[A]により与えられた.
4他にも α = 3のときは ϕ

(3)
m (eiθ) =

∑m
k=0(k + 1)eikθ となり興味深い.

5正確には CJ多項式を更に一般化した, [D]において Heisenberg多項式と呼ばれている, 直交
多項式系が用いられる.

6恐らく「circular Jacobi」という単語自体, [I]においてのみ使われているに過ぎないと思われ
る.
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とする. 但し
(
m
k

)
は二項係数で, (1 + x)mの展開係数

(1 + x)m =
m∑
k=0

(
m

k

)
xk =

m∑
k=0

(−1)k
(−m)k
k!

xk

として定義する7. ここで L
(α−1)
m は Laguerre多項式であり, ψ

(α)
m は直交関係式

(ψ(α)
m , ψ(α)

n )α,R>0 :=
2α

Γ(α)

∫ ∞

0

ψ(α)
m (u)ψ

(α)
n (u)uα−1du =

(α)m
m!

δmn

を満たす L2
α(R>0)の直交基底であることに注意せよ.

さてこの ψ
(α)
m の (modified)Fourier変換

Fα(ψ)(t) :=
1

Γ
(
α+1
2

)F (ψ uα−1
2 )(t)

を考えよう. ここで F は通常の Fourier変換

F (ψ)(t) :=

∫ ∞

−∞
e−ituψ(u)du

である. すると essentialに Laguerre多項式である ψ
(α)
m のFαによる像は

Fα(ϕ
(α)
m )(t) = (1 + it)−

α+1
2
(α)m
m!

2F1

(
−m, α+1

2

α
;

2

1 + it

)
=: Ψ(α)

m (t)

であり, 更に t = cot
(
θ
2

)
= i e

iθ+1
eiθ−1

と置くと

Ψ(α)
m

(
cot

(
θ

2

))(
= Fα(ψ

(α)
m )

(
cot

(
θ

2

)))
=

(
1− eiθ

2

)α+1
2

ϕ(α)
m (eiθ)

となってCJ多項式が得られる. つまり標語的に言えば

CJ多項式 = Laguerre多項式のFourier変換 (+Cayley変換)

ということが成り立つ. 直交関係式の方もFourier変換とPlancheralの定理を用い
ると,

(α)m
m!

δmn =
2α

Γ(α)

∫ ∞

−∞
u

α−1
2 ψ(α)

m (u)u
α−1
2 ψ

(α)
n (u)du

=
2α

Γ(α)

1

2π

∫ ∞

−∞
F (u

α−1
2 ψ(α)

m )(t)F (u
α−1
2 ψ

(α)
n )(t)dt

=
2α

Γ(α)

∣∣Γ (α+1
2

)∣∣2
2π

∫ ∞

−∞
Ψ(α)

m (t)Ψ
(α)
m (t)dt

=
1

Γ(α)

Γ
(
α+1
2

)2
2π

∫ 2π

0

ϕ(α)
m (eiθ)ϕ

(α)
n (eiθ)(1− eiθ)

α−1
2 (1− e−iθ)

α−1
2 dθ

7ここで二項係数をあえて階乗ベキで定義しなかった. というのも, 後で述べるように, 多変数化
する際にこの二つの定義が一致しなくなり, 上式の二つ目の等号が成立しなくなるためである.

3



となってLaguerre多項式の直交性からCJ多項式の直交性が従うことがわかる. ま
とめると次のようになる.

Theorem 2.1. [S]T := R/2πZ,

H2
α(T) := {ϕ : D −→ C (hol) | ϕはTまで連続に延びて ∥ϕ∥2α,T <∞},

∥ϕ∥2α,T :=
Γ
(
α+1
2

)2
Γ(α)

1

2π

∫ 2π

0

|ϕ(eiθ)|2(1− eiθ)
α−1
2 (1− e−iθ)

α−1
2 dθ,

F̃α(ψ)(e
iθ) := 2

α−1
2 (1− eiθ)−

α+1
2 (Fα)(ψ)

(
cot

(
θ

2

))
とする. この時

F̃α : L2
α(R>0)

≃−→ H2
α(T) (unitary).

∈ ∈
ψ

(α)
m 7−→ ϕ

(α)
m

Remark 2.2. [S]では論じられていないが, 直交性だけでなくCJ多項式の母函数,

微分方程式等の基本的諸性質もこの unitary同型写像を用いることによりLaguerre

多項式から導出することができる.

以上が ShenのCJ多項式に関する研究の概要である. これにより従来のCJ多項
式が非常に扱いやすくなっただけでなく, CJ多項式の拡張 (1-parameter変形)や
多変数化も可能になる.

3 unitary作用素による変形
ν ∈ Rとし, L2

α(R>0)における unitary作用素

mν : L2
α(R>0) −→ L2

α(R>0) (ψ 7−→ uiνψ)

を考える. この作用を上記の unitary同型写像で intertwineすることにより, CJ多
項式 ϕ

(α)
m の実 parameter νによる変形

ϕ(α,ν)
m (eiθ) :=

(α)m
m!

2F1

(
−m, α+1

2
+ iν

α
; 1− eiθ

)
　 (3.1)

=

(
α−1
2

− iν
)
m

m!
2F1

(
−m, α+1

2
+ iν

−m− α−3
2

+ iν
; eiθ

)
(3.2)

が得られる.
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Theorem 3.1.

H2
α,ν(T) := {ϕ : D −→ C (hol) | ϕはTまで連続に延びて ∥ϕ∥2α,ν,T <∞},

∥ϕ∥2α,ν,T :=

∣∣∣∣Γ(α+1
2

+ iν)

Γ(α+1
2
)

∣∣∣∣2 ∥(1− eiθ)iνϕ∥2α,T

とする. この時,

F̃α,ν := F̃α+2iν : L2
α(R>0)

≃−→ H2
α,ν(T) (unitary).

∈ ∈

ψ
(α)
m 7−→ ϕ

(α,ν)
m

実際,

(ψ(α)
m , ψ(α)

n )α,R>0 = (mνψ
(α)
m ,mνψ

(α)
n )α,R>0 = (F̃α(mνψ

(α)
m ), F̃α(mνψ

(α)
n ))α,T

であり, mνψ
(α)
m ∈ L2

α(R>0)の F̃αによる像を計算すると,

F̃α(mνψ
(α)
m )(eiθ) = 2

α−1
2 (1− eiθ)−

α+1
2 (Fα)(mνϕ

(α)
m )

(
cot

(
θ

2

))
=

Γ(α+1
2

+ iν)

Γ(α+1
2
)

2−iν(1− eiθ)iνϕ(α,ν)
m (eiθ).

よって, F̃α,ν(ψ
(α)
m ) = ϕ

(α,ν)
m であり,

(α)m
m!

δmn = (F̃α(mνψ
(α)
m ), F̃α(mνψ

(α)
n ))α,T = (ϕ(α,ν)

m , ϕ(α,ν)
n )α,ν,T

となる. これを具体的に書き出して整理すると,

1

2π

∫ 2π

0

ϕ(α,ν)
m (eiθ)ϕ

(α,ν)
n (eiθ)(1− eiθ)

α−1
2

+iν(1− e−iθ)
α−1
2

−iνdθ

=
Γ(α +m)

m!

1∣∣Γ(α+1
2

+ iν)
∣∣2 δmn,　 (3.3)

となっており, ϕ
(α,ν)
m は元の CJ多項式の重み函数 (1 − eiθ)

α−1
2 (1 − e−iθ)

α−1
2 の pa-

rameterを複素化した直交多項式系であることがわかる.

Remark 3.2. (1)ϕ
(α,0)
m (eiθ) = ϕ

(α)
m (eiθ)

(2)この一般化された CJ多項式 ϕ
(α,ν)
m はMeixner-Pollaczek(MP)多項式 (詳細は

[KLS]参照)

P (a)
m (x; θ) :=

(2a)m
m!

eimθ
2F1

(
−m, a+ ix

2a
; 1− e−2iθ

)
,
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と

ϕ(α,ν)
m (eiθ) = eim

θ
2P

(α
2 )

m

(
ν +

1

2i
;−θ

2

)
という関係がある. MP多項式には

1

2π

∫ ∞

−∞
e(2θ−π)x|Γ(a+ ix)|2P (a)

m (x; θ)P (a)
n (x; θ)dx

=
Γ(m+ 2a)

(2 sin θ)2am!
δmn, (a > 0, 0 < θ < π)

という直交関係式があったことに注意すれば, ϕ
(α,ν)
m (eiθ)は MP多項式の変数を

parameter, parameterを変数とする直交多項式系であることがわかる.

これはCJ多項式が Laguerre多項式の Fourier変換で得られるのに対し, MP多
項式が Laguerre多項式のMellin変換により得られることの帰結といえる.

4 対称錐上の解析
CJ多項式の多変数化のために必要となる「対称錐上の解析」について, 必要最
低限の事実を [FK]から適当に抜粋する.

V を simpleなEuclidean Jordan 代数, eを Jordan積に関する V の単位元8, Ωを
その既約対称錐とし, nを V のR上の次元, rを V の rankとする. 更に V の重複
度 dを

d :=
2(n− r)

r(r − 1)
(4.1)

で定める9.

Remark 4.1. (1) Jordan代数に不慣れの方は, 以下 V を r次の実対称行列全体
Symr(R), Ωを r次の正定値実対称行列 Symr(R)++と考えていただいて構わない.

また以下いくつか無定義に述べる Jordan代数に関する用語10も, 通常の行列に対
する意味で考えてほしい.

(2) simpleなEuclidean Jordan 代数, およびそれに付随して定まる既約な対称錐は
分類されており, 全部で 5種類しかないことが知られている ([FK] p.97参照).

Lemma 4.2. ([FK]Thm III. 1.3スペクトル分解)任意のx ∈ V に対し,ある Jordan

frame {c1, . . . , cr} ⊂ V (i.e. primitiveな直交ベキ等元からなる complete system)と,

λ1, . . . , λr ∈ Rが存在して,

x =
r∑

j=1

λjcj.

8e ̸= 0とする.
9但し, r = 1のときは d = 0とする

10主座小行列式, tr, det等々
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次に Ωに関する自己同型群とその部分群を導入する. G(Ω) := {g ∈ GL(V ) |
gΩ = Ω}, GをG(Ω)の単位元の連結成分とし, K ⊂ Gを V の単位元 eに関する等
方部分群とする.

V が simpleの時, Kは Jordan frameの集合全体に推移的に作用する ([FK]Cor I

V. 2.7)ので, スペクトル分解と合わせて次の Lemmaを得る.

Lemma 4.3. ([FK] p.102極分解) Jordan frame {c1, . . . , cr}を fixする. このとき
任意の x ∈ V について, k ∈ Kと λ1, . . . , λr ∈ Rが uniqueに存在して,

x = k
r∑

j=1

λjcj, (λ1 ≤ · · · ≤ λr).

以下 Jordan frame {c1, . . . , cr}を fixして考える. この極分解を V 上のK不変関
数の積分で行うと次を得る.

Lemma 4.4. ([FK]ThmVI. 2.3)11 f ∈ L1(V )K とするとき,∫
V

f(x)dx = c̃0

∫
Rr

f(λ1, . . . , λr)
∏

1≤k<l≤r

|λk − λl|ddλ1 · · · dλr. (4.2)

但し dxは V の内積 (u|v) = tr(uv)によって定まる Euclid構造に associateして定
めた (正規化した)Euclid測度であり, λ =

∑r
j=1 λjcj, また c̃0は12

c̃0 := (2π)
n−r
2

r∏
j=1

Γ
(
d
2
+ 1
)

Γ
(
j d
2
+ 1
) . (4.3)

次に対称錐Ω上のガンマ函数と一般階乗ベキを導入する ([FK]ChapterVII). ∆j

を j次の principal minors, s := (s1, . . . , sr) ∈ Cr, |s| =
∑r

j=1 sjとし,

∆s(x) := ∆(x)sr
r−1∏
j=1

∆j(x)
sj−sj+1 (4.4)

とする. ただし∆(x) := ∆r(x) = det(x)である. このとき対称錐 Ω上のガンマ函
数を次で導入する.

ΓΩ(s) :=

∫
Ω

e−tr(x)∆s(x)∆(x)−
n
r dx. (4.5)

ΓΩ(s)はℜsj > (j − 1)d
2
(j = 1, . . . , r)でwell-definedで,

ΓΩ(s) = (2π)
n−r
2

r∏
j=1

Γ

(
sj − (j − 1)

d

2

)
(4.6)

11但し [FK]では, K 不変とは限らない一般の可積分函数に関する形で述べられている.
12[FK]の c0 との関係は c0 = r!c̃0.
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となる. 更にこの ΓΩ(s)を用いて, s ∈ Crとm ∈ Zr
≥0に対し一般階乗ベキ (s)mを

(s)m :=
ΓΩ(s+m)

ΓΩ(s)
=

r∏
j=1

(
sj − (j − 1)

d

2

)
mj

(4.7)

で定める.

P(V )を V 上の多項式環とすると, P(V )はGの作用で

P(V ) =
⊕
m∈P

Pm

と無重複に分解される. ここでPは分割全体

P := {m = (m1, . . . ,mr) ∈ Zr
≥0 | m1 ≥ · · · ≥ mr} (4.8)

で, Pmは有限次元の既約G部分加群である. 以下Pmの次元を dmとする.

Lemma 4.5. ([FK]ThmXI. 2.3) ℜα > (r − 1)d
2
のとき, 任意の p ∈ Pm, y ∈ Ωに

ついて13 ∫
Ω

e−(y|x)p(x)∆(x)α−
n
r dx = ΓΩ(m+ α)∆(y)−αp(y−1). (4.9)

ただし, ΓΩ(m+ α)において α = (α, . . . , α) ∈ Crとみなしている.

PmのK不変多項式のなす部分空間PK
m は 1次元であり, 球多項式

Φ(d)
m (x) :=

∫
K

∆m(kx)dk (m ∈ P) (4.10)

で生成される. ここで dkはKの normalized Haar測度である14. 以下, 重複度 dを
適宜省略して単にΦm(x)と書く.

Remark 4.6. (1)Φm ∈ PK
m ゆえ, 極分解 x = k

∑r
j=1 λjcjより,

Φm(λ1, . . . , λr) := Φm

(
r∑

j=1

λjcj

)
(= Φm(x))

と表せることに注意しておく.

(2)主に統計で伝統的に用いられる帯球多項式Zmと球多項式Φmの関係は

Zm(x) = dm
|m|!(
n
r

)
m

Φm(x)

13より一般に y ∈ Ω+ iV について成立する.
14よって特に Φ

(d)
m (e) = 1である.

8



であり, Jack多項式 J
(β)
m との関係は

J
( 2
d
)

m (λ1, . . . , λr) =

(
2

d

)|m|(
d

2
r

)
m

Φ(d)
m (λ1, . . . , λr)

である.

(3) r = 2のとき, Φ
(d)
m はGaussの超幾何函数を用いて次のように表せる15.

Φ(d)
m1,m2

(λ1, λ2) = λm1
1 λm2

2 2F1

(
−(m1 −m2),

d
2

d
;
λ1 − λ2
λ1

)
.

球多項式Φm(x)は, 一変数におけるベキ函数 xmの多変数化であり, これを用いて
以下のようなTaylor展開の類似が成り立つ.

Lemma 4.7. ([FK] p.240 - 244,球Taylor展開) ψを e ∈ V 近傍で解析的なK不変
函数とするとき, ある複素数列 {am} ⊂ Cが uniqueに存在して16,

ψ(e+ u) =
∑
m∈P

dm
am(
n
r

)
m

Φm(u).

この Lemmaを用い一般二項係数
(
m
k

)
d
を球多項式 Φ

(d)
m (x)の単位元 e近傍の球

Taylor展開の展開係数として導入する.

Φ(d)
m (e+ x) =

∑
k⊂m

(
m

k

)
d

Φ
(d)
k (x). (4.11)

球多項式Φm(x)と同様に, 重複度 dは適宜省略して単に
(
m
k

)
と書く.

Remark 4.8. (1)一般二項係数
(
m
k

)
d
は, Shifted Jack多項式 P ∗

k(m; β)を用いて,(
m

k

)
d

=
P ∗
k(m; (2

d
))

H( 2
d
)(k)

と表せることが知られている [OO]. ただしHβ(k)は kを分割 (Young diagram)と
したときの hook lengthの積の β変形,

Hβ(k) :=
∏
µ⊆k

(a(µ) + βl(µ) + 1)

である17.

(2)一変数の場合, 二項係数
(
m
k

)
と階乗ベキとの間には(
m

k

)
= (−1)k

(−m)k
k!

15dを continuousに考えれば, より一般に Jack多項式に対しても成り立つ
16この {am}も一変数のときと同様, 函数 ψの高階微分から決まるが, 詳細は省略する.
17ここで a(µ), l(µ)は Young図形の”手長”と”足長”.
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という関係があった. しかし多変数の場合, 一般には(
m

k

)̸
=(−1)|k|dk

(−m)k(
n
r

)
k

となる. 超幾何多項式を多変数化する際には, このどちらで考えるのかが重要な点
になる.

次いで多変数の Plancheralの定理について述べよう.

Lemma 4.9. ([FK]Chapter IX, Section 3) F を V 上の Fourier変換

(Fψ)(t) :=

∫
V

e−i(t|u)ψ(u)du

とする. このとき
F : L2(Ω)

≃−→ H2(V ) (unitary).

但し,

L2(Ω) := {ψ : Ω −→ C | ∥ψ∥2Ω <∞},

∥ψ∥2Ω :=

∫
Ω

|ψ(u)|2du,

H2(V ) := {Ψ : HΩ := V + iΩ −→ C (hol) | ∥Ψ∥2V <∞},

∥Ψ∥2V :=
1

(2π)n

∫
V

|Ψ(t)|2dt.

最後に多変数の Laguerre多項式について述べる.

Theorem 4.10. ([FK]ChapterXV, Section 4) α > n
r
− 1とし,

L2
α(Ω) := {ψ : Ω −→ C | ∥ψ∥2α,Ω <∞},

∥ψ∥2α,Ω :=
2rα

ΓΩ(α)

∫
Ω

|ψ(u)|2∆(u)α−
n
r du,

ψ(α)
m (u) := e−tr(u)L(α−1)

m (2u),

L(α−1)
m (x) := dm

(α)m(
n
r

)
m

∑
k⊂m

(
m

k

)
1

(α)k
Φk(−x),

とする. このとき, {ψ(α)
m }mは L2

α(Ω)
K の直交基底で, そのノルムは

∥ψ(α)
m ∥2α,Ω = dm

(α)m(
n
r

)
m

.
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5 Multivariate circular Jacobi polynomials

一変数のとき, Shenの結果はCJ多項式の性質を, Fourier変換によってLaguerre

多項式に帰着させるというものだった. Laguerre多項式に関しては既に多変数化が
得られており, 多変数の Fourier変換 (Plancheralの定理)も知られているので, こ
れらを組み合わせれば Shenの結果が多変数化, 更にその変形も得られることが期
待される. これは実際にうまくいって, 次のような結果を得る.

Theorem 5.1. MCJ多項式 ϕ
(α,ν)
m を以下のように定める.

ϕ(α,ν)
m (eiθ) := dm

(α)m(
n
r

)
m

∑
k⊂m

(−1)|k|
(
m

k

)(1
2

(
α + n

r

)
+ iν

)
k

(α)k
Φk(e− eiθ) (5.1)

但し, θ =
∑r

j=1 θjcjであり,

eiθ =
r∑

j=1

eiθjcj

である18.

α > n
r
− 1, ν ∈ Rのとき, 任意のm,n ∈ Pについて,

c̃0
(2π)n

∫
Tr

ϕ(α,ν)
m (eiθ)ϕ

(α,ν)
n (eiθ)

·
r∏

j=1

(1− eiθj)
1
2(α−

n
r )+iν(1− e−iθj)

1
2(α−

n
r )−iν

∏
1≤k<l≤r

|eiθk − eiθl |ddθ1 · · · dθr

= dm
ΓΩ(α +m)(

n
r

)
m

1∣∣ΓΩ

(
1
2

(
α+ n

r

)
+ iν

)∣∣2 δmn (5.2)

が成り立つ.

Remark 5.2. (1)α = n
r
, ν = 0のとき, ϕ

(α,ν)
m (eiθ)は球多項式に, (5.2)は球多項式

の直交関係式に退化する.

ϕ
(n
r
,0)

m (eiθ) = dm
∑
k⊂m

(−1)|k|
(
m

k

)
Φk(e− eiθ) = dmΦm(eiθ),

c̃0
(2π)n

∫
Tr

ϕ
(n
r
,0)

m (eiθ)ϕ
(n
r
,0)

n (eiθ)
∏

1≤k<l≤r

|eiθk − eiθl|ddθ1 · · · dθr = dm
1

ΓΩ

(
n
r

)δmn.

ゆえにMCJ多項式は, 球多項式Φm(eiθ)の 2-parameter変形とみなせる.

(2) (5.2)の左辺の積分のweight函数

r∏
j=1

(1− eiθj)
1
2(α−

n
r )+iν(1− e−iθj)

1
2(α−

n
r )−iν

∏
1≤k<l≤r

|eiθk − eiθl|d

18Φk の中のただの eは exponentialではなく, V の単位元である.
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は [BNR]で導入された circular Jacobi ensemble(CJE)に他ならない. [BNR]では
CJEを density函数に持つようなランダム行列の構成を行っているが, MCJ多項
式との関連は現在のところ不明である.

証明は一変数の時と全く同様である. まず Lem4.9を用いると,

(ψ(α)
m , ψ(α)

n )α,Ω =
2rα

ΓΩ(α)

∫
Ω

∆(u)
1
2(α−

n
r )ψ(α)

m (u)∆(u)
1
2(α−

n
r )ψ

(α)
n (u)du

=
2rα

ΓΩ(α)

1

(2π)n

∫
V

F (∆(u)
1
2(α−

n
r )ψ(α)

m )(t)F (∆(u)
1
2(α−

n
r )ψ

(α)
m )(t)dt

=
2rα

ΓΩ(α)

∣∣ΓΩ

(
1
2

(
α + n

r

))∣∣2
(2π)n

∫
V

Ψ(α)
m (t)Ψ

(α)
n (t)dt

となる. ここでΨ
(α)
m は ψ

(α)
m のmodified Fourier変換

Fα(ψ)(t) :=
1

Γ
(
1
2

(
α+ n

r

))F (ψ∆(u)
1
2(α−

n
r )
)
(t)

の像であり, これは Lem4.5を用いて計算すると,

Ψ(α)
m (t) := Fα(ψ

(α)
m )(t)

= ∆(e+ it)−
1
2(α+

n
r )dm

(α)m(
n
r

)
m

∑
k⊂m

(−1)|k|
(
m

k

)(1
2

(
α + n

r

))
k

(α)k
Φk(2(e+ it)−1)

となっていることに注意しよう.

さてΨ
(α)
m はK不変なので, Lem4.4を用いると, t ∈ V の極分解を t = k

∑r
j=1 λjcj

として,∫
V

Ψ(α)
m (t)Ψ

(α)
n (t)dt = c̃0

∫
Rr

Ψ(α)
m (λ1, . . . , λr)Ψ

(α)
n (λ1, . . . , λr)

∏
1≤k<l≤r

|λk − λl|ddλ1 · · · dλr.

とRr上の積分に書き換えられるが, これを更に λj = cot
(

θj
2

)
と変数変換すると,

Ψ(α)
m

(
cot

(
θ1
2

)
, . . . , cot

(
θr
2

))
= 2−

1
2
(rα+n)

r∏
j=1

(1− eiθj)
1
2(α+

n
r )ϕ(α,0)

m (eiθ)

となり, 結局

dm
(α)m(
n
r

)
m

δmn = (ψ(α)
m , ψ(α)

n )α,Ω

=
c̃0

(2π)n
ΓΩ

(
1
2

(
α+ n

r

))2
ΓΩ(α)

∫
Tr

ϕ(α,0)
m (eiθ)ϕ

(α,0)
n (eiθ)

·
r∏

j=1

(1− eiθj)
1
2(α−

n
r )(1− e−iθj)

1
2(α−

n
r )

∏
1≤k<l≤r

|eiθk − eiθl |ddθ1 · · · dθr

=: ∥ψ(α,0)
m ∥2α,Σ (5.3)
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となって, ν = 0の場合のMCJ多項式の直交性が得られた19.

ϕ
(α,ν)
m (eiθ)を得るには, ν ∈ Rに対し, L2

α(Ω)
Kにおける unitary作用素

mν : L2
α(Ω)

K −→ L2
α(Ω)

K (ψ 7−→ ∆(u)iνψ)

を考え, これも一変数の時と同様に議論すればよい.

ユニタリ同型写像の形で書くと次のようになる. DΩを, tube領域HΩ := V + iΩ

の逆Cayley変換で定まる有界対称領域

DΩ := p(HΩ) (p(z) := (z − ie)(z + ie)−1),

Σをその Shilov境界とする. このとき

H2
α,ν(Σ) := {ϕ : DΩ −→ C (hol) | ∥ψ∥2α,ν,Σ <∞}

とし, ϕ ∈ H2
α,ν(Σ)

Kに対し ∥ψ∥2α,ν,Σを (5.3) で定めた ∥ψ∥2α,Σを用いて

∥ϕ∥2α,ν,Σ :=

∣∣∣∣∣ΓΩ

(
1
2

(
α + n

r

)
+ iν

)
ΓΩ

(
1
2

(
α + n

r

)) ∣∣∣∣∣
2

∥
r∏

j=1

(1− eiθj)iνϕ∥2α,Σ

で定め20, Fourier変換 (+Cayley変換)を

F̃α(ψ)(e
iθ) := 2

1
2
(rα+n)

r∏
j=1

(1− eiθj)−
1
2(α+

n
r )(Fα)(ψ)

(
r∑

j=1

cot

(
θj
2

)
cj

)

とする.

Theorem 5.3.

F̃α,ν := F̃α+2iν : L2
α(Ω)

K ≃−→ H2
α,ν(Σ)

K (unitary).

∈ ∈

ψ
(α)
m 7−→ ϕ

(α,ν)
m

Remark 5.4. MCJ多項式の直交性を示すのに, 多変数の Laguerre多項式の直
交性を用いた. ところがその多変数 Laguerre多項式の直交性は, 実は球多項式の
weighted Bergmann空間での直交性に由来する ([FK]ChapterXV, Section 4). す
なわち球多項式 Φm を Cayley変換して, 逆 Laplace変換をすると ψ

(α)
m が得られ,

Plancheralの定理よりその直交性も従う. なので球多項式Φmの 2-parameter変形
であるMCJ多項式 ϕ

(α,ν)
m は, 元の球多項式Φmから得られる, という不思議なこと

が起こっている.

19∥ψ∥2α,Σは本来DΩの Shilov境界上の積分として定義されるが, [FK]PropX. 2.4によって V 上
の積分となり, 更に極分解して変数変換すると結局 Tr 上の積分になる.

20Shilov境界上の一般にK 不変とは限らない函数に関してもノルムは定義される.
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6 Concluding remarks

今後の課題としては, 第一にMCJ多項式の基本的な性質の解明がある. 一変数
の場合には本稿で述べた手法により直交性だけでなく母函数, 微分方程式, 隣接関
係式等多くの基本的性質が得られるが, 多変数の場合にはまだ直交性と母函数しか
わかっていないのでその他の諸性質の解明を試みたい.

特に後述する固有値問題との関連を考察するためにも微分方程式が欲しいとこ
ろであるが, 多変数 Laguerre多項式である ψ

(α)
m の微分方程式を F̃α,ν で intertwine

すると擬微分作用素 (積分)が出てきてしまうため, そう簡単ではない21. MCJ多
項式が球多項式に退化する α = n

r
, ν = 0の時には擬微分作用素の項は消え微分作

用素の固有函数となるが, 一般の場合には擬微分作用素が残り, これをどう扱うか
が問題となる.

次にMCJ多項式の重複度 dを continuousにした拡張 (Jack化)の問題が挙げら
れる. 実際, 既に多変数のLaguerre多項式に関しては Jack化がなされており [BF],

MCJ多項式を特殊化した ϕ
(n
r
,0)

m は Jack多項式として実際にそのような拡張がなさ
れるので, 一般のMCJ多項式についてもそのような拡張が期待される. 応用する
上でもこの拡張は非常に意味があり, それゆえに重要な問題である. しかしその証
明となると「対称錐上の解析」を用いる手法では限界があり, Jack多項式をはじめ
とする多くの多変数直交多項式系と同様に, MCJ多項式を同時固有函数にもつよ
うな可換な微分作用素族の固有値問題を考察する必要があると考えられる. また
それと密接に関連する問題として, (非対称)Jack多項式が (A型の)退化二重Hecke

代数で記述されることから, その変形であるMCJ多項式の同様な代数的取り扱い
に関する研究も挙げられる.

最後にMCJ多項式の応用, 特にランダム行列との関係をあげておきたい. 既に
述べたように, MCJ多項式はCJEをweight函数とする直交多項式系であるが, そ
れがランダム行列論の文脈でどういう意味を持つのかは現在のところ不明である.

CJEないしはそれを densityにもつランダム行列由来の何らかの期待値の計算と関
連するとは期待されるが, 詳細は今後の課題である.
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