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概 要
複素鏡映群 Gは多項式環 Rに自然に作用し、不変式部分環は基本不変式で生成される多項

式環になる。基本不変式で生成される Rのイデアルを I とするとき、剰余環 R/I は Gの余不
変式環と呼ばれ、その性質はよく知られている。本講演では、イデアル I の代わりに、基本不変
式とは限らない、定数ではない斉次 G-不変式で生成されるイデアル J をとり、剰余環 R/J を
考える。例えば、R/J がベクトル空間として有限次元になる条件や、R/J の次数 G-加群構造な
どを調べる。
また、関連する話題として、複素鏡映群の余不変式環の強レフシェツ性について、これまで

わかっている事実を述べる。

1 序
序では、対称群の場合で説明をするが、本講演では、対称群に限らず、複素鏡映群で議論をす
る。n次対称群 Sn が、多項式環 R = C[x1, x2, . . . , xn]に作用しているとき、不変式部分環

RSn = {f ∈ R | σf = f,σ ∈ Sn}

は、n個の多項式で生成される多項式環であることが知られており、その生成系を基本不変式と呼
ぶ。基本不変式は、一意的ではないが、例えば基本対称式 e1, e2, . . . , en でとれる。つまり、

RSn = C[e1, e2, . . . , en]

である。I を、Rの基本不変式で生成されるイデアル、つまり I = (e1, e2, . . . , en) とおくとき、剰
余環

R/I = C[x1, x2, . . . , xn]/(e1, e2, . . . , en)

を、対称群の余不変式環と呼ぶ。対称群の余不変式環は、次のような性質を持つ。

(1) (Sn-加群構造) Sn-加群として、R/I " CSn である。

(2) (調和多項式) Rの次数部分ベクトル空間 H が存在して、H ⊗C RSn " R (h⊗ f $→ hf) が同
型になる。

(3) (次数 Sn-加群構造) R/I に出現する各 Sn-既約表現の重複度は (1)よりわかるが、より詳しく、
R/I の各斉次成分における重複度もわかる (fake degree)。

さて、基本不変式とは限らない、斉次で定数ではない Sn-不変式の列 f1, f2, . . . , fn ∈ RSn をと
り、J = (f1, f2, . . . , fn) とおいたとき、剰余環

R/J = C[x1, x2, . . . , xn]/(f1, f2, . . . , fn)

に対して、上の余不変式環の性質に対応することを調べるのが本講演の目的である。時間が許せ
ば、加えて、余不変式環 R/I や、剰余環 R/J の強レフシェッツ性についても触れる。
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表 1: 既約な実鏡映群

型 G 位数 基本次数

An Sn+1 (n+ 1)! 2, . . . , n+ 1 (n ≥ 1)

Bn Sn ! (Z2)n 2nn! 2, 4, . . . , 2n (n ≥ 2)

Dn Sn ! (Z2)n−1 2n−1n! 2, 4, . . . , 2(n− 1);n (n ≥ 4)

E6 51840 2, 5, 6, 8, 9, 12

E7 2903040 2, 6, 8, 10, 12, 14, 18

E8 696729600 2, 8, 12, 14, 18, 20, 24, 30

F4 1152 2, 6, 8, 12

G2 12 2, 6

H3 120 2, 6, 10

H4 14400 2, 12, 20, 30

I2(m) 2m 2,m m = 5 or m ≥ 7

2 複素鏡映群の余不変式環
2.1 複素鏡映群

本講演では、有限複素鏡映群のみ考える。

定義 1 (複素鏡映群). Cn上の鏡映とは、恒等写像ではないが、ある超平面上では恒等写像である
ような、対角化可能な線型写像のことである。特に、位数有限の鏡映は、対角化可能で、その固有
値は 1が重複度 n− 1であり、残りひとつの固有値は 1の冪根であるような、恒等写像ではないユ
ニタリ変換のことである。
Cn 上のいくつかの鏡映で生成される群を複素鏡映群と呼ぶ。

注意 2. 実鏡映群 (有限コクセター群. 表 1) は、複素鏡映群であり、かつ、固有値が「1の冪根」
とあるところを、「−1」に換えたものに相当する。また、ワイル群は、実鏡映群のうち、H3, H4,

I2(m) 型を除いたものに相当する。

定理 3 (Shephard-Todd [13]). Gを U(n)の有限部分群とし、R = C[x1, x2, . . . , xn]に自然に作用
しているとするとき次は同値である。

(1) Gは複素鏡映群である。

(2) Rの G-不変式部分環 RG は、n個の代数独立な G-不変式で生成される多項式環である。

上の定理における、複素鏡映群の不変式部分環を生成する n個の不変式を基本不変式と呼ぶ。基
本不変式は、代数独立よりも強く、正則列 (定義は、定義 11に後述するが、ここでは、基本不変
式で生成されるイデアルによる剰余環が、ベクトル空間として有限次元になることと思って構わ
ない) になることが知られている。基本不変式は一意的ではないが、斉次にとることができ、その
次数は一意的である。この次数たちを Gの基本次数と呼ぶ。また、基本次数の積は群の位数に等
しい。

定理 4 (Shephard-Todd [13]). 既約な有限複素鏡映群は次のように分類される。
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1. n次対称群 (n ≥ 2)

2. G(r, p, n) (r ≥ 2, n ≥ 1, p | r, (r, p, n) (= (2, 2, 2))

3. 34個の primitive 群

ただし、G(r, p, n)は、

G(r, p, n) = A(r, p, n)" Sn,

A(r, p, n) =










ω1 0 · · · 0

0 ω2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · ωn





∣∣∣∣
(ωj)r = 1 and

(ω1ω2 · · ·ωn)r/p = 1






で定義され、その位数などを表 2 に示した。34個の primitive 群は、表 3 に位数などを示した。

2.2 複素鏡映群の余不変式環

G ⊂ U(n)を階数 nの複素鏡映群とし、R = C[x1, x2, . . . , xn]に自然に作用しているとする。G

の基本不変式で生成される Rのイデアルを I とする。複素鏡映群の余不変式環に対して以下の事
実が知られている。

命題 5 (G-加群構造). Gの余不変式環 R/I は、Gの群環 CGと G-加群同型である。

命題 6 (調和多項式). (1) H ⊕ I = R を満たす R の部分次数ベクトル空間 H に対して、

H ⊗C RG " R

h⊗ f $→ hf

は同型である。つまり、Rは RG上自由である。さらに、H として、Rの次数G-部分加群である
ものをとれば、上の同型は、次数 G-加群としての同型である。
(2) 上のH として、

H = {h ∈ R | f(∂)(h) = 0, f ∈ I}

がとれる。ここに、f(∂) は、f の変数に対応する偏微分作用素を代入して得られる、定数係数微
分作用素である。特に、こうして定めたH は次数 G-加群である。

表 2: G(r, p, n)

群 階数 位数 基本次数

G(r, p, n) n rnn!/p r, 2r, . . . , (n− 1)r; nr/p
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表 3: primitiveな既約複素鏡映群

No. 階数 位数 基本次数

4 2 24 4, 6

5 2 72 6, 12

6 2 48 4, 12

7 2 144 12, 12

8 2 96 8, 12

9 2 192 8, 24

10 2 288 12, 24

11 2 576 24, 24

12 2 48 6, 8

13 2 96 8, 12

14 2 144 6, 24

15 2 288 12, 24

16 2 600 20, 30

17 2 1200 20, 60

18 2 1800 30, 60

19 2 3600 60, 60

20 2 360 12, 30

21 2 720 12, 60

22 2 240 12, 20

No. 階数 位数 基本次数

23 3 120 2, 6, 10 H3

24 3 336 4, 6, 14

25 3 648 6, 9, 12

26 3 1296 6, 12, 18

27 3 2160 6, 12, 30

28 4 1152 2, 6, 8, 12 F4

29 4 7680 4, 8, 12, 20

30 4 14400 2, 12, 20, 30 H4

31 4 64 · 6! 8, 12, 20, 24

32 4 216 · 6! 12, 18, 24, 30

33 5 72 · 6! 4, 6, 10, 12, 18

34 6 108 · 9! 6, 12, 18, 24, 30, 42

35 6 72 · 6! 2, 5, 6, 8, 9, 12 E6

36 7 8 · 9! 2, 6, 8, 10, 12, 14, 18 E7

37 8 192 · 10! 2, 8, 12, 14, 18, 20, 24, 30 E8

命題 6のH の最高次成分は 1次元であるが、命題 6の (2)のようにとったH の最高次成分の基
底を、R/I のMacaulay dual と呼ぶ。一般にMacaulay dualは、Artin Gorenstein環と呼ばれ
る次数環に対して定義される (次数環が Artinであることはベクトル空間として有限次元であるこ
とと同値であり、Artin次数環が Gorensteinであるとは、どんな 1次式を乗じても 0になる元の
なす部分空間が 1次元であることと同値である)。

定義 7 (Macaulay dual). R = C[x1, x2, . . . , xn], Q = C[∂1, ∂2, . . . , ∂n]とする。ただし、∂j は xj

に対応する偏微分作用素であり、QはR上に偏微分で作用する。Qの斉次イデアル J により、Q/J

が Artin Gorensteinであるとき、F ∈ R であって、

AnnQ(F ) = J

となるものが、定数倍を除いて一意に存在する。
Rのイデアル I に対して、R/I が Artin Gorensteinのとき、RとQを自然に同一視して、I に
対応する Qのイデアルを J とし、上のように、AnnQ(F ) = J を満たす F ∈ R をとる。この F

を、R/I の Macaulay dual と呼ぶ。
このとき、Macaulay dual F の任意の偏微分全体で張られる空間、つまり、Q.F ⊂ R は、

Q.F ⊕ I = R

を満たすことが知られている。
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余不変式環の次数 G-加群構造、つまり、各斉次成分にどの既約表現がいくらの重複度で出現す
るかは、特に、Gが対称群の場合は、良く知られた組合せ論的公式がある。
n 次対称群 Sn の既約表現の同値類は、n の分割 λ でパラメトライズされる。分割は、文脈
によってはヤング図形とみなす。λ に対応する既約表現を Sλ で表し、Sn の余不変式環 R/I =

C[x1, x2, . . . , xn]/(e1, e2, . . . , en) における、Sλ の次数付き重複度を、次で定める。

grmult(R/I,λ) =
∑

i≥0

[(R/I)i : S
λ]qi.

ただし、[(R/I)i : Sλ]は、R/I の i次斉次成分における、Sλ の重複度を表す。このとき、次の公
式が知られている。

命題 8 (Stanley. 対称群の既約表現の fake degree). n次対称群 Sn の余不変式環 R/I における、
既約表現 Sλ の次数付き重複度は、次で与えられる。

grmult(R/I,λ) = qn(λ) · [n]!∏
x∈λ[h(x)]

.

ただし、λ = (λ1,λ2, . . .)は nの分割であり (λ1 ≥ λ2 ≥ · · · )、h(x)はヤング図形 λの箱 x におけ
るフック長を表し、

n(λ) =
∑

i≥1

(i− 1)λi

である。また、非負整数 aに対し、q-整数 [a]と、q-階乗 [a]!を

[a] = 1 + q + · · ·+ qa−1, [a]! = [1][2] · · · [a]

と定める。

例 9. 4次対称群の余不変式環 R/I は、斉次成分の次元が、0次斉次成分から順に、1, 3, 5, 6, 5,

3, 1 である。λ = (2, 2) でパラメトライズされる 2次元既約表現の次数付き重複度は

grmult(R/I,λ) = q2
[1][2][3][4]

[3][2][2][1]
= q2 + q4

である。つまり、余不変式環の 2次と 4次の斉次成分に 1つずつ Sλ が現れる。

また、複素鏡映群G(r, p, n)に対しても、組合せ論的な記述がある。複素鏡映群G(r, 1, n)の既約
表現は、分割の列 α = (α0,α1, . . . ,αr−1) であって、

∑
i |αi| = n なるものでパラメトライズされ

る。分割 αi に対して、miを分割の長さとし、列 Tiを Ti = αi +(mi − 1,mi − 2, . . . , 0)で定める。

命題 10 (次数G-加群構造. Malle [9]). 複素鏡映群G(r, 1, n)の余不変式環をR/I とし、複素鏡映
群 G(r, p, n)の余不変式環を R/I ′ とする。

(1) G(r, 1, n)の余不変式環 R/I における、分割の列 α = (α0,α1, . . . ,αr−1) でパラメトライズさ
れる既約表現の次数付き重複度は、次で与えられる。

grmult(R/I,α) =
n∏

i=1

(xir − 1)
d−1∏

i=0

∆(Ti, xr)xi|αi|

Θ(Ti, xr)xr(mi−1
2 )+r(mi−2

2 )+···
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ここに、正整数の有限集合 T に対して、

∆(T, x) =
∏

λ,λ′∈T,
λ<λ′

(xλ − xλ′
), Θ(T, x) =

∏

λ∈T

λ∏

h=1

(xh − 1)

である。

(2) G(r, p, n)の余不変式環 R/I ′ における、G(r, p, n)の既約表現 χの次数付き重複度は、次で与
えられる。

grmult(R/I ′,χ) =
xrn/p − 1

xrn − 1
·

∑

α∈ ̂G(r,1,n)

〈χ,α|G(r,p,n)〉 · grmult(R/I,α).

また、例外型ワイル群などを含む、34個の例外型複素鏡映群についても、次数G-加群構造は知
られている。

3 正則列になるための必要条件
3.1 正則列

Gを階数 nの複素鏡映群、R = C[x1, x2, . . . , xn]とし、I を基本不変式で生成されるRのイデア
ルとする。また、基本不変式とは限らない、定数ではない斉次不変式からなる列 f1, f2, . . . , fn ∈ RG

をとり、J = (f1, f2, . . . , fn) により Rのイデアル J を定める。R/I はベクトル空間として有限次
元であったが、R/J は有限次元になるとは限らない。R/J がベクトル空間として有限次元になる
とき、列 f1, f2, . . . , fn を正則列と呼ぶ。正則列は、一般には次で定義されるが、本講演において
は、長さ nの正則列しか考えないので、その場合は、剰余環がベクトル空間として有限次元である
ことと同値である。

定義 11 (正則列). 環 R の元の列 f1, f2, . . . , fm が正則列であるとは、次の条件を満たすことを
言う。

1. f1 は非零因子である

2. 各 2 ≤ i ≤ m に対し、fi は R/(f1, f2, . . . , fi−1)の非零因子である

以下、この節では次の問題を考える。

問題 12. Gを階数 nの複素鏡映群、R = C[x1, x2, . . . , xn]とする。基本不変式とは限らない、定
数ではない斉次G-不変式からなる列 f1, f2, . . . , fn ∈ RG が、正則列になるための必要十分条件は
何か。

3.2 Conca-Krattenthaler-Watanabeの結果

問題 12については、ほぼ何もわかっていないといってよいが、Gが対称群である場合は、Conca-
Krattenthaler-Watanabe [3] に部分的な回答がある。Conca-Krattenthaler-Watanabe [3] では、主
に、冪和対称式からなる列や、完全対称式からなる列が正則列になる条件を調べ、条件を与えたり
予想を立てたりしている。
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また、本講演では触れないが、Kumar [8] では、列の長さが n未満の場合に対する正則列である
ための条件や、素イデアルを生成するための条件を考察している。

命題 13 ([3, Conca-Krattenthaler-Watanabe]). a, b, c, dを異なる正整数とする。

(1) 2変数多項式環において、冪和対称式の列 pa, pb が正則列であることは、a/gと b/gの少なく
とも一方が偶数であることと同値である。ただし、g = gcd(a, b)である。

(2) 2変数多項式環において、完全対称式の列 ha, hb が正則列であることは、gcd(a+1, b+1) = 1

であることと同値である。

(3) 3変数多項式環において、pa, pb, pc が正則列ならば、6 | abc である。

(4) 3変数多項式環において、ha, hb, hc が正則列ならば、次の 3条件を満たす。

(a) 6 | abc

(b) gcd(a+ 1, b+ 1, c+ 1) = 1

(c) 3以上の任意の整数 tに対して、ある u ∈ {a, b, c} が、u+ 2 (≡ 0, 1 (mod t) を満たす。

(5) 4変数多項式環において、pa, pb, pc, pd が正則列ならば、次の 3条件を満たす。

(a) a, b, c, dのうち、少なくとも 2つが 2の倍数であり、少なくとも 1つが 3の倍数であり、少
なくとも 1つが 4の倍数である。

(b) Eを a, b, c, dのうち偶数のものからなる集合とし、g = gcd(E)とすると、集合 {t/g | t ∈ E}
は偶数を含む。

(c) {a, b, c, d}は {t, 2t, 5t}の形の部分集合を含まない。

注意 14. 命題 13 の (3), (4), (5) の逆も成立すると、[3]では予想している。そして、(3)について
は、a = 1 かつ 2 ≤ b ≤ 7 の場合などに逆が成立することを示している。

3.3 不変式の列が正則列になるための必要条件

問題 12について、必要条件であれば、一般の複素鏡映群に対して結果が得られる。次の補題は、
その必要条件を導くために用い、また、4.2 の定理 24にも必要である。

補題 15. G を階数 n の複素鏡映群とし、R = C[x1, x2, . . . , xn] に自然に作用しているとする。
f1, f2, . . . , fn ∈ RG が、定数ではない斉次 G-不変式からなる正則列であるとする。このとき、次
が成立する。

(1) 次の同型を与えるような、Rの次数 G-部分加群H が存在する:

H ⊗C RG " R

h⊗ f $→ hf
(RG-加群同型).

(2) 次の同型を与えるような、Rの次数 G-部分加群H と、RG の次数部分空間 U が存在する:

H ⊗C U ⊗C C[f1, f2, . . . , fn] " R

h⊗ u⊗ f $→ uhf
(C[f1, f2, . . . , fn]-加群同型).
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(3) 次の同型を与えるような、Rの次数 G-部分加群 V が存在する:

V ⊗C C[f1, f2, . . . , fn] " R

v ⊗ f $→ vf
(C[f1, f2, . . . , fn]-加群同型).

さらに、H の場合と同様に、R/(f1, f2, . . . , fn)のMacaulay dualのすべての偏微分で張られ
る空間を V としてとることができる。

上の 3つの同型は、次数 G-加群同型でもある。

Proof. (1)は命題 6で既に見た。(3)は (2)のH ⊗C U (を積で Rに写した像) を V とおけば直ち
に得られる。また、3つの同型が、次数G-加群同型になることは、H, U , V がG-加群であること
と、同型写像の形から明らかである。
(2)を示す。Bruns-Herzog [2, Lemma 6.4.14] を用いると、RG は C[f1, f2, . . . , fn]上自由であ
り、その基底は斉次式でとれることがわかる。その基底で張られる次数ベクトル空間を U ⊂ RGと
すると、

RG " U ⊗C C[f1, f2, . . . , fn]

となる。これと (1)を合わせると、求める同型が従う。

この補題を用いると次の定理が証明できる。

定理 16. Gを階数nの複素鏡映群とし、基本次数を δ1, δ2, . . . , δnとする。GがR = C[x1, x2, . . . , xn]

に自然に作用しており、f1, f2, . . . , fn ∈ R が、定数ではない斉次G-不変式からなる正則列である
とし、dj = deg fj とおく。このとき、次が成立する。

(1)
(1− qd1)(1− qd2) · · · (1− qdn)

(1− qδ1)(1− qδ2) · · · (1− qδn)
は非負整数係数多項式である。

(2) 任意の k ≥ 1に対して、#{j | dj は kの倍数である } ≥ #{j | δj は kの倍数である }.

(3) #G | d1d2 · · · dn である。

Proof. (1) 補題 15の (1)と (2)の左辺どうしは等しいから、それらを比較すると、U のヒルベル
ト関数がわかる。

Hilb(U) =
Hilb(RG)

Hilb(C[f1, f2, . . . , fn])

=
(
∏n

i=1(1− qδi))−1

(
∏n

i=1(1− qdi))−1

=

∏n
i=1(1− qdi)∏n
i=1(1− qδi)

.

これはベクトル空間として有限次元である U のヒルベルト関数だから、非負整数係数多項式でな
くてはならない。
(2) Φk = Φk(q) を、1の原始 k 乗根を根に持つ円周等分多項式とする。Φk は既約な整数係数

monic多項式であり、

1− qd =
∏

k|d

Φk
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を満たす。(1)の分数式を分子も分母もΦkを用いて書き直すと、これが多項式になるためには、各
k に対して、分母に現れる Φk の個数よりも分子に現れる Φk の個数が以上でなくてはならない。
これは、(2)で求める条件に他ならない。
(3) (1)において、q → 1とすると、d1d2 · · · dn/δ1δ2 · · · δn となるが、これは整数でなくてはなら
ない。よって、δ1δ2 · · · δn | d1d2 · · · dn である。最後に、#G = δ1δ2 · · · δn だから、#G | d1d2 · · · dn
である。

G = Sn の場合に定理 16の (2)と (3)を書き下すと、直ちに次の系が得られる。

系 17. R = C[x1, x2, . . . , xn] とする。f1, f2, . . . , fn ∈ RSn を定数ではない斉次対称式からなる正
則列であるとし、dj = deg fj とおく。このとき、次が成立する。

(1) 任意の k ≥ 1に対して、#{j | dj は kの倍数である } ≥ /n/k0.

(2) n! | d1d2 · · · dn である。

また、G = G(r, 1, n)の場合に定理 16の (2)と (3)を書き下すと次の系が得られる。

系 18. r ≥ 2, n ≥ 1 とし、R = C[x1, x2, . . . , xn] とおく。f1, f2, . . . , fn ∈ RG を、斉次で、定数
ではない、xr

1, x
r
2, . . . , x

r
n に関する対称式からなる正則列であるとする。deg fj = rdj とおくとき、

次が成立する。

(1) 任意の k ≥ 1に対して、#{j | dj は kの倍数である } ≥ /n/k0.

(2) n! | d1d2 · · · dn である。

Proof. (1) 基本次数は、r, 2r, . . . , nr であるから、定理 16の (2)を適用すると、任意の k ≥ 1に
対して、#{j | rdj は kの倍数である } ≥ #{j | rj は kの倍数である } がいえるが、kが rの倍数
k = rk′ のときにこの条件を書き直すと、任意の k′ ≥ 1に対して、#{j | dj は k′ の倍数である } ≥
#{j | j は k′ の倍数である } となる。この右辺は /n/k′0に等しいので、求める条件が得られたこ
とになる。
(2) 定理 16の (3)を適用すると、r · 2r · · ·nr | rd1 · rd2 · · · rdn となる。これは求める条件に他
ならない。

例 19. R = C[x1, x2, x3, x4]とする。

(1) f1, f2, f3, f4 ∈ RS4 を斉次で定数ではない対称式からなる列とし、次数を順に、1, 2, 5, 12 と
する。これは、系 17の (2)は満たすが (1)は満たさないので、fj をどのようにとろうとも決
して正則列にはならない。

(2) 冪和対称式からなる列 p1, p3, p4, p12 ∈ RS4 は正則ではない。しかし、次数は系 17の条件を満
たしている。代わりに、完全対称式からなる列 h1, h3, h4, h12 ∈ RS4 をとれば、これは正則列
である。

例 20. G = S3, S4 の場合を考え、Conca-Krattenthaler-Watanabeの結果と比較してみる。

(1) G = S3 のとき、系 17 の (2) は、6 | d1d2d3 であるから、d1, d2, d3 の中に、2の倍数も 3の
倍数も少なくとも 1つはある。すると、(1)は自動的に満たされるので、(1)の条件は不要で
ある。
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従って、G = S3 の場合は、f1, f2, f3 が正則列ならば 6 | d1d2d3 という主張になり、これは、
Conca-Krattenthaler-Watanabeの結果、命題 13 の (3) の一般化になっている。ここで言う
一般化とは、冪和対称式を任意の対称式に一般化したという意味である。

(2) G = S4 のとき、系 17 の (2) は、k = 1, 2, 3, 4のおのおのに対して、d1, d2, d3, d4 の中に kの
倍数が少なくとも /4/k0個ある、と読める。これは、Conca-Krattenthaler-Watanabeの結果、
命題 13 の (4) (a) に相当する。

Conca-Kratenthaler-Watanabeでは、実質的には、一般の nについても系 17 の (2) を示して
いる (つまり、必要条件のみ)。従って、系 17 の (2) は、Conca-Kratenthaler-Watanabeの結
果を、冪和対称式から任意の対称式に一般化したと言える。

4 次数G-加群構造
4.1 R/J における既約表現の次数付き重複度

Gを階数 nの複素鏡映群とし、R = C[x1, x2, . . . , xn]に自然に作用しているとする。I をGの基
本不変式で生成されるイデアルとし、J = (f1, f2, . . . , fn)を、基本不変式とは限らない、定数では
ない斉次G-不変式の列で生成されるイデアルとする。補題 15の記号H,U, V をそのまま用いると、
次数 G-加群として、R/I " H かつ R/J " V であり、補題 15の (2)と (3)より、V " H ⊗C U

であるから、

R/J " R/I ⊗C U (次数 G-加群同型) (1)

である。
U は RG の部分空間だから、G-加群としては自明な加群のいくつかのコピーである。Gの基本
次数を δ1, δ2, . . . , δn と書き、dj = deg fj とおくと、定理 16の (1)の証明でも見たが、補題 15よ
り、U のヒルベルト関数は、

Hilb(U) =
(1− qd1)(1− qd2) · · · (1− qdn)

(1− qδ1)(1− qδ2) · · · (1− qδn)
=

[d1][d2] · · · [dn]
[δ1][δ2] · · · [δn]

とわかる。ただし、[a] = 1 + q+ · · ·+ qa−1は q-整数である。以上より、余不変式環における次数
付き重複度がわかれば、R/J においてもわかるので、次を得る。

定理 21. G を階数 n の複素鏡映群とし、R = C[x1, x2, . . . , xn] に自然に作用しているとする。
I を G の基本不変式で生成されるイデアルとし、δ1, δ2, . . . , δn を基本次数とする。また、J =

(f1, f2, . . . , fn)を、基本不変式とは限らない、定数ではない斉次 G-不変式の列で生成されるイデ
アルとし、dj = deg fj とする。このとき、Gの既約表現 πの R/J における次数付き重複度は、

grmult(R/J,π) = grmult(R/I,π) · [d1][d2] · · · [dn]
[δ1][δ2] · · · [δn]

で与えられる。

特に、G = Sn の場合は、命題 8と合わせて次を得る。
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系 22. C[x1, x2, . . . , xn]に n次対称群 Sn が作用しており、f1, f2, . . . , fn を、定数ではない斉次
Sn-不変式からなる正則列とし、J = (f1, f2, . . . , fn)とする。剰余環 R/J における既約表現 Sλの
次数付き重複度は、次で与えられる。

grmult(R/J,λ) = qn(λ) · [d1][d2] · · · [dn]∏
x∈λ[h(x)]

.

記号は、命題 8と同じものを用いた。

例 23. R = C[x1, x2, x3, x4]に 4次対称群S4が作用しているとき、完全対称式の列 h3, h4, h5, h6 は
正則列になる (正則列になることは容易にわかるが、剰余環が部分旗多様体のコホモロジー環と同型に
なるなど興味深い性質を持つので、それらも合わせて第 6節に詳細を後述した)。J = (h3, h4, h5, h6)

とおくと、剰余環R/Jの斉次成分は、低次から順に、1, 4, 10, 19, 30, 41, 49, 52, 49, 41, 30, 19, 10, 4, 1
次元である。λ = (2, 2) とおくと、剰余環 R/J における、既約表現 Sλ の次数付き重複度は、

grmult(R/J,λ) = q2 · [3][4][5][6]
[3][2][2][1]

= q2 + q3 + 3q4 + 3q5 + 5q6 + 4q7 + 5q8 + 3q9 + 3q10 + q11 + q12

である。つまり、例えば、R/J の 4次斉次成分には、Sλ が重複度 3で現れる、などがわかる。
また、完全対称式の代わりに、冪和対称式を用いて、J ′ = (p3, p4, p5, p6) とおいても正則列で
生成されるイデアルであるが (完全対称式の場合ほど簡単ではない。[7, Proposition 7.1] や [5,

Proposition 4.18] を参照)、次数付き重複度は同じである。つまり、不変式からなる正則列が 2つ
あり、次数たちが同じであれば、次数付き重複度は一致することを注意しておく。

4.2 不変式からなる正則列による剰余環のMacaulay dual

複素鏡映群Gの余不変式環の最高次斉次成分は、skew invariant である、つまり、det−1表現

det−1 : G → C

g $→ det(g)−1

に従うから、式 (1)より、直ちに次が得られる。

定理 24. Gを階数nの複素鏡映群とし、R = C[x1, x2, . . . , xn]に作用しているとする。定数ではない、
斉次G-不変式からなる正則列 f1, f2, . . . , fn があるならば、Artin Gorenstein環R/(f1, f2, . . . , fn)

のMacaulay dual は skew invariantである。
特に、定数ではない斉次対称式からなる正則列で生成されるイデアルの剰余環のMacaulay dual

は交代式である。

Artin Gorenstein環は、Macaulay dualを持つことで特徴付けられるが、Macaulay dualがどの
ような多項式のときに完全交叉になるか、つまり、剰余環の分母のイデアルが正則列で生成される
かはわかっていない。上の定理は、複素鏡映群の作用する Artin Gorenstein環が不変式の正則列
で生成されるイデアルによる完全交叉であるための必要条件が、Macaulay dual が skew invariant

であると述べていることになる。

例 25. (1) n次対称群の余不変式環のMacaulay dualは、x1, x2, . . . , xnの差積
∏

i<j(xi − xj) で
あり、従って交代式である。

11



(2) 例 23で見たような、連続する次数の完全対称式からなる正則列による剰余環

C[x1, x2, . . . , xn]/(hd, hd+1, . . . , hd+n−1)

のMacaulay dual は、命題 38の (3)に後述するように、(x1x2 · · ·xn)d−1
∏

i<j(xi − xj) であ
り、これは交代式である。

(3) 階数 2の複素鏡映群G(3, 1, 2)は、2次対称群と写像 σ (ただし σ(x1) = ζx1, σ(x2) = x2, ζ は
1の原始 3乗根) で生成される。また、基本不変式は、冪和対称式 p3, p6 である。G(3, 1, 2)-不
変式からなる列 p6, p9 は完全交叉であり、その剰余環のMacaulay dual は F = (x1x2)2(x3

1 −
x3
2)(2x

6
1 + 35x3

1x
3
2 + 2x6

2) である。σF = ζ−1F であることに注意すると、F が det−1 表現に
従うことが確認できる。

5 複素鏡映群の余不変式環の強レフシェッツ性
5.1 強レフシェッツ性

定義 26 (強レフシェッツ性). 体K 上の Artin次数環

A =
c⊕

i=0

Ai (斉次成分分解. A0 " K, dimK Ac = 1)

が強レフシェッツ性を持つとは、次を満たす L ∈ A1 が存在するときを言う:

掛け算写像 × Lc−2i : Ai → Ac−i が、すべての 0 ≤ i ≤ /c/20に対して全単射である。

この場合、Aのヒルベルト関数は対称であることが必要である。ヒルベルト関数が対称ではない
次数環に対しても強レフシェッツ性を定義できるが、この講演では、ヒルベルト関数が対称である
もののみを考えるので、上のように強レフシェッツ性を定義した。

5.2 Hard Lefschetz定理

強レフシェッツ性は、Hard Lefschetz定理により多様体のコホモロジー環が満たす性質を、代数
的に抽出したものといえる。

定理 27 (Hard Lefschetz theorem. 例えば [4]を見よ). X を、複素 d次元コンパクトケーラー多
様体、ω をケーラー計量とする。コホモロジー環 H∗(X,C)上の自己線型写像 Lを、ω のクラス
(∈ H2(X,C)) による掛け算写像で定める。このとき、k = 0, 1, . . . , d− 1 に対して、

Ld−k : Hk(X,C) → H2d−k(X,C)

は全単射である。

例 28. (1) C[x]/(xm)は強レフシェッツ性を持つ。この環は、複素射影空間CPm−1のコホモロジー
環に同型である。
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(2) 対称群の余不変式環 C[x1, x2, . . . , xn]/(e1, e2, . . . , en)は強レフシェッツ性を持つ。この環は、
旗多様体GL(n;C)/Bのコホモロジー環に同型である。ただし、B ⊂ GL(n;C) は Borel部分
群 (例えばGL(n;C)に属する上三角行列全体のなす部分群) であり、ej は j次の基本対称式を
表す。

同様に、ワイル群の余不変式環は、対応する複素リー群の旗多様体のコホモロジー環に同型で
あるから、Hard Lefschetz 定理より強レフシェッツ性を持つ。

5.3 強レフシェッツ性を保つ操作

強レフシェッツ性を保つ操作として、例えば以下のようなものが知られている。

命題 29. (1) (テンソル積 [5, Theorem 3.34]) 標数 0の体K 上のArtin次数環AとBがともに強
レフシェッツ性を持つならば、A⊗K B も強レフシェッツ性を持つ。

(2) (単拡大 [6, Corollary 29], [5, Corollary 4.17]) 標数 0の体 K 上の Artin次数環 Aが強レフ
シェッツ性を持つとき、f ∈ A[z] が、Aの次数と zの次数を合わせた全次数について斉次であ
り、かつ、zに関してmonicであるならば、A[z]/(f)も強レフシェッツ性を持つ。

命題 29 (1) は、Aも Bもヒルベルト関数が対称であるという仮定があれば、逆も成立する。同
じく、命題 29 (1) において、Aも Bもコホモロジー環として実現されているならば、直積多様体
のコホモロジー環が、2つのコホモロジー環のテンソル積になることからも導かれる。

例 30. 命題 29の (1)を用いると、monomial complete intersection

C[x1, x2, . . . , xn]/(x
d1
1 , xd2

2 , . . . , xdn
n ) " C[x1]/(x

d1
1 )⊗C C[x2]/(x

d2
2 )⊗C · · ·C[xn]/(x

dn
n )

は強レフシェッツ性を持つことがわかる。
これは、CPd1−1 × CPd2−1 × · · ·× CPdn−1 のコホモロジー環である。

系 31. R = C[x1, x2, . . . , xn]とし、斉次多項式 f1, f2, . . . , fn ∈ R が、

fi ∈ C[xi, xi+1, . . . , xn] かつ fi = xdi
i + (lower terms)

を満たすとすると、

R/(f1, f2, . . . , fn)

は完全交叉であり、かつ、強レフシェッツ性を持つ。ただし、“lower terms” とは、逆辞書式順序
に関して lower という意味である (xi に関して低次と言っても同じ)。

Proof. 命題 29の (2)を繰り返し用いると示される。ただし、この系の主張だけであれば、ある単
項式順序 τ に対して R/ inτ (I)が強レフシェッツ性を持てば R/I も強レフシェッツ性を持つという
Wiebe [16, Proposition 2.9] の結果があるので、inrevlex((f1, f2, . . . , fn)) = (xd1

1 , xd2
2 . . . , xdn

n ) が
monomial complete intersection であることから、容易に従う。

例 32. R[x1, x2, . . . , xn]/(e1, e2, . . . , en) が強レフシェッツ性を持つことは、既に Hard Lefschetz

定理を用いて示されたが、次のように代数的な証明もある。
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hj を j 次の完全対称式とすると、hj(x1, . . . , xn) = x1hj−1(x1, . . . , xn) + hj(x2, . . . , xn) を満た
すことに注意する。C[x1, x2, . . . , xn]の基本対称式で生成されるイデアル (e1, e2, . . . , en)は、完全
対称式を用いて、

(e1, e2, . . . , en) = (h1, h2, . . . , hn) = (h1(x1, . . . , xn), h2(x2, . . . , xn), . . . , hn(xn))

と書けるから (この最右辺は逆辞書式順序および辞書式順序に関するグレブナ基底でもある)、系 31

により C[x1, x2, . . . , xn]/(e1, e2, . . . , en)は強レフシェッツ性を持つ。

5.4 複素鏡映群の余不変式環の強レフシェッツ性

複素鏡映群の余不変式環の強レフシェッツ性を考える。複素鏡映群の分類 (Theorem 4) におけ
る先頭の、対称群の余不変式環が強レフシェッツ性を持つことは既に 2通りの方法で示した。
分類でその次に掲げられたG(r, p, n)のうち、p = 1であるG(r, 1, n)についても簡単なので証明
を与えておく。定義により、G(r, 1, n)の元は、n次正方行列で書けば、各行各列に 0ではない成
分がちょうど 1つずつあり、0ではない成分は 1の (原始とは限らない) r乗根であるようなもので
ある。
G(2, 1, n)は Bn型ワイル群に同型、G(2, 2, n)はDn型ワイル群に同型、G(m,m, 2)は I2(m)型
実鏡映群に同型である。

補題 33. r ≥ 2, n ≥ 1 のとき、複素鏡映群 G(r, 1, n)を考える。

(1) 不変式は、xr
1, x

r
2, . . . , x

r
n に関する対称式である。

(2) 余不変式環は強レフシェッツ性を持つ。

Proof. (1) 不変式は、(Zr)n で不変であることから、xr
j の多項式であることがわかり、Sn で不変

であることから、それらの対称式であることがわかる。
(2) 基本不変式は、xr

j (1 ≤ j ≤ n) の基本対称式 ei(xr
1, x

r
2 . . . , x

r
n) (1 ≤ i ≤ n) でとれるから、

対称群の場合 (例 32) と同様に、基本対称式で生成されるイデアルを、完全対称式で生成されるイ
デアルに書き直せば、系 31により強レフシェッツ性を持つことが言える。

反面、一般のG(r, p, n)の余不変式環が強レフシェッツ性を持つことは、G(r, 1, n)の場合ほど簡
単には証明できない (central simple module を用いた議論をする必要がある)。ここでは結果のみ
記す。

補題 34 (G(r, p, n) [5, Proposition 4.26]). r ≥ 2, n ≥ 1, p | r のとき、複素鏡映群 G(r, p, n)の余
不変式環は強レフシェッツ性を持つ。

残る既約複素鏡映群は、primitiveな 34個である。このうち、既に強レフシェッツ性が証明され
ているものもある。

補題 35 (実鏡映群および階数 2の primitive複素鏡映群). 表 3の primitiveな既約複素鏡映群のう
ち、番号が 4, . . ., 22; 23, 28, 30, 35, 36, 37 のものは余不変式環が強レフシェッツ性を持つ。

Proof. 一般に、2変数多項式環の剰余環は強レフシェッツ性を持つので、表 3における階数が 2の
もの (Nos. 4, . . . , 22) は強レフシェッツ性を持つ。また、表 3にも記したとおり、Nos. 23, 28, 30,

35, 36, 37 は、順に、H3, F4, H4, E6, E7, E8 型の既約実鏡映群である。そのうち、ワイル群につ

14



いては、Hard Lefschetz定理を用いて例 28の (2)で強レフシェッツ性を示した。また、ワイル群
ではない実鏡映群 (H3, H4型) については、[15], [12], [5, Theorem 8.13], [10] などにより、強レフ
シェッツ性が示されている。

残るは 9通りであるが、階数の小さいものは、計算機を用いて強レフシェッツ性を確認できる。

補題 36 (階数 3の primitive複素鏡映群). 表 3の primitiveな既約複素鏡映群のうち、番号が 24,

25, 26, 27 のものは余不変式環が強レフシェッツ性を持つ。

Proof. 基本不変式がわかれば、計算機を用いて強レフシェッツ性を確認することができる。以下に
4つの群の多項式環 C[x, y, z]における基本不変式を記す。
No. 24 (例えば、Springer [14, §4.6, p. 98], Miller-Blichfeldt-Dickson [11, §125 (J), p. 254] ):

f4 = x3y + y3z + z3x,

f6 = xy5 + yz5 + zx5 − 5x2y2z2,

f14 =
1

9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(f4)xx (f4)xy (f4)xz (f6)x

(f4)yx (f4)yy (f4)yz (f6)y

(f4)zx (f4)zy (f4)zz (f6)z

(f6)x (f6)y (f6)z 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

No. 25 (例えば、Springer [14, §4.7, p. 101], Miller-Blichfeldt-Dickson [11, §125 (G), p. 253] ):

f6 = x6 + y6 + z6 − 12(x3y3 + x3z3 + y3z3),

f9 = (x3 − y3)(x3 − z3)(y3 − z3),

f12 = (x3 + y3 + z3)((x3 + y3 + z3)3 + 216x3y3z3).

No. 26 (例えば、Shephard-Todd [13, §6, p. 286], Miller-Blichfeldt-Dickson [11, §125 (G), p. 253]

): f6, f9, f12 は、No. 25 のものと同じとする。基本不変式は、f6, f12, f18 である。ただし、

f18 = 432f2
9 − f3

6 + 3f6f12

である。
No. 27 (例えば、Miller-Blichfeldt-Dickson [11, §125 (I), p. 254] ):

f6 = (x2 + yz)3 + λx(x5 + y5 + z5 + 5xy2z2 − 5x3yz),

f12 =

∣∣∣∣∣∣∣

(f6)xx (f6)xy (f6)xz

(f6)yx (f6)yy (f6)yz

(f6)zx (f6)zy (f6)zz

∣∣∣∣∣∣∣
,

f30 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(f6)xx (f6)xy (f6)xz (f12)x

(f6)yx (f6)yy (f6)yz (f12)y

(f6)zx (f6)zy (f6)zz (f12)z

(f12)x (f12)y (f12)z 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

ここに、

λ =
−9±

√
−15

20

である。
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これで残るは Nos. 29, 31, 32, 33, 34の 5通りである。

予想 37 (複素鏡映群の余不変式環). 複素鏡映群の余不変式環は、強レフシェッツ性を持つ。

6 (付録) 連続する次数の完全対称式による正則列
ここでは連続する次数の完全対称式の列が正則列であることを示し、さらに、その剰余環が部分
旗多様体のコホモロジー環に同型であることや、Macaulay dual の具体的な形をを示す。この例
は、例 23や例 25で言及したものである。

命題 38. R = C[x1, x2, . . . , xn]とし、dを正整数とする。

(1) n個の連続する次数の完全対称式 hd, hd+1, . . . , hd+n−1 は正則列をなす。

(2) 剰余環 R/(hd, hd+1, . . . , hd+n−1) は強レフシェッツ性を持つ。

(3) この剰余環のMacaulay dualは

(x1x2 · · ·xn)
d−1

∏

i<j

(xi − xj)

である。

Proof. I = (hd, hd+1, . . . , hd+n−1) とおく。
(1), (2) 例 32と同じく、

(hd, hd+1, . . . , hd+n−1) = (hd(x1, . . . , xn), hd+1(x2, . . . , xn), . . . , hn(xn))

であるから、系 31より、R/I が完全交叉であることと、強レフシェッツ性を持つことがわかる。
(3) R/I のmaximal socle degree が、問題の多項式の次数と同じであることは容易にわかる。ま
た、hj (j ≥ d) に偏微分作用素を代入した hj(∂) により、(x1x2 · · ·xn)d−1

∏
i<j(xi − xj) が消え

ることも、少し工夫は必要であるが単に計算によりわかる。

さらに、上の環に対しては、幾何的な解釈がある。添字が揃うよう、変数の番号を付け替えて主
張を述べる。
1 ≤ m ≤ n に対して、R = C[x1, x2, . . . , xn] とおき、hj , ej をそれぞれ j 次の完全対称式、基
本対称式とする。また、hA

j , e
A
j , h

B
j , e

B
j を、一部の変数に関する j 次の完全対称式、基本対称式

とする。つまり、

hj = hj(x1, . . . , xn), hA
j = hA

j (x1, . . . , xm), hB
j = hB

j (xm+1, . . . , xn),

ej = ej(x1, . . . , xn), eAj = eAj (x1, . . . , xm), eBj = eBj (xm+1, . . . , xn)

とおく。

補題 39. 1 ≤ m ≤ n に対し、対称群 Snの部分群 Sm × (S1)n−mを簡単に Smと書く。このとき、
(
C[x1, x2, . . . , xn]

(h1, h2, . . . , hn)

)Sm

" C[xm+1, . . . , xn]

(hB
m+1, . . . , h

B
n )

である。
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Proof. C[x1, x2, . . . , xn]のイデアルを I = (h1, . . . , hn)とおく。そして、

ei =
∑

j+k=i

eAj e
B
k

を用いると、帰納的に、

eA1 = e1 −
0∑

i=0

eAi e
B
1−i ∈ I + C[xm+1, . . . , xn],

eA2 = e2 −
1∑

i=0

eAi e
B
2−i ∈ I + C[xm+1, . . . , xn],

...

eAm = em −
m−1∑

i=0

eAi e
B
m−i ∈ I + C[xm+1, . . . , xn],

が言える。まとめると、

eAj ∈ I + C[xm+1, . . . , xn] (1 ≤ j ≤ m)

である。従って、
(
C[x1, x2, . . . , xn]/I

)Sm " C[eA1 , . . . , eAm, xm+1, . . . , xn]/I

" C[xm+1, . . . , xn]/(I ∩ C[xm+1, . . . , xn])

がわかる。
辞書式順序 (消去順序) に関する I のグレブナ基底が、

h1(x1, . . . , xn), h2(x2, . . . , xn), . . . , hn(xn)

であるから、C[xm+1, . . . , xn]のイデアルとして、

I ∩ C[xm+1, . . . , xn] = (hm+1(xm+1, . . . , xn), hm+2(xm+2, . . . , xn), . . . , hn(xn))

= (hB
m+1, h

B
m+2, . . . , h

B
n )

である。以上より、

(C[x1, x2, . . . , xn]/I)
Sm " C[xm+1, . . . , xn]

(hB
m+1, . . . , h

B
n )

である。

上の同型を用いると、連続する次数の完全対称式による剰余環が、部分旗多様体のコホモロジー
環に同型であることがわかる。

命題 40. 上の補題と同じ設定のもと、

H∗(G/P,C) " C[xm+1, . . . , xn]

(hB
m+1, . . . , h

B
n )
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である。ただし、

G = GL(n;C),

P =






(
A 0

B C

)
∈ GL(n,C)

∣∣∣
Aはm次正方行列,

B は (n−m)×m行列,

C は (n−m)次下三角行列






である。

Proof. Bを含む放物型部分群 P があるとき、P のワイル群WP を、P を安定にする元全体からな
る Sn の部分群と定める。ただし、Sn の作用は、置換行列による共役である。このとき、

H∗(G/P ) " (H∗(G/B))WP

が知られている (例えば [1])。ここに、右辺は旗多様体G/Bのコホモロジー環 (" 余不変式環) の、
WP -不変元全体のなす部分環である。
命題で与えられた P のワイル群は、ちょうど、補題 39における Sm " (Sm)× (S1)n−m に一致
する。従って補題 39より、命題が証明される。
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