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1 序文
自己双対な等質開凸錐を対称錐という. [1]によって, 階数mの既約な対称錐に付
随する基本相対不変式の次数は 1, 2, · · · ,mとなることが分かっている. しかし一
般の既約な等質開凸錐V に対しては,付随する基本相対不変式の次数が 1, 2, · · · ,m
であっても, V は対称錐となるとは限らず, [4]において反例が挙げられている. こ
の問題に対して, 等質開凸錐 V とその双対錐 V ∗に付随する基本相対不変式の次
数が共に 1, 2, · · · ,mならば V は対称錐となるという予想が立てられた. [7]にお
いて, この予想は弱い形で証明されている. 本稿では, 等質開凸錐から生成される
m-skeletonという図形を用いて, この予想が正しいということを述べる. また, そ
こから発展して, m-skeletonによって一般の等質開凸錐に付随する基本相対不変式
の次数を決定するための議論について触れる.

2 準備
定義 2.1. (1) n次元実空間Rnの直線を含まない開凸錐V で, V の自己同型群G(V )

が V に推移的に作用するものを等質開凸錐をいう.

(2) V , Ṽ をそれぞれ n次元, ñ次元の等質開凸錐とする. V と Ṽ が同型であると
は, n = ñであって V = T (Ṽ )となる線型同型写像 T が存在することをいう.

(3) n次元の等質開凸錐 V と内積 ⟨·, ·⟩に対して,

V ∗ :=
{
y ∈ Rn

∣∣ ⟨x, y⟩ > 0, ∀x ∈ V \ { 0 }
}

を V の双対錐といい, ある内積によって V が双対錐 V ∗に一致するとき, V を対称
錐という.

定義 2.2. (1) 有限次元の二重次数付き実代数A =
⊕

1≤i,j≤mAijで

AijAjk ⊂ Aik, AijAkl = { 0 } (j ̸= k)

を満たすものを階数mの行列代数という.
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(2) 行列代数A上の線型変換 x 7→ x∗で

a) x∗∗ = x,

b) (xy)∗ = y∗x∗,

c) 任意の i, jに対して, A∗
ij ⊂ Aji

を満たすものを involutionという.

行列代数AにおいてAの”上三角部分代数”をTとする :

T :=
⊕

1≤i≤j≤m

Aij.

またAにおける交換子 [xy]と結合子 [xyz]を次で定義する :

[xy] := xy − yx, [xyz] := x(yz)− (xy)z.

以下では部分空間Aijの次元を nijで表す :

nij := dim Aij.

定義 2.3. involution x 7→ x∗を持つ階数mの行列代数 Aで次の条件 (T1)～(T7)

を満たすものを階数mの T -algebraという.

(T1) すべての iについてAiiは実数体Rに同型である.

この同型写像を ρiとして ei := ρ−1
i (1)とし, x =

∑
1≤i,j≤m xijに対して,

Sp x :=
m∑
i=1

ρi(xii)

と定義する.

(T2) 任意の i, jに対して, eixij = xijej = xij, ∀xij ∈ Aij.

(T3) Sp [xy] = 0, ∀x, y ∈ A.

(T4) Sp [xyz] = 0, ∀x, y, z ∈ A.

(T5) x ̸= 0 ⇒ Sp xx∗ > 0.

(T6) x, y, z ∈ T ⇒ [xyz] = 0.

(T7) x, y ∈ T ⇒ [xyy∗] = 0.
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注意 2.4. [3], [5]では Spの定義を

Sp x :=
m∑
i=1

niρi(xii), ni := 1 +
1

2

∑
s ̸=i

nis

としているが, 計算を簡単にするため異なる定義をとった. 後述の定義 2.6 (N4)に
ついても同様である.

定義 2.5. A =
⊕

1≤i,j≤mAij, Ã =
⊕

1≤i,j≤m Ãijを 2つの階数mの T -algebraとす

る. Aから Ãへの写像 T が同型であるとは, T が代数として同型であり,

i < j かつ σ(i) > σ(j) ⇒ Aij = { 0 } ,

T (Aij) ⊂ Ãσ(i)σ(j)

となるような置換 σが存在することをいう.

2つの T -algebra A, Ãの間に同型写像が存在するとき, Aと Ãは同型であると
いう.

定義 2.6. ⟨·, ·⟩を内積とする有限次元の二重次数付き結合的実代数N =
⊕

1≤i<j≤mNij

で次の条件 (N1)～(N5)を満たすものを階数mのN -algebraという.

(N1) 任意の i, j, k (i < j < k)に対して, NijNjk ⊂ Nik,

(N2) j ̸= k ⇒ NijNkl = { 0 },

(N3) (i, j) ̸= (k, l) ⇒ ⟨Nij,Nkl⟩ = 0,

(N4) 任意の xij ∈ Nij, yjk ∈ Njk に対して,

⟨xijyjk, xijyjk⟩ = ⟨xij, xij⟩⟨yjk, yjk⟩,

(N5) 任意の xik ∈ Nik, yjk ∈ Njk (i < j)に対して,

⟨xik,Nyjk⟩ = 0 ⇒ ⟨Nxik,Nyjk⟩ = 0.

ただし階数 1のN -algebraとは { 0 }のこととする.

ここで (N4)は次の (N4′)または (N4′′)と同値であることに注意しておこう.

(N4′) ⟨xijyjk, x
′
ijyjk⟩ = ⟨xij, x

′
ij⟩⟨yjk, yjk⟩, ∀xij, x

′
ij ∈ Nij, yjk ∈ Njk.

(N4′′) ⟨xijyjk, x
′
ijy

′
jk⟩+ ⟨xijy

′
jk, x

′
ijyjk⟩ = 2⟨xij, x

′
ij⟩⟨yjk, y′jk⟩,
∀xij, x

′
ij ∈ Nij, yjk, y

′
jk ∈ Njk.
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定義 2.7. N =
⊕

1≤i<j≤mNij, Ñ =
⊕

1≤i<j≤m Ñijを 2つの階数mのN -algebraと

する. Nから Ñへの写像 T が同型であるとは, T が代数として同型な等長写像で
あり, 次の条件を満たす置換 σが存在することをいう.

i < j かつ σ(i) > σ(j) ⇒ Nij = { 0 } ,

T (Nij) ⊂ Ñσ(i)σ(j).

二つのN -algebra N, Ñの間に同型写像が存在するとき, Nと Ñは同型であると
いう.

以下, 階数mの T -algebra A =
⊕

1≤i,j≤mAij に対して,

T(A) := { t ∈ T | ρi(tii) > 0 } , X(A) := { x ∈ A | x∗ = x }

とおく. T(A)は連結な Lie群である.

命題 2.8 ([5]). (1) V (A) := { tt∗ | t ∈ T(A) }はT(A)が推移的に作用するX(A)の
等質開凸錐である.

(2) N :=
⊕

1≤i<j≤mAijは階数mのN -algebraである.

(3) 等質開凸錐, T -algebra, N -algebraは (1), (2)により, 同型の差を除いて互いに
1対 1に対応する.

命題 2.8により対応するT -algebra, N -algebraの階数を等質開凸錐の階数という.

次に, l = 1, 2, · · · ,mに対して

A(l) :=
⊕

1≤i,j≤l

Aij

とおく. Aの元 xと l = 1, 2, · · · ,mに対して, x(l) ∈ A(l)を{
x(m) = x,

x(l−1) =
∑

1≤i,j≤l−1(ρl(x
(l)
ll )x

(l)
ij − x

(l)
il x

(l)
lj )

で定義する. さらに x ∈ X(A)と l = 1, 2, · · · ,mに対して, Dl(x) := ρl(x
(l)
ll )とおく.

これらのDlを用いて等質開凸錐 V (A)を次のように記述することができる.

命題 2.9 ([5]). V (A) = { x ∈ X(A) | Dl(x) > 0, ∀l = 1, 2, · · · ,m }.

定義 2.10. V をRn上の階数mの等質開凸錐とし, V に対応する T -algebraをAと
する. X(A) ∼= Rn上の多項式∆1(x),∆2(x), · · · ,∆m(x)を次のように定める.

∆m(x) := Dm(x),

∆l(x) : Dl(x) = ∆l(x)∆l+1(x)
αl,l+1 · · ·∆m(x)

αlmが成り立ち∆l+1(x), · · · ,∆m(x)

で割れない多項式 (αi,kは非負整数).

この∆1(x),∆2(x), · · · ,∆m(x)は互いに割れない既約な多項式で, V に付随する基
本相対不変式と呼ばれる ([2]).
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命題 2.9と∆l(x)の構成法によって, 等質開凸錐 V は次のように書ける :

V = { x ∈ Rn | ∆l(x) > 0, ∀l = 1, 2, · · · ,m } .

定義 2.11. m個の小円を正m角形の頂点となるよう配置して左上隅から反時計回
りに番号を振り, いくつかの小円を線分で結ぶ. ここで iと jが結ばれていること
を i ∼ jで表し, i < j < kについて i ∼ j, j ∼ k ⇒ i ∼ kを満たすように線分が引
かれているとする. 2点 i, jを結ぶ線分に正整数 nijを付与し,

(S1) i < j < k, i ∼ j, j ∼ k ⇒ max(nij, njk) ≤ nik,

(S2) i < j < k < l, i ∼ j, j ∼ l, i ∼ k, k ∼ l, i ∼ l, j ≁ k ⇒
max(nij + nik, nij + nkl, njl + nik, njl + nkl) ≤ nil

を満たすものをm-skeletonといい, (S, (nij))または単に Sで表す.

例 2.12.
1

2

3

4

5

n13

n15

n25

n24

これは [3]において S2
5 型と分類されるm-skeletonである.

命題 2.13 ([3]). 階数mのN -algebra Nに対して, m個の小円を正m角形の頂点と
なるよう配置して左上隅から反時計回りに番号を振り, nij > 0であるような iと j

を線分で結ぶ. このnij > 0である 2点 i, jを結ぶ線分にnijを付与した図形をNの
図形といい, S(N)で表す. このとき S(N)はm-skeletonであり, 同型なN -algebra

の図形は同型なm-skeleton となる.

先の例 2.12に挙げた S2
5 には階数 5のN -algebra N = N13 +N15 +N24 +N25が

対応し, 付与された整数 nijは成分Nijの次元となっている.

注意 2.14. 一般にN -algebraからm-skeletonは一意に定まるが, 逆については, 同
型なm-skeletonに対して同型でない複数のN -algebraが対応する場合や, 対応す
るN -algebraが存在しない場合がある.

A, Nをそれぞれ互いに対応する T -algebra, N -algebraとし, SをNの図形とす
る. Sの各頂点 iに対して

E[i] := { i } ⊔ { j | i < j, i ∼ j in S } , mi := |E[i]|,
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A[i] :=
⊕

j,k∈E[i]

Ajk, N[i] :=
⊕

j,k∈E[i],j<k

Njk

とする. このとき, A[i], N[i] はそれぞれ階数mi の T -algebra, N -algebraとなる.

また,

S[i] : N[i]の図形,

x[i] :=
∑

j,k∈E[i]

xjk (x ∈ A),

T[i](A) :=
{
t[i]

∣∣ t ∈ T(A)
}
,

V[i] = V[i](A) :=
{
uu∗ ∣∣ u ∈ T[i](A)

}
とすると, V[i]は S[i], A[i], N[i]に対応する等質開凸錐で, T[i](A)が推移的に作用し
ている.

以下, Irを r次単位行列とし, N -algebra N =
⊕

1≤i<j≤mNij に対して {epij}pを
内積 ⟨·, ·⟩に関するNij の正規直交基底とする. 著者の修士論文 [8]によって, 等質
開凸錐 V に対応するm-skeletonがただ 1つ極小頂点を持つとき, 次の定理によっ
て V は実行列の集合として実現できることが分かっている.

定理 2.15 ([8]). T -algebra Aは, 対応するN -algebraの図形がただ 1つ極小頂点を
持つものとする. Aに対応する等質開凸錐 V (A)は

V (A) =

 A(x) =


x11 x12 · · · x1m

tx12 x22In12 X(xij)
...

. . .
tx1m

tX(xij) xmmIn1m


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A(x) ≫ 0

(正定値)


で表される. ただし xij = (x1

ij, · · · , x
nij

ij )はNijの元を nij 次元の行ベクトルと見な
したもので, X(xij)は (p, q)-成分が

X(xij)pq = ⟨xij, e
p∗
1i e

q
1j⟩ = ⟨ep1ixij, e

q
1j⟩

である n1i × n1j行列である.

同論文では, 対応するm-skeletonが複数の極小頂点を持つ場合に, 等質開凸錐 V

を行列の組の集合として実現する手法も示された. つまり, 各極小頂点 ωから生
成された等質開凸錐 V[ω]を定理 2.15によって実現して, それらを”綴じ合わせる”

ことで, もとの等質開凸錐を実現することができる. また, 定理 2.15の証明から,

A(x)の右下主小行列式はD1(x), D2(x), · · · , Dm(x)の整数乗の積で表せることが
分かる. よって, 次の系が成り立つ.

系 2.16. 定理 2.15におけるA(x)の右下主小行列式の既約因子は, 基本相対不変式
∆1(x),∆2(x), · · · , ∆m(x)のいずれかである.
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3 m-skeletonと基本相対不変式
以下, 等質開凸錐V に対して, V に付随する基本相対不変式を∆V,i(x)と書く. 同
様に, T -algebra Aに対して, 定義 2.10の手続きによってA から生成した基本相対
不変式を∆A,i(x)と書く.

命題 3.1. 任意の x ∈ X(A)と i = 1, 2, · · · ,mに対して

∆V,i(x) = ∆V[i],1(x[i])

が成り立つ.

命題 3.1によって, 基本相対不変式は, 対応するm-skeletonの各頂点から生成し
た等質開凸錐に付随するものについて考えればよいことが分かる.

等質開凸錐 V に対応する 2つの同型な T -algebra A, Ãを取り, 同型写像を T :

A → Ãとする. このとき, 一般に∆A,i(x) = ∆Ã,i(Tx)となるとは限らないが, 次の
関係が成り立つ.

補題 3.2. 2つの T -algebra A, Ãが写像 T : A → Ãによって同型であるとする. 置
換 σによって T (Aij) = Ãσ(i)σ(j)となるとすると,

∆A,i(x) = ∆Ã,σ(i)(Tx)

が成り立つ.

m-skeleton Sとその頂点 iに対して,

F[i] :=
{
j ∈ E[i] \ { i }

∣∣ k < j ⇒ k ≁ j, ∀k ∈ E[i] \ { i }
}

とおく.

補題 3.3. ∆i(x)は xiiについてちょうど 1次であり, その 1次の項は, xiiによらな
いある多項式 f(x)を用いて

f(x)

 ∏
j∈F[i]

∆j(x)

xii

と表される.

補題 3.4. i < jかつ i ∼ jとなる i, jに対して, ∆i(x)は xjjについて 1次以上であ
る. 特に, E[i] = { i, j2, j3, · · · , jmi

} (i < j2 < j3 < · · · < jmi
) と表すと, ∆i(x)は

xiix
β2

j2j2
xβ3

j3j3
· · · xβmi

jmijmi
(∃β2, β3, · · · , βmi

> 0) の項を持つ.

補題 3.4から, ∆i(x)の次数はmi以上となることが分かる. さらに, ∆i(x)の次
数がちょうどmiとなることは, 任意の j ∈ E[i]に対して∆i(x)が xjjについてちょ
うど 1次となることと同値である.
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4 対称錐の特徴付け
前節までの理論を用いて, 基本相対不変式の次数によって対称錐を特徴付けよ
う. [6]によって, 等質開凸錐 V が対称錐であることと, 対応する T -algebra Aの
i ̸= jである成分 Aij の次元が i, jによらない正整数であることは同値だと分かっ
ている. これは, 対応するm-skeletonが完全グラフ, つまり任意の i, j (i < j)に対
して i ∼ jであり, すべての線分に同じ整数が付与されていることと同値である.

補題 4.1. 等質開凸錐 V は, 対応するm-skeleton Sがただ 1つ極小頂点を持つもの
とする. V に付随する基本相対不変式の次数がそれぞれ 1, 2, · · · ,mであるとする
と, Sは完全グラフとなる.

証明. Sは完全グラフでないとする. Sが極大頂点を複数持つとすると, 極大頂点
ωに対応する基本相対不変式∆ω(x)の次数は 1なので, 補題の仮定に矛盾する.

Sが極大頂点をただ 1つ持つとすると, j ≁ kかつ 1 < j < k < mとなる j, kが
存在する. このとき j ∈ E[j′], k ∈ E[k′], j

′, k′ ∈ F[i]となる i, j′, k′ (j′ ̸= k′)が存在
し, m ∈ E[j′] ∩E[k′]となるので, 補題 3.3により∆i(x)は xmmについて 2次以上と
なる. また i ∈ E[1]なので, 同様に補題 3.3により∆1(x)は xmmについて 2次以上
となる. よって, 補題 3.4により deg∆1 > mとなって補題の仮定に矛盾する.

注意 4.2. 対称錐に付随する基本相対不変式については, 任意の i = 1, 2, · · · ,mに
対して deg∆i = m+1− iとなるが ([1]), 補題 4.1ではそこまで仮定しない. しかし
補題 3.3と補題 4.1の結果により,補題 4.1の仮定のもとでは,任意の i = 1, 2, · · · ,m
に対して deg∆i = m + 1 − iとなることが容易に分かる. これは次の補題 4.3, 命
題 4.4についても同様である.

補題 4.3. 等質開凸錐 V は, 対応するm-skeleton Sがただ 1つ極小頂点を持つもの
とする. V に付随する基本相対不変式の次数がそれぞれ 1, 2, · · · ,mであるとする
と, i = 1, 2, · · · ,mに対して

Di(x) = ∆i(x)∆i+2(x)∆i+3(x)
2∆i+4(x)

22 · · ·∆m(x)
2m−i−2

= ∆i(x)Di+2(x)Di+3(x)
2Di+4(x)

3 · · ·Dm(x)
m−i−1

が成り立つ.

証明. 補題 3.4,注意 4.2によって, ∆i(x)は j ≥ iであるxjjについてちょうど 1次で
あり, xiixi+1,i+1 · · · xmmの項を持つことが分かる. よって, 定義 2.10における関係
式について, 各辺の xjj (i < j)の次数を比較することでこの補題を証明できる.

命題 4.4. 階数mの等質開凸錐 V と, V に対応するm-skeleton Sに対して, 次の
(1), (2)は同値である.

(1) Sはただ 1つ極小頂点を持ち, V に付随する基本相対不変式の次数がそれぞ
れ 1, 2, · · · ,mである.
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(2) Sは完全グラフであり, ∃α = n12 = n13 = · · · = n1m > 0である.

証明. ((1) ⇒ (2)) ある j, kに対して n1j ̸= n1kであるとする. Di (i = 1, 2, · · · ,m)

をある部分集合に制限すると, D1(x)はD3(x)D4(x)
2D5(x)

3 · · ·Dm(x)
m−2で割り切

れないことが分かる. よって, 補題 4.3に矛盾し, (2)が成り立つ.

((2) ⇒ (1)) 系 2.16によって, xii (i = 1, 2, · · · ,m)についての次数を比較するこ
とで,

detA(x) = ∆1(x)∆2(x)
α−1

となることが分かり,さらにdeg∆1 = m, deg∆2 = m−1だと分かる. また, Sは完
全グラフなので, 補題 3.3によって, m = deg∆1 > deg∆2 > · · · > deg∆m = 1と
なり, 任意の i = 1, 2, · · · ,mに対して deg∆i = m+1− iとなることが分かる.

階数mの等質開凸錐V とその双対錐V ∗について,対応するm-skeletonをそれぞ
れS, S∗とすると, S∗はSの頂点に, Sと逆に番号を振った図形に同型となる. よっ
て, V とV ∗に付随する基本相対不変式の次数が共に 1, 2, · · · ,mであるとき,対応す
るm-skeletonは共に極小頂点が 1点となる. また, i < j < k < lかつ i ∼ j ∼ k ∼ l

となる i, j, k, lに対して,

nik = nil ⇒ njk = njl

が成り立つ. これらのことと命題 4.4によって, 次のように対称錐を特徴付けるこ
とができる.

定理 4.5. 既約な等質開凸錐 V が対称である必要十分条件は, V と双対錐 V ∗に付
随する基本相対不変式の次数が共に 1, 2, · · · ,mとなることである.

5 一般の等質開凸錐の場合
前節では, m-skeletonに付与された整数に関する条件を用いて, 対称錐を基本
相対不変式の次数によって特徴付けた. 一般の等質開凸錐についても, 対応する
m-skeletonから基本相対不変式の次数を決定できることが予想される.

階数 4以下のものについては, 実際に基本相対不変式を計算して予想が成り立つ
ことが確かめられた.

例 5.1. [3]において S7
4 型と分類されるm-skeletonの場合 :

n34
n24 n13

1

2 3

4n14

n12

n23
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deg∆ := (deg∆1, deg∆2, · · · , deg∆m)とすると,

deg∆ = (4, 3, 2, 1) (n12 = n13 = n14),

deg∆ = (5, 3, 2, 1) (n12 = n13 < n14, n23 = n24),

deg∆ = (6, 3, 2, 1) (n12 < n13 = n14),

deg∆ = (7, 3, 2, 1) (n12 < n13 < n14, n23 = n24),

deg∆ = (6, 4, 2, 1) (n12 = n13 < n14, n23 < n24),

deg∆ = (8, 4, 2, 1) (n12 < n13 < n14, n23 < n24)

となる. n13 = n14のときは, 前節で述べたように n23 = n24となることに注意.
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