
形式次数とテータ対応

市野 篤史∗

局所テータ対応とは, (p進体上の)古典群の (C係数)表現から, 別の古典群の表現を, あ
る種の分岐則を用いて構成する方法である. この構成の下での,表現の解析的不変量の振る
舞いについて述べ, これを表現の分類 (局所 Langlands対応)を用いて, 数論的に解釈する.

本稿は, Wee Teck Gan氏との共同研究 [GI]に基づく.

1 問題設定

F を p進数体Qpの有限次拡大, GをF 上の簡約代数群とする. 簡単のため, Gは半単純
で F 上分裂すると仮定し, その有理点のなす群G(F )のこともGと書くことにする. 本稿
では, Gの複素数体C上の既約許容表現を考える.

さて, Gの既約許容表現 πに対し, πの不変量 (つまり πの同型類だけによる量)を何ら
かの意味で計算する, という問題を考える. もし, 表現が分類されているならば, 安直に π

の不変量を分類を用いて表す, という設定にしてみる. これでは設定があまりに素朴すぎ
る気がするが, 筆者は平賀郁氏・池田保氏との共同研究 [HII]において, 形式次数とよばれ
る (解析的)不変量に対して, この問題に「答える」ことに成功した. つまり, 形式次数と
は次元のある種の一般化であるが, コンパクト Lie群に対するWeylの次元公式の, 極めて
非自明な一般化を予想として提出したのである.

2 形式次数予想

任意の既約許容表現 πに対して, 形式次数をを定義することはできない. πを離散系列
表現と仮定する必要があるが, このように仮定しても, 離散系列表現はたくさんあるため
(F は p進体なので超カスプ表現が存在する), 問題の興味深さは失われないだろう.

πをGの離散系列表現とする. 一般に, πは無限次元であることに注意する. 簡単のた
め, 表現 πとその作用する空間を同一視する. このとき, πはGのユニタリ表現なので, G
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の作用で不変な, π上のエルミート内積 (·, ·)が存在する. πが離散系列表現であることの
定義から, G上の関数

fv,v′(g) := (π(g)v, v′) (v, v′ ∈ π, g ∈ G)

は二乗可積分である.

定義. G上の Haar測度 dgを固定する. Gの離散系列表現 πに対し, 正の実数 deg πで,

Schurの直交関係式∫
G

fv1,v′1(g) · fv2,v′2(g) dg =
1

deg π
· (v1, v2) · (v′1, v′2) (v1, v

′
1, v2, v

′
2 ∈ π)

をみたすものが存在する. この deg πを πの形式次数とよぶ.

πは離散系列表現なので, 左辺の積分は収束することに注意する. Gがコンパクトなら
ば, πは有限次元であり, Gの全測度が 1になるように dgをとれば,

deg π = dimπ

となる. この意味で, 形式次数は次元の一般化である.

形式次数は, F = RのときはHarish-Chandraによって完全に計算されているが, 我々の
設定ではそうではない. そもそも, 形式次数が計算できたとしても, それを「何を用いて」
表すのがよいのか, ということ自体がはっきりしていなかった. 形式次数が計算されてい
る例は, 個別にいくつかあったが, それらに対して統一的な理解が得られるとは, 誰も思っ
ていなかったのではないだろうか.

形式次数 deg πはGのHaar測度 dgの取り方によるので, 話を進める前に dgを固定す
ることにする. 非自明な指標ψ : F → C×を固定するごとに, ψだけによるGのHaar測度
を定めることができる. 詳細は割愛するが, GがF 上分裂するときは, F の整数環 oF 上の
Gの最高次微分形式と, ψに関する F の自己双対測度から定まるものをとることにする.

分類 (局所 Langlands対応)とは, 集合の全単射

{Gの既約許容表現の同型類 } ←→ {組 (ϕ, η)の同値類 }

のことである. ただし, ϕ : WDF → Ĝは L準同型, ηは有限群 Sϕの既約表現である. ま
た, WF := f−1(Z) ⊂ Gal(F̄ /F )は F のWeil群, f は自然な写像

f : Gal(F̄ /F ) −→ Gal(̄f/f) ∼= Ẑ := lim←−
n

Z/nZ,

fは F の剰余体, WDF := WF × SL2(C)は F のWeil-Deligne群, ĜはGの (C上の)双対
群, ZĜは Ĝの中心, Sϕは ϕの像の Ĝでの中心化群, Sϕは Sϕ/ZĜの連結成分のなす群であ
る. 一般のGに対して分類はまだ知られていないが, Ngôにより基本補題が証明されたた
め, Arthurの結果から, 古典群についてはほぼ分類が完成している [A].

形式次数予想とは, 形式次数 deg πをGの表現の分類を用いて表す予想である [HII].
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形式次数予想. πをGの離散系列表現, (ϕ, η)を対応する組とする. このとき,

deg π =
dim η

#Sϕ

· |γ(0,Ad ◦ ϕ, ψ)|.

ただし, Adは Ĝの Lie(Ĝ)への随伴表現,

γ(s,Ad ◦ ϕ, ψ) := ε(s,Ad ◦ ϕ, ψ) · L(1− s,Ad ◦ ϕ)
L(s,Ad ◦ ϕ)

(s ∈ C)

は随伴 γ因子である. また, Ad ◦ ϕはWDF の有限次元表現なので, その L因子と ε因子

L(s,Ad ◦ ϕ) = P (q−s)−1 (P (X) ∈ C[X], P (0) = 1, q = #f)

ε(s,Ad ◦ ϕ, ψ) = A · qB(s−1/2) (A ∈ C, |A| = 1, B ∈ R)

を定める方法がある.

形式次数予想は, コンパクト Lie群に対するWeylの次元公式を含み, また, 多くの実例
に対して確かめられている. 例えば, G = GLnのときは証明されている. もちろん, 形式
次数予想を証明することが期待できるのは, 局所 Langlands対応が証明されている場合だ
けである. Gが古典群のときは, 局所 Langlands対応はほぼ証明されているが, これを認
めても形式次数予想は証明されていない.

3 テータ対応

テータ対応とは, ある種の分岐則を用いて, 古典群Gの表現から, 別の古典群G′の表現
を組織的に構成する方法である.

本稿では, 以下の場合だけを考える.

(1) G = SOm (m = 2n+ 1), G′ = S̃p2n,

(2) G = Om (m = 2n), G′ = Sp2n.

ただし, S̃p2nは Sp2nの非自明な中心拡大

1 −→ {±1} −→ S̃p2n −→ Sp2n −→ 1

である. このとき, 自然な写像G× Sp2n → Sp2mnを, 図式

S̃p2mn

��
G×G′ //

::uuuuuuuuuu
Sp2mn
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に持ち上げることができる. この図式を用いて, S̃p2mnの表現 ωに対し, そのG×G′への
制限 ω|G×G′ を定める. G × G′は S̃p2mnよりだいぶ「小さい」ので, ωも「小さい」方が
ω|G×G′ を制御しやすい. よって, 以下では, ωは S̃p2mnの (ψに関する)極小表現 (つまり
Weil表現)とする. さらに, ω|G×G′の商に現れる表現だけを考えることにする.

これだけ設定を特殊化しても, この分岐則は非常に豊富な構造を持ち, また, 保型形式へ
の応用の観点からも研究されている.

以下では, p ̸= 2と仮定する. Gの既約許容表現 πに対し,

HomG×G′(ω|G×G′ , π ⊠ π′) ̸= 0 (⋆)

をみたすようなG′の既約許容表現 π′の同型類は, 存在すれば一意的であることがWald-

spurgerによって証明されている [W]. よって, 写像

θ : {Gの既約許容表現の同型類 } −→ {G′の既約許容表現の同型類 } ∪ {0}

を

θ(π) :=

{
π′ (⋆)をみたす π′が存在するとき

0 (⋆)をみたす π′が存在しないとき

によって定めることができる. この写像 θをできるだけ具体的に記述することは,テータ対
応における重要な問題の一つである. 分類を用いて記述する, という方向の研究は, Kudla,

Muić, Mœglinによって行われ, 現在ではだいぶ理解が進んでいる [M].

4 主結果

一方, 分類を認めても, 形式次数は計算されていない. つまり, テータ対応の下での形式
次数の振る舞いは, 先行する研究からは分からない.

定理 1. G = SO2n+1, G
′ = S̃p2nとする. πをGの離散系列表現とし, π′ := θ(π)とおく.

このとき, π′はG′の 0ではない離散系列表現で,

deg π′ = deg π.

定理 2. G = O2n, G
′ = Sp2nとする. πをGの既約許容表現とし, π′ := θ(π)とおく. π′は

G′の 0ではない離散系列表現と仮定する. このとき, πは離散系列表現で,

deg π′ = deg π · |γ(0, π, ψ)|.

ただし, γ(s, π, ψ)は, Piatetski-Shapiro, Rallis, Lapidによる標準 γ因子である [LR].
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5 主結果の解釈

以下では, 形式次数予想を用いて主結果を解釈する. 分類や, 分類を用いたテータ対応
の記述などは, まだ完全には証明されていないが, すべて仮定する.

(ϕ, η)と (ϕ′, η′)を, それぞれ πと π′に分類で対応する組とする. 特に, ϕ : WDF → Ĝと
ϕ′ : WDF → Ĝ′は L準同型である.

最初に, G = SO2n+1, G
′ = S̃p2nのときを考える. Ĝ = Sp2n(C)であり, Ĝ′ = Sp2n(C)と

するのがよい. このとき,

ϕ′ = ϕ

である. また, Sϕ′ = Sϕはアーベル群である. よって, 定理 1は形式次数予想から従うこと
が分かる.

次に, G = O2n, G
′ = Sp2nのときを考える. Ĝ′ = SO2n+1(C)であり, Ĝ = O2n(C)とす

るのがよい. このとき,

ϕ′ = ξ ◦ ϕ

である. ただし, ξ : Ĝ→ Ĝ′は

ξ(g) =

(
g 0

0 det g

)
により定まる準同型である. また, Sϕ′と Sϕはアーベル群で,

#Sϕ′ = #Sϕ

であることも分かる. 線形代数より, WDF の表現としては,

Ad ◦ ϕ′ = (Ad ◦ ϕ)⊕ (std ◦ ϕ)

である. ただし, stdは Ĝ = O2n(C)のC2nへの自然な表現である. 特に,

γ(s,Ad ◦ ϕ′, ψ) = γ(s,Ad ◦ ϕ, ψ) · γ(s, std ◦ ϕ, ψ).

一方, 分類より, 定理 2に現れる標準 γ因子 γ(s, π, ψ)は, WDF の表現 std◦ϕにより定まる
γ因子 γ(s, std ◦ ϕ, ψ)と一致する. よって、定理 2も形式次数予想から従うことが分かる.
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