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1 概要
Kac–Moody Lie環の可積分加群の結晶基底の一つの実現として Littelmannのパス模型が知
られている. この理論を一般Kac–Moody Lie環の場合にまで拡張する試みが Joseph–Lamprou

([JL])によってなされた. Littelmannのパス模型においては, 結晶基底の各元は Lakshmibai–

Seshadriパス (LSパス)と呼ばれるCartan部分代数の実型の双対空間の中の連続な折れ線に対
応するが, Joseph–Lamprou はそれを一般化した一般 Lakshmibai–Seshadriパス (GLSパス)と
いうものを導入し, 型 λ ∈ P+のGLSパス全体のなすクリスタル B(λ)を定義した. 更に, この
B(λ)の指標が最高ウエイト λの既約最高ウエイト加群の指標と一致することを彼らは証明した.

このような事実から, B(λ)は最高ウエイト λ の既約最高ウエイト加群の結晶基底とクリスタル
として同型となることが予想されるが, この問題に対する厳密な証明は与えられていなかった.

本講演では, Joseph–Lamprouによる GLSパスのなすクリスタルが, 対応する既約最高ウエ
イト加群の結晶基底とクリスタルとして同型となることを述べる. また, この結果をもとに, パ
ス模型の表現論への応用がいくつか得られることについて述べる. 主な結果は, 既約最高ウエ
イト加群のテンソル積の分解則の記述, 既約最高ウエイト加群を Levi部分代数に制限したとき
の分岐則の記述, Demazureクリスタルの記述とDemazure指標公式の類似の公式である. また,

Kac–Moody Lie環の場合のWeyl群の類似で, あるモノイドを導入し, それを利用して標準パ
スの特徴づけを与える. この結果は, 表現論的には既約最高ウエイト加群のテンソル積の中の
Cartan成分に対応するクリスタルの元の特徴づけを与える.

謝辞 本研究課題に向けては, 東京工業大学の内藤聡先生と, 筑波大学の佐垣大輔先生に数多く
のご指導を頂きました. この場をお借りして御礼申し上げます.

2 準備

2.1 一般Kac–Moody Lie環

I を可算添字集合とする. 行列A = (aij)i,j∈I が Borcherds–Cartan行列であるとは, 以下の 3

条件を満たすことである:

(1) aii = 2 or aii ∈ Z≤0 for all i ∈ I,

(2) aij ∈ Z≤0 for all i, j ∈ I with i ̸= j,

(3) “aij = 0 ⇔ aji = 0” for all i, j ∈ I with i ̸= j.
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以下では, Borcherds–Cartan行列Aは対称化可能,すなわち,ある対角行列D = diag(di)i∈I , di >

0, で ADが対称行列となるものが存在するとし, 更に Aの対角成分 aiiはすべて偶数であると
仮定する (これらの仮定は “量子展開環”を定義する際に必要となる). Ire := {i ∈ I | aii =

2}, I im := I\Ireとおく. Borcherds–Cartan行列Aに付随するBorcherds–Cartanデータ
(
A,Π =

{αi}i∈I , Π∨ = {α∨
i }i∈I , P, P∨) とは, 単純ルートΠ, 単純余ルートΠ∨, 余ウエイト格子 P∨, 及

びウエイト格子 P := HomZ(P
∨,Z) の組である. P+で優整ウエイト全体を表す. ルート格子を

Q =
⊕

i∈I Zαiとし, Q+ :=
⊕

i∈I Z≥0αiとおく. g = g(A)を付随する一般Kac–Moody Lie環と
し, Cartan部分代数を h := C⊗Z P

∨, その full双対空間を h∗とする.

定義 2.1.1 q を不定元とする. 一般 Kac–Moody Lie環 gに付随する量子展開環 Uq(g)とは,{
ei, fi (i ∈ I), qh (h ∈ P∨)

}
を生成元とし, 以下の関係式で定義されるC(q)-代数である.

・q0 = 1, qh1qh2 = qh1+h2 for all h1, h2 ∈ P∨,

・qheiq−h = qh(αi)ei, q
hfiq

−h = q−h(αi)fi for all h ∈ P∨, i ∈ I,

・[ei, fj] = δij
Ki −K−1

i

qi − q−1
i

for all i, j ∈ I, where Ki := qdiα
∨
i ,

・
1−aij∑
r=0

(−1)r

[
1− aij
r

]
i

x
1−aij−r
i xjx

r
i = 0 for i ∈ Ire and j ∈ I, with i ̸= j, where x = e or f,

・[ei, ej] = [fi, fj] = 0 if aij = 0.

ただし, 各 i ∈ Iに対して qi := qdiであり,

[n]i :=
qni − q−n

i

qi − q−1
i

, [n]i! :=
n∏

k=1

[k]i,

[
m

n

]
i

:=
[m]i!

[m− n]i![n]i!
.

である.

優整ウエイト λ ∈ P+に対して, V (λ)を最高ウエイト λの既約最高ウエイト Uq(g)-加群とする.

これは, 最高ウエイト・ベクトル uλで生成され, 以下の関係式を持つ:

・ qhuλ = qh(λ)uλ for all h ∈ P∨,

・ eiuλ = 0 for all i ∈ I,

・ f
α∨
i (λ)+1

i uλ = 0 for all i ∈ Ire,

・ fiuλ = 0 for all i ∈ I im, with α∨
i (λ) = 0.

次の事実が知られている.

定理 2.1.2 ([JKK]). λ, µ ∈ P+ とする.

(1) V (λ)⊗ V (µ)は完全可約である.

(2) V (λ)の Levi部分代数への制限は完全可約である.

(3) V (λ)の結晶基底B(λ)が一意的に存在する.

(4) Uq(g)の負部分 U−
q (g)の結晶基底B(∞)が一意的に存在する.

尚, 一般Kac–Moody Lie環の場合の結晶基底の定義については [JKK]を参照されたい.
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2.2 クリスタル

Borcherds–Cartanデータに対するクリスタルの定義を与える.

定義 2.2.1 ([JKKS]). 集合Bがクリスタルであるとは, 写像

wt : B −→ P, εi, φi : B −→ Z ⊔ {−∞}, ei, fi : B −→ B ⊔ {0} for each i ∈ I,

を持っていて, 以下の条件 (1)～(5)を満たすことである :

(1) i ∈ I, b ∈ Bについて φi(b) = εi(b) + α∨
i

(
wt(b)

)
,

(2) i ∈ I, b ∈ Bについて eib ∈ Bならばwt(eib) = wt(b) + αi,

(3) i ∈ I, b ∈ Bについて eib ∈ Bならば

{
εi(eib) = εi(b)− 1 if i ∈ Ire,

εi(eib) = εi(b) if i ∈ I im,

(4) i ∈ I, b, b′ ∈ Bについて, “b′ = eib ⇐⇒ fib
′ = b”,

(5) i ∈ I, b ∈ Bについて, φi(b) = −∞ ならば eib = fib = 0.

例 2.2.2 ・ (cf.定理 2.1.2) B(λ) (λ ∈ P+), B(∞)はクリスタルである.

・C = {c}は, 以下によりクリスタルとなる : 各 i ∈ Iについて,

wt(c) = 0, eic = fic = 0, εi(c) = φi(c) = 0.

・ Tµ = {tµ} (µ ∈ P )は, 以下によりクリスタルとなる : 各 i ∈ Iについて,

wt(tµ) = µ, eitµ = fitµ = 0, εi(tµ) = φi(tµ) = −∞.

定理 2.2.3 ([JKKS]). 各 λ ∈ P+に対して, クリスタルとしての同型

B(λ) ∼= F(b∞ ⊗ tλ ⊗ c) ⊂ B(∞)⊗ Tλ ⊗ C

が成り立つ. ここで, F は写像 fi, i ∈ I,で生成されるモノイドであり, b∞はウエイト 0を持つ
唯一つのB(∞)の元である.

2.3 モノイドWとその性質

この節では, 与えられたBorcherds–Cartanデータに対して定まるモノイドWを導入する. 各
i ∈ I に対して, h∗上の線形変換 riを ri(µ) := µ − α∨

i (µ)αi, µ ∈ h∗, で定める. すると, この ri
は可逆であり, その逆変換は以下のようになる:

r−1
i (µ) = µ+

1

1− aii
α∨
i (µ)αi, µ ∈ h∗.

定義 2.3.1 r̃i (i ∈ I)を生成元とし, 以下の関係式で定義されるモノイドをWとする :

(1) 各 i ∈ Ireに対して r̃2i = 1,
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(2) i, j ∈ Ire, i ̸= jのとき, rirj ∈ GL(h∗)の位数がm ∈ {2, 3, 4, 6}であるならば,(
r̃ir̃j
)m

=
(
r̃j r̃i
)m

= 1,

(3) i ∈ I im, j ∈ I \ {i}, aij = 0のとき, r̃ir̃j = r̃j r̃i.

W ∋ r̃i 7−→ ri ∈ GL(h∗) によって定まるモノイドの準同型W −→ GL(h∗)は well-defined

である. w ∈ W の長さを ℓ(w)で表す. 以下, W の元 r̃i も ri と表す. W の部分モノイド
Wre := ⟨ri | i ∈ Ire⟩ は Coxeter群となる. Πre := {αi}i∈Ire , Πim := {αi}i∈Iim をそれぞれ
単純実ルートと単純虚ルートとし, ∆re := WreΠre, ∆im := WreΠimとおく. gのルート系を
∆ = ∆+ ⊔ ∆− とし, ∆+

re := ∆re ∩ ∆+ とおく. ∆im ⊂ ∆+ であることに注意されたい. 各
β = wαi ∈ ∆+

re ⊔∆im に対して, rβ := wriw
−1と定める.

定義 2.3.2 w ∈ W , β ∈ ∆+
re ⊔∆imについて,

w → rβw :⇐⇒ ℓ(rβw) > ℓ(w)

と定義し, この 2項関係の transitive closureとしてW上に半順序≥を定める.

注意 2.3.3 β ∈ ∆imに対しては,常にw → rβwである. また, WはExchange Property, Deletion

Property, Word Property, Lifting Property を持つことが証明できる (cf. [BB]).

3 パス模型

3.1 ルート作用素

hR を hの実型とし, その full双対空間を h∗R とする. また Pを区分的線型かつ連続な写像
π : [0, 1] −→ h∗R で, π(0) = 0を満たすもの全体の集合とする (パスの集合). 各 π ∈ P, i ∈
I, t ∈ [0, 1]に対して hπi (t) := α∨

i

(
π(t)

)
と定め, mπ

i := min{hπi (t) | t ∈ [0, 1]}とおく. P上には,

ri, r
−1
i (i ∈ I)を区分的に作用させることにより, ルート作用素 ei, fiを定義することができる.

より詳しく説明すると, π ∈ Pに対して, 関数 hπi (t)に依存して決まる [0, 1]のある条件を満たす
部分区間の上で, ri (resp., r

−1
i )を作用させるという作用素として fi (resp., ei)を定義する. 条

件を満たす部分区間が存在しないときは 0と定義する. ルート作用素の詳細な定義については,

[JL]を参照されたい.

3.2 一般Lakshmibai–Seshadriパス

β = wαi ∈ ∆+
re ⊔∆im に対する余ルート β∨ := wα∨

i はwell-definedである. λ ∈ P+に対して,

そのW-軌道Wλを考える. そして, µ, ν ∈ Wλ, β ∈ ∆+
re ⊔∆imに対して,

µ
β−→ ν :⇐⇒ µ = rβν, β

∨(ν) > 0 となる β ∈ ∆+
re ⊔∆im が唯一つ存在する.

を cover relationとする半順序≥をWλ上に定義する. 自然な全射W −→ Wλは posetとして
の準同型となることに注意されたい.

定義 3.2.1 ([JL]). λ ∈ P+とする.
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(1) 有理数 a ∈ (0, 1]と µ, ν ∈ Wλ, µ ≥ ν に対して, 組 (µ, ν)の a-chainとは, Wλの元の

chain µ =: ν0
β1−→ ν1

β2−→ · · · βs−→ νs := ν であって, 次の 2条件を満たすもののことをいう :

(i) aβ∨
i (νi) ∈ Z>0 if βi ∈ ∆+

re for each i = 1, 2, . . . , s,

(ii) aβ∨
i (νi) = 1 if βi ∈ ∆im for each i = 1, 2, . . . , s.

(2) Wλの元の列 λ := (λ1 > λ2 > · · · > λs)と有理数の列 a := (0 = a0 < a1 < · · · < as = 1)

に対して, それらの組 π := (λ;a)が型 λの一般 Lakshmibai–Seshadriパス (GLSパス )で
あるとは, 次の 2条件を満たすことである :

(i) 各 i = 1, 2, . . . , s− 1に対して (λi, λi+1)の ai-chainが存在する,

(ii) (λs, λ)の 1-chainが存在する.

次のようにして, 組 π = (λ;a)を Pに属するパスとみなす:

π(t) :=

j−1∑
i=1

(ai − ai−1)λi + (t− aj−1)λj for aj−1 ≤ t ≤ aj and j = 1, 2, . . . , s.

すると, π(1) ∈ λ−Q+となる. B(λ)で型 λのGLSパス全体の集合を表す.

定理 3.2.2 ([JL]). λ ∈ P+とする. B(λ) ⊔ {0}はルート作用素 fi, i ∈ I,と ei, i ∈ Ire,に関
して閉じている. 更に, B(λ) = Fπλ \ {0}が成り立つ. ただし, πλ := (λ; 0, 1) ∈ B(λ)であり,

F := ⟨fi | i ∈ I⟩monoid はルート作用素 fi, i ∈ I,で生成されるモノイドである.

B(λ)⊔{0}は,一般にはルート作用素ei, i ∈ I im,に関して閉じていない. そこで, π ∈ B(λ), i ∈
I imに対して, eiπ /∈ B(λ)であるならば eiπ := 0として B(λ)上の作用素を定義する. このとき,

以下のようにして B(λ)にクリスタルの構造を定めることができる. まず, 柏原作用素としては
ルート作用素 fi, i ∈ I,と ei, i ∈ Ire,をそのまま用いて, ei, i ∈ I im,については上の意味での
B(λ)への制限を用いる. また, wt(π) := π(1) ∈ λ−Q+と定め, i ∈ Ireについては,{

εi(π) := −mπ
i ,

φi(π) := hπi (1)−mπ
i ,

i ∈ I imについては, {
εi(π) := 0,

φi(π) := hπi (1),

と定める.

パスの concatenation π := π1 ⊗ π2 ⊗ · · · ⊗ πn ∈ P を以下のようにして定義する:

π(t) =
k−1∑
l=1

πl(1) + πk(nt− k + 1) for
k − 1

n
≤ t ≤ k

n
and 1 ≤ k ≤ n.

λ1, . . . , λn ∈ P+とする. このとき, 集合

B(λ1)⊗ · · · ⊗ B(λn) := {π1 ⊗ · · · ⊗ πn ∈ P | πi ∈ B(λi) (i = 1, . . . , n)}

には,上の議論と同様の方法でクリスタルの構造を定義することができ,これはB(λ1), . . . ,B(λn)
のクリスタルとしてのテンソル積と同型になる.
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4 標準パスの特徴づけ

4.1 モノイドWのBruhat順序による標準パスの特徴づけ

λ1, . . . , λn ∈ P+とする. パス π ∈ B(λ1) ⊗ · · · ⊗ B(λn) が標準パスであるとは, π ∈ F(πλ1 ⊗
· · · ⊗ πλn) となることである.

定理 4.1.1 パスπ = π1⊗· · ·⊗πn ∈ B(λ1)⊗· · ·⊗B(λn), πk = (λk1, λ
k
2, . . . , λ

k
ik
;ak) ∈ B(λk), k =

1, 2, . . . , n, が標準パスであるための必要十分条件は, W の元 wk
j ∈ W , j = 1, 2, . . . , ik, k =

1, 2, . . . , n, で以下の 3条件を満たすものが存在することである :

(1) 各 j, kに対してwk
jλk = λkj ,

(2) Wにおいてw1
1 ≥ · · · ≥ w1

i1
≥ w2

1 ≥ · · · ≥ w2
i2
≥ · · · · · · ≥ wn−1

in−1
≥ wn

1 ≥ · · · ≥ wn
in ,

(3) 各 l = 1, 2, . . . , n− 1に対してwl+1
1 λl ∈ Wreλlかつ

(
λlil , w

l+1
1 λl

)
の 1-chainが存在する.

注意 4.1.2 定理の条件 (3)は, 通常の Kac–Moody Lie環の場合の Littelmannのパス模型にお
いては常に成り立つ自明な条件である. 従って, この定理 4.1.1 は, Littelmann による結果
[Li3, Theorem 10.1]の一般化とみなすことができる.

5 パス模型の埋め込みとパス模型の同型定理

5.1 パス模型の埋め込み

与えられた Borcherds–Cartanデータ
(
A = (aij)i,j∈I , Π = {αi}i∈I , Π∨ = {α∨

i }i∈I , P, P∨) に
対して, 次のようにして新たな “Cartanデータ”を構成する. まず, 添字集合としては,

Ĩ :=
{
i(1)

∣∣ i ∈ Ire
}
⊔
{
i(n)

∣∣ i ∈ I im, n = 1, 2, 3, . . .
}

をとる. そして, Cartan行列B =
(
bi(n)j(m)

)
i(n),j(m)∈Ĩ を以下で定める:{

bi(n)i(n) := 2 for i(n) ∈ Ĩ ,

bi(n)j(m) := aij for i
(n), j(m) ∈ Ĩ , with i(n) ̸= j(m).

このCartan行列に付随するCartanデータを,(
B, Π̃ := {βi(n)}i(n)∈Ĩ , Π̃

∨ := {β∨
i(n)}i(n)∈Ĩ , P̃ , P̃

∨)
とする. h̃ := C ⊗Z P̃

∨ とおき, 付随する Kac–Moody Lie環を g̃ = g̃(B)とする. Borcherds–

Cartan行列Aが対称化可能であるならば, 上のようにして作ったBも対称化可能であることに
注意されたい.

各 µ ∈ P に対して, 以下の条件を満たす µ̃ ∈ P̃ を一つずつ取り固定する:

β∨
i(n)(µ̃) = α∨

i (µ) for all i
(n) ∈ Ĩ .

P̃を今作った Cartanデータに対するパスの集合とし, B̃(µ̃)を型 µ̃の (G)LSパス全体の集合と
する. F̃ :=

⟨
fi(m)

∣∣ i(m) ∈ Ĩ
⟩
monoid

とおき, λ1, . . . , λn ∈ P
(
resp., λ̃1, . . . , λ̃n ∈ P̃

)
, に対して

πλ1,...,λn := πλ1 ⊗ · · · ⊗ πλn ∈ P
(
resp., πλ̃1,...,λ̃n

:= πλ̃1
⊗ · · · ⊗ πλ̃n

∈ P̃
)
と定める.
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記号をいくつか導入する. i = (ik, . . . , i2, i1) ∈ Ik とm = (mk, . . . ,m2,m1) ∈ Zk に対して
i(m) :=

(
i
(mk)
k , . . . , i

(m2)
2 , i

(m1)
1

)
とおく. また, I :=

∪∞
k=1 I

k, Ĩ :=
∪∞

k=1 Ĩ
kと定め, 以下の 2条件

を満たすような Ĩ の元 i(m) =
(
i
(mk)
k , . . . , i

(m2)
2 , i

(m1)
1

)
の全体を Ĩordとする:

・各 ir ∈ Ireに対してmr = 1である.

・各 i ∈ I imに対して, {x | ix = i, 1 ≤ x ≤ k} = {x1, x2, . . . , xt} かつ 1 ≤ x1 < x2 < · · · <
xt ≤ kのとき, 各 s = 1, 2, . . . , tについてmxs = sである.

すると, i(m) ∈ Ĩordなるm は iに対して一意的に定まることに注意されたい. これらの記号を用
いて, i = (ik, . . . , i2, i1) ∈ I に対して Fi := fik · · · fi2fi1 ∈ F , i(m) =

(
i
(mk)
k , . . . , i

(m2)
2 , i

(m1)
1

)
∈ Ĩ

に対して Fi(m) := f
i
(mk)

k

· · · f
i
(m2)
2

f
i
(m1)
1

∈ F̃ と書く.

命題 5.1.1 λ1, . . . , λn ∈ WP+に対して, 次の写像 ˜は well-definedであり, 単射である :

˜ : Fπλ1,...,λn −→ F̃πλ̃1,...,λ̃n
, π := Fiπλ1,...,λn 7−→ π̃ := Fi(m)πλ̃1,...,λ̃n

.

ここでmは i ∈ Iに対して i(m) ∈ Ĩord となる (唯一つの )元である.

この命題の写像 ˜は, 一般にはクリスタルとしての射ではない. しかし, 次の条件

・ i ∈ Ireかつm = 1, または,

・ π = Fiπλ1,...,λn ∈ Fπλ1,...,λn , i ∈ I im であり, iに属する iの個数がm− 1である.

のもとでは, f̃iπ = fi(m)π̃ なる可換性が成立する.

例 5.1.2 A =

(
2 −1

−2 −4

)
を与えられたBorcherds–Cartan行列とする. 添字集合は I = {1, 2},

Ire = {1}, I im = {2}となる. このとき, Ĩ :=
{
1(1)
}
⊔
{
2(1), 2(2), 2(3), 2(4), . . .

}
であり, Cartan

行列は次のようになる :

B :=



2 −1 −1 −1 −1 · · ·
−2 2 −4 −4 −4 · · ·
−2 −4 2 −4 −4 · · ·
−2 −4 −4 2 −4 · · ·
−2 −4 −4 −4 2 · · ·
...

...
...

...
...

. . .


.

型 λのGLSパス π = f2f2f1f2f2f2f1f1f2f2πλ ∈ B(λ) に対応する型 λ̃の LSパス π̃は以下で与
えられる:

π̃ := f2(7)f2(6)f1(1)f2(5)f2(4)f2(3)f1(1)f1(1)f2(2)f2(1)πλ̃ ∈ B̃(λ̃).

ここで, i := (2, 2, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 2, 2) ∈ I に対して, i(m) = (2(7), 2(6), 1(1), 2(5), 2(4), 2(3), 1(1), 1(1),

2(2), 2(1)) ∈ Ĩord であり, π = Fiπλ, π̃ = Fi(m)πλ̃である.
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5.2 パス模型の同型定理

命題 5.1.1を利用すると, 次のパス模型の同型定理を証明することができる.

定理 5.2.1 λ ∈ P+に対して, λ1, . . . , λn ∈ WP+ であり, λ = λ1 + · · · + λnかつ πλ1,...,λn(t) ∈∑
µ∈P+ R≥0µ が各 t ∈ [0, 1]に対して成り立つようなものをとる. このとき, 次のクリスタルと

しての同型が成り立つ :

B(λ) ∼= Fπλ1,...,λn .

ただし, 右辺のクリスタルの構造は §3.2における議論と同様の方法で定めたものである.

証明. λ̃ = λ̃1 + · · · + λ̃n ∈ P̃+であり, パス πλ̃1,...,λ̃n
に対しても πλ̃1,...,λ̃n

(t) ∈
∑

µ̃∈P̃+ R≥0µ̃が各
t ∈ [0, 1]に対して成り立つことに注意する. このとき, Kac–Moody Lie環の場合の Littelmann

のパス模型の一般論 ([Li2, Theorem 7.1])により,

B̃(λ̃)
∼=−−→ F̃πλ̃1,...,λ̃n

, Fπλ̃ 7−→ Fπλ̃1,...,λ̃n
(F ∈ F̃)

なるクリスタルの同型が成り立つ. 従って, 命題 4.1.1 により B(λ), Fπλ1,...,λn をそれぞれ
B̃(λ̃), F̃πλ̃1,...,λ̃n

に埋め込めば, この同型を通して求めるクリスタルの同型を得る. �

6 B(λ)とB(λ)のクリスタルとしての同型

6.1 B(λ) ∼= B(λ)の証明

B(λ)を最高ウエイト λ ∈ P+ の既約最高ウエイト Uq(g)-加群の結晶基底とする (cf. §2.1).

定理 6.1.1 各 λ ∈ P+に対して, クリスタルとしての同型 B(λ) ∼= B(λ)が成り立つ.

証明. まず, 各 λ, µ ∈ P+に対して次のような写像を考える:

ψλ,λ+µ : B(λ) −→ B(λ)⊗ B(µ), π 7−→ π ⊗ πµ.

すると, 定理 4.1.1より π⊗ πµ ∈ F(πλ ⊗ πµ) であることがわかる. また, 定理 5.2.1よりF(πλ ⊗
πµ) ∼= B(λ + µ) であるので, 上の写像 ψλ,λ+µは集合としての埋め込み B(λ) ↪→ B(λ + µ)を与
える. この埋め込みは, ウエイトの差を除けばクリスタルとしての射の条件を満たしている. そ
こで, λ, µ ∈ P+に対して, λ − µ ∈ P+ならば λ ≽ µと定義することで, P+を有向順序集合
とし,

{
B(λ) (λ ∈ P+); ψµ,ν (µ, ν ∈ P+)

}
なる (集合としての)帰納系を得る. この帰納極限を

B(∞) := lim−→B(λ)とおく. B(∞)には, 自然な方法でクリスタルの構造を定義することができ,

これは定理 2.1.2におけるB(∞)と同型になる (cf. [JKKS, JL]). 一方, 直接計算することによ
り, クリスタルとしての埋め込み

B(λ) ↪→ B(∞)⊗ Tλ ⊗ C

であって, πλを π∞ ⊗ tλ ⊗ c に写すものが各 λ ∈ P+に対して唯一つ存在することがわかる. た
だし, π∞はウエイト 0を持つ唯一つの B(∞) の元であり, TλとCは例 2.2.2におけるクリスタ
ルである. この埋め込みは, クリスタルとしての同型B(λ) ∼= F(π∞ ⊗ tλ ⊗ c) を引き起こすので,

定理 2.2.3より, B(λ) ∼= B(λ)となることがわかる. �
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注意 6.1.2 この定理と命題 5.1.1より, 結果として結晶基底の上で (集合としての )埋め込み

B(λ) ↪→ B̃(λ̃), Fiuλ 7→ Fi(m) ũλ̃
(
i(m) ∈ Ĩord

)
を得る. ただし, B̃(λ̃) は最高ウエイト λ̃ ∈ P̃+の既約最高ウエイト Uq(g̃)-加群の結晶基底であ
り, ũλ̃はその最高ウエイト・ベクトルである. 特に, この埋め込みも命題 5.1.1の後に述べた性
質を満たす.

7 パス模型の表現論への応用

7.1 テンソル積の分解則

λ ∈ P に対して, パス π ∈ Pが λ-dominantであるとは, 各 t ∈ [0, 1]に対して π(t) + λ ∈∑
µ∈P+ R≥0µ となることである. 命題 5.1.1を用いて計算することにより, 次がわかる.

補題 7.1.1 λ, µ ∈ P+ とする. このとき, π1 ⊗ π2 ∈ B(λ) ⊗ B(µ) が全ての i ∈ I に対して
ei(π1 ⊗ π2) = 0 となるための必要十分条件は, π1 = πλかつ π̃2 ∈ B̃(µ̃)が λ̃-dominantとなるこ
とである.

この補題と, 定理 2.1.2 (1), 定理 6.1.1により, 以下のテンソル積の分解則を得る.

定理 7.1.2 λ, µ ∈ P+とする. このとき, 以下の Uq(g)-加群の同型が成り立つ :

V (λ)⊗ V (µ) ∼=
⊕

π∈B(µ)
π̃ : λ̃-dominant

V
(
λ+ π(1)

)
.

7.2 Levi部分代数への制限に関する分岐則

S ⊂ Iに対応する gの Levi部分代数を gSとする. このとき, 対応する量子展開環はUq(gS) =

⟨ei, fi (i ∈ I), qh (h ∈ P∨)⟩ ⊂ Uq(g)となる. また, この Sに対して, S̃ ⊂ Ĩを以下で定める:

S̃ :=
{
i(1)

∣∣ i ∈ S ∩ Ire
}
⊔
{
i(n)

∣∣ i ∈ S ∩ I im, n = 1, 2, 3, . . .
}
.

この S̃に対応する g̃のLevi部分代数を g̃S̃とする. パス π ∈ Pが gS-dominantであるとは, gSに
関する優整ウエイト全体の集合 P+

S に対して, π(t) ∈
∑

µ∈P+
S
R≥0µ が各 t ∈ [0, 1]に対して成り

立つことをいう. 補題 7.1.1と同様の議論により以下を得る.

補題 7.2.1 λ ∈ P+とする. このとき, π ∈ B(λ) が全ての i ∈ Sに対して eiπ = 0となるための
必要十分条件は, π̃ ∈ B̃(λ̃)が g̃S̃-dominantとなることである.

この補題と, 定理 2.1.2 (2), 定理 6.1.1により, 以下の分岐則を得る.

定理 7.2.2 λ ∈ P+とする. このとき, 以下の Uq(gS)-加群としての同型が成り立つ :

V (λ) ∼=
⊕

π∈B(λ)
π̃ : g̃

S̃
-dominant

VS
(
π(1)

)
.

ただし, VS(µ)は最高ウエイト µの既約最高ウエイト Uq(gS)-加群を表す.
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7.3 DemazureクリスタルとDemazure指標公式

λ ∈ P+とし, 最高ウエイト λの既約最高ウエイト Uq(g)-加群 V (λ)を考える. 通常の Kac–

Moody Lie環の場合とは異なり, w ∈ W に対するウエイト wλ のウエイト空間 V (λ)wλ の次
元は 1より大きくなる場合がある. また, 通常のKac–Moody Lie環のDemazure加群の類似で
Vw(λ) := U+

q (g)V (λ)wλ なる部分 U+
q (g)-加群を考えることができるが, その詳細な構造はよく

分かっていない. ところが, パス模型を利用することで, ある特別な条件のもとでは, Vw(λ)に対
する詳細な記述を与えることができる. 特に, 通常のKac–Moody Lie環の場合に知られている
Demazure指標公式の類似の公式を与えることができる.

λ ∈ P+に対して, 次の条件を満たすW の元wを考える:

・wの最短表示w = v0rj1v1 · · · rjlvl, j1, . . . , jl ∈ I im, v0, v1, . . . , vl ∈ Wre であって,

α∨
js(vsrjs+1vs+1 · · · rjlvlλ) = 1

が各 s = 1, 2, . . . , lについて成立するようなものが存在する.

このようなw ∈ Wに対しては, 次が成立する.

定理 7.3.1 λ,wを上のようにとる. このとき, 結晶基底のある部分集合Bw(λ) ⊂ B(λ)であっ
て, 次を満たすものが存在する :

Vw(λ) =
⊕

b∈Bw(λ)

C(q)Gλ(b).

ただし
{
Gλ(b)

∣∣ b ∈ B(λ)
}
は V (λ)の大域結晶基底である (大域結晶基底の詳細な定義につい

ては [JKK]を参照されたい ).

この定理のBw(λ)のことをDemazureクリスタルと呼ぶことにする. Demazureクリスタルの詳
細な記述を与えるためにwの表示を次のように取り直す.

補題 7.3.2 上の条件を満たすw ∈ Wは次のような表示を持つ :

・w0, w1, . . . , wk ∈ Wreと, 相異なる i1, . . . , ik ∈ I imが存在して, w = w0r
a1
i1
w1 · · · rakik wkと

なる. ただし, a1, . . . , ak ∈ Z≥1.

補題 7.3.2のような表示w = w0r
a1
i1
w1 · · · rakik wkのうちで, 非負整数の列(
ℓ(wk), . . . , ℓ(w1), ℓ(w0)

)
が辞書式順序に関して最小となる表示を一つ固定して, それをw = w0r

a1
i1
w1 · · · rakik wkとする. こ

の表示に関して, 次のようなDemazureクリスタルの記述を得る.

系 7.3.3 上のようなwの表示に関して,

Bw(λ) =
{
F̃m0
w0
f̃ ϵ1
i1
F̃m1
w1

· · · f̃ ϵk
ik
F̃mk
wk
uλ

∣∣∣ 0 ≤ ϵs ≤ as, ms ∈
(
Z≥0

)ℓ(ws)
}
\{0}.

ただし, 最短表示 v = rj1 · · · rjl ∈ Wre と m = (m1, . . . ,ml) ∈
(
Z≥0

)l
に対して, F̃m

v :=

f̃m1
j1

· · · f̃ml
jl
は柏原作用素の単項式である.
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注意 7.3.4 系 7.3.3の記述において, 通常のKac–Moody Lie環の場合と異なる点は, 各 i ∈ I im

に対する fiの当たる回数に制限があることである.

最後にDemazure指標公式の類似となる公式を与える. まず, Demazure作用素の類似で以下
のような作用素を定義する.

・各 w ∈ Wre に対して, Dw を通常の Demazure作用素と同様に定義する. すなわち, 各
i ∈ Ireに対して, 作用素Diを

Di(e
λ) :=

eλ − eλ−(1+α∨
i (λ))αi

1− e−αi

と定めたとき, wの最短表示w = ri1 · · · rik に対してDw := Di1 · · · Dik とする.

・各 i ∈ I imと正整数 a ≥ 1に対して, 作用素D(a)
i を次で定める:

D(a)
i (eλ) :=

{
eλ if α∨

i (λ) = 0,∑a
m=0 e

λ−mαi otherwise.

定理 7.3.5 補題 7.3.2の後に述べたwの表示w = w0r
a1
i1
w1 · · · rakik wkに対して次が成り立つ :

ch Vw(λ) = Dw0D
(a1)
i1

Dw1 · · · D
(ak)
ik

Dwk
(eλ).
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