
Spinor Representations and Symmetric Functions

名古屋大学多元数理科学研究科
岡田 聡一 (Soichi OKADA)

1 はじめに

複素数体上の古典群（一般線型群 GLn，斜交群 SpN，直交群 ON など）の表現論に
おいて，Young 図形や対称関数などの組合せ論は，きわめて有効な手法を与えている．
例えば，一般線型群 GLn の多項式表現の場合，既約多項式表現は長さ n 以下の分割で
パラメトライズされ，長さ n 以下の分割 λ に対応する既約多項式表現 Vλ の指標 Sλ は，

Sλ = det
(
Hλi−i+j

)
1≤i,j≤n

(1)

と，GLn の自然表現（ベクトル表現）の対称テンソル積表現の指標 Hk を用いて行列式
の形で表される．一方，無限個の変数 X = (x1, x2, · · · ) に関する（整数係数の）対称関
数環 Λ において，分割 λ に対応する Schur 関数 sλ ∈ Λ は，完全対称式 hk，基本対称式
ek を用いて

sλ = det
(
hλi−i+j

)
1≤i,j≤r

= det
(
etλi−i+j

)
1≤i,j≤s

(2)

（ここで，r ≥ l(λ), s ≥ l(tλ) であり，tλ は λ の共役分割である）と表される．（対称
関数については [9, Chap. I] を参照されたい．）環準同型写像 πGLn : Λ → Rep(GLn)
を πGLn(hk) = Hk (k ≥ 0) によって定義する．行列式表示 (1), (2) と，k > n のとき
πGLn(ek) = 0 となることに注意すると，

πGLn(sλ) =




Sλ （l(λ) ≤ n のとき）
0 （l(λ) > n のとき）

となることがわかる．従って，環準同型写像 πGLn を通して，対称関数環 Λにおける Schur
関数の間の関係式から，表現環 Rep(GLn) における既約指標の間の関係式が導かれる．こ
の意味で，Schur 関数 sλ は，GLn の多項式表現に対する「普遍指標」であると考えられ
る．例えば，Λ における関係式

sµsν =
∑

λ

LRλ
µ,ν sλ (3)

（ここで，λ は分割全体をわたり，LRλ
µ,ν は Littlewood–Richardson 係数である）から，

Rep(GLn) における関係式
SµSν =

∑

l(λ)≤n
LRλ

µ,ν Sλ
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（ここで，µ, ν は長さ n 以下の分割であり，λ は長さ n 以下の分割全体をわたる）が導か
れる．よって，テンソル積 Vµ ⊗ Vν における Vλ の重複度 [Vµ ⊗ Vν : Vλ] が LRλ

µ,ν に等し
く，Littlewood–Richardson 規則を用いて組合せ論的に計算することができることがわか
る．同様に，GLm+n から部分群 GLm ×GLn への制限についても，Schur 関数の間の
関係式

sλ(X ∪ Y ) =
∑
µ,ν

LRλ
µ,ν sµ(X)sν(Y ) (4)

から，
ResGLm+n

GLm×GLn
Sλ =

∑

l(µ)≤m, l(ν)≤n
LRλ

µ,ν Sµ ⊗ Sν

となることがわかる．
このように，古典群の表現論を対称関数（普遍指標）を用いて記述するというアプローチ

は，一般線型群の有理表現の場合も含めて，D. E. Littlewood, R. C. King, B. G. Wybourne,
小池 和彦，寺田 至らによってなされている．（[8], [5], [6] やそこに挙げられている文献を
見よ．）
この報告では，ピン群 PinN のスピノル表現（からスピン表現の寄与を除いたもの）を

記述する対称関数（スピノル普遍指標）の族を導入し，それを利用してスピノル表現のテ
ンソル積などの分解を計算するアルゴリズムを与える．§2 で直交群に対する普遍指標につ
いて復習した後，§3 で PinN のスピノル表現の既約指標の行列式による表示を与え，§4
ではその表示を参考にスピノル普遍指標を定義し，その性質を調べる．そして，§5 では
スピノル普遍指標を利用してスピノル表現のテンソル積などの分解を調べる．
同様のアプローチは，[3], [4] でもなされており，スピノル表現のテンソル積，制限の分

解について，この報告の §5 で与えたものと本質的に同じ結果が述べられている．しかし，
既約スピノル表現の指標の行列式表示（定理 3.1）などは与えられていない．また，スピ
ノル表現のテンソル積，制限の分解を与える公式は [6] でも与えられているが，一部の公
式には見かけ上負の係数が現れている．

2 直交群に対する普遍指標

まず，直交群に対する普遍指標について復習する．詳細は，例えば [11, 第 12 章] を参
照されたい．
N を非負整数とする．分割 λ は，tλ1 + tλ2 ≤ N をみたす（つまり，λ の Young 図形の

第 1 列の長さと第 2 列の長さの和が N 以下である）とき，N 直交分割（N -orthogonal
partition）であるという．このとき，N 次直交群 ON の既約表現は N 直交分割でパラメ
トライズされ，対応する既約表現を V[λ] = V[λ],ON

，既約指標を S[λ] = S[λ],ON
と表すと，

S[λ] は

S[λ],ON
= det

(
Hλi−i+j −Hλi−i−j

)
1≤i,j≤r

(5)

（ただし，r ≥ l(λ)）と表される．ここで，Hk は，ON の自然表現（ベクトル表現）CN

の k 階対称テンソル積表現の指標であり，k < 0 のときは Hk = 0 であると約束する．直
交群 ON の表現環を Rep(ON ) とする．つまり，Rep(ON ) は {S[λ] : λ は N 直交分割 }
を基底とする自由 Z 加群であり，積は表現のテンソル積に対応する．
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行列式表示 (5) を念頭において，直交群に対する普遍指標を次のように定義する．

定義 2.1. 分割 λ に対して，対称関数 s[λ] ∈ Λ を

s[λ] = det
(
hλi−i+j − hλi−i−j

)
1≤i,j≤l(λ)

(6)

と定義し，直交普遍指標（orthogonal universal character）と呼ぶ．また，環準同型写像
πON
：Λ→ Rep(ON ) を

πON
(hk) = Hk (k ≥ 1)

によって定義する．

行列式表示 (5), (6) から明らかに，λ が N 直交分割であるとき，

πON
(s[λ]) = S[λ],ON

となる．よって，直交普遍指標の間の関係式から直交群の既約指標の間の関係式を導くこと
ができる．ただし，Schur関数の場合とは違って，λがN 直交分割でないときπON

(s[λ]) = 0
となるとは限らないので，πON

(s[λ]) を直交群の既約指標で具体的に表す必要がある．
まず，直交普遍指標の性質をまとめておく．

命題 2.2. (1) 変数 X = (x1, x2, · · · ), U = (u1, u2, · · · ) に対して，
∑

λ

s[λ](X)sλ(U) =

∏
i≤j(1− uiuj)∏
i,j(1− xiuj)

. (7)

(2) s[λ] は Schur 関数の線型結合として

s[λ] =
∑
µ

(∑
κ

(−1)|κ|/2 LRλ
µ,κ

)
sµ (8)

と表される．ここで，κ は Frobenius 記法で κ = (α1 + 1, α2 + 1, · · · |α1, α2, · · · ) の
形に表される分割全体をわたる．

(3) {s[λ] : λ は分割 } は Λ の Z 基底をなす．
(4) Λ の対合 ω（ω(ek) = hk (k ≥ 1) によって定まる環準同型写像）に関して，

ω(s[λ]) = s〈tλ〉. (9)

ここで，s〈µ〉 は

s〈µ〉 =
1
2

det
(
hµi−i+j + hµi−i−j+2

)
1≤i,j≤l(µ)

によって与えられる斜交普遍指標である．
(5) s[λ] は，基本対称式 ek を用いて

s[λ] =
1
2

det
(
etλi−i+j + etλi−i−j+2

)
1≤i,j≤l(tλ)

(10)

と表される．
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行列式表示 (10) の両辺に πON
を施すと，

πON
(s[λ]) =

1
2

det
(
Etλi−i+j + Etλi−i−j+2

)
1≤i,j≤l(tλ)

.

ここで，Ek は ON の自然表現の k 階交代テンソル積表現の指標である．よって，Ek の
間の関係式

EN+1 = EN+2 = · · · = 0, ENEk = EN−k

を用いると，λ が直交分割でないときの πON
(s[λ]) を既約指標で表すアルゴリズムを与え

ることができる．

命題 2.3. 分割 λ が直交分割でないとし，

α = (tλ1,
tλ2 − 1, · · · , tλr − (r − 1)), r = l(tλ)

とおく．このとき，
(1) αi ≥ N + r となる i が存在するならば，πON

(s[λ]) = 0.
(2) αi + αj = N となる i, j が存在するならば，πON

(s[λ]) = 0.
(3) (1), (2) のいずれでもない場合は，

α1 > · · · > αp >
N

2
≥ αp+1 > · · · > αr

をみたす p をとり，数列 β を

β =





(N − α1, · · · , N − αp, αp+1, · · · , αr) （p が偶数のとき）
(N − α1, · · · , N − αp+1, αp+2, · · · , αr)

（p が奇数で αp + αp+1 ≥ N + 1 であるとき）
(N − α1, · · · , N − αp−1, αp, · · · , αr)

（p が奇数で αp + αp+1 ≤ N − 1 であるとき）

とおいて定める．そして，β の成分を大きい順に並べ替えて得られる数列を γ とし，
γ = σ(β) となる置換 σ ∈ Sr をとる．このとき，

γ = (tµ1,
tµ2 − 1, · · · , tµr − (r − 1))

によって定まる分割 µ は N 直交分割であり，

πON
(s[λ]) = sgn(σ)S[µ]

となる．

環準同型写像 πON
: Λ→ Rep(ON ) と命題 2.3 のアルゴリズムを用いることにより，直

交普遍指標の間の関係式から直交群の既約指標の間の関係式を導くことができる．例えば，
テンソル積の分解については，

定理 2.4. 対称関数環 Λ において，

s[µ]s[ν] =
∑

λ


∑

τ,ξ,η

LRµ
τ,ξ LRν

τ,η LRλ
ξ,η


 s[λ].

ここで，λ, τ , ξ, η は分割全体をわたる．
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よって，両辺に環準同型写像 πON
を施すと，µ, ν が N 直交分割であるとき，

S[µ]S[ν] =
∑

λ


∑

τ,ξ,η

LRµ
τ,ξ LRν

τ,η LRλ
ξ,η


πON

(s[λ])

となり，命題 2.3 のアルゴリズムと合わせて，表現環 Rep(ON ) における S[µ]S[ν] の実際
の分解を計算することができる．特に，Littlewood–Richardson 係数の性質から，

tβ1 + tβ2 + tγ1 + tγ2 ≥ tα1 + tα2 ≥ max(tβ1 + tβ2,
tγ1 + tγ2)

が成り立たなければ LRα
β,γ = 0 となることに注意すると，N が µ, ν に比べて大きい場合

の公式が得られる．

系 2.5. tµ1 + tµ2 + tν1 + tν2 ≤ N であるとき，

S[µ]S[ν] =
∑

λ


∑

τ,ξ,η

LRµ
τ,ξ LRν

τ,η LRλ
ξ,η


S[λ].

ここで，λ は N 直交分割全体をわたる．

この系から，分割 λ, µ, ν が与えられたとき，N が十分大きければ，重複度 [V[µ]⊗V[λ] :
V[λ]] は N によらないことがわかる．
同様に，OM+N から部分群 OM ×ON への制限の分解についても，次の直交普遍指標
の関係式から導くことができる．

定理 2.6. 変数 X = (x1, x2, · · · ), Y = (y1, y2, · · · ) に対して，

s[λ](X ∪ Y ) =
∑
µ,ν

(∑
κ

LRλ
µ,ν,κ

)
s[µ](X)s[ν](Y ).

ここで，µ, ν は分割全体を，κ は成分 κi がすべて偶数であるような分割全体をわたり，
LRλ

µ,ν,κ は 3 つの Schur 関数の積 sµsνsκ における sλ の係数である．

3 スピノル表現

ピン群 PinN は，直交群 ON の 2 重被覆群である．

1 −→ {±1} −→ PinN
π−→ ON −→ 1.

よって，ON の任意の表現は π で引き戻すことによって PinN とみなすことができる．そ
こで，N 直交分割 λ に対して，対応する PinN の既約指標を同じ記号 S[λ] で表すことに
する．同様に，ON の自然表現の k 階対称テンソル積，k 階交代テンソル積表現を PinN
の表現と見たものの指標をそれぞれ Hk, Ek と表す．特に，ON の自然表現の N 階交代
テンソル積表現は行列式表現であり，スピン群 SpinN は

SpinN = KerEN

で与えられる．
PinN の既約表現は，
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(a) ON の表現の引き戻しとして得られるとき（つまり，Kerπ が自明に作用するとき），
テンソル表現（tensor representation）であるといい，

(b) そうでないとき（つまり，Kerπ が非自明に作用するとき），スピノル表現（spinor
representation）であるという．

そして，PinN の表現環を Rep(PinN ) とし，

Rep+(PinN ) =テンソル表現の指標で張られる Rep(PinN ) の部分加群，

Rep−(PinN ) =スピノル表現の指標で張られる Rep(PinN ) の部分加群

とおく．このとき，

Rep(PinN ) = Rep+(PinN )⊕ Rep−(PinN )

であり，
Rep+(PinN ) ∼= Rep(ON )

となる．
PinN のスピン表現（2bN/2c 次元）の指標を ∆N と表す．
(1) N が奇数であるときは，

EN ·∆N 6= ∆N

であり，∆ の SpinN への制限は (1/2, 1/2, · · · , 1/2) を最高ウェイトとする既約表
現の指標である．

(2) N が偶数であるときは，
EN ·∆N = ∆N

であり，∆の SpinN への制限は (1/2, 1/2, · · · , 1/2, 1/2), (1/2, 1/2, · · · , 1/2,−1/2)
を最高ウェイトとする 2 つの既約表現の指標の和となる．

スピノル表現に対する普遍指標を考える出発点は，既約スピノル表現の指標の次の行列
式表示である．

定理 3.1. 長さ N/2 以下の分割 λ に対して，PinN 上の類関数 S[λ+1/2] = S[λ+1/2],PinN

を，
S[λ+1/2] = ∆N · det

(
Hλi−i+j − ENHλi−i−j+1

)
1≤i,j≤l(λ)

(11)

とおいて定義する．このとき，S[λ+1/2] は PinN の既約指標であり，
(1) N が奇数であるとき，Rep−(PinN ) の Z 基底は

{S[λ+1/2], ENS[λ+1/2] : λ は長さ N/2 以下の分割 }

で与えられる．
(2) N が偶数であるとき，Rep−(PinN ) の Z 基底は

{S[λ+1/2] : λ は長さ N/2 以下の分割 }

で与えられる．
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証明のアイデア. S[λ+1/2] は表現の指標の整数結合の線型結合として表されるから，
(i) PinN 上の類関数全体のなす空間上の自然な対称双線型形式（Haar 測度から定ま
るもの）〈 , 〉 に関して

〈S[λ+1/2], S[λ+1/2]〉 = 1.

(ii) S[λ+1/2] の単位元での値は正である．
を示せばよい．

4 スピノル表現に対する普遍指標

定理 3.1 の行列式表示 (11) を念頭において，スピノル表現に対する普遍指標を定義し，
その性質を調べる．以下，環 Z[ε]/(ε2 − 1) 上の対称関数環

Λ̃ = Λ⊗Z Z[ε]/(ε2 − 1)

において議論を進める．

定義 4.1. 分割 λ に対して，対称関数 s′[λ] ∈ Λ̃ を

s′[λ] = det
(
hλi−i+j − εhλi−i−j+1

)
1≤i,j≤l(λ)

(12)

とおいて定義し，スピノル普遍指標（spinor universal character）と呼ぶ．また，環準同
型写像 π̃N : Λ̃→ Rep(PinN ) を

π̃N (hk) = Hk (k ≥ 0), π̃N (ε) = EN

によって定義する．

定理 3.1 の行列式表示 (11) とスピノル普遍指標の定義 (12) を比較すると，長さ N/2
以下の分割 λ に対して，

S[λ+1/2] = ∆N · π̃N (s′[λ]).

つまり，スピノル普遍指標は既約スピノル表現（から基本スピン表現の寄与を取り除いた
もの）の指標を表す対称関数である．また，直交普遍指標 s[λ] について，λ が N 直交分
割であるとき，π̃N (s[λ]) = S[λ] ∈ Rep+(PinN ) である．
スピノル普遍指標も直交普遍指標と同様の性質をもっている．

定理 4.2. (1) 変数 X = (x1, x2, · · · ), U = (u1, u2, · · · ) に対して，
∑

λ

s′[λ](X)sλ(U) =

∏
i(1− εui)

∏
i<j(1− uiuj)∏

i,j(1− xiuj)
. (13)

(2) s′[λ] は Schur 関数の線型結合として

s′[λ] =
∑
µ

(∑

ν=tν

(−1)(|ν|+l(ν))/2ε|ν| LRλ
µ,ν

)
sµ (14)

と表される．ここで，ν は自己共役な分割全体をわたる．
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(3) {s′[λ], εs
′
[λ] : λ は分割 } は Λ̃ の Z 基底をなす．

(4) Λ の対合 ω に関して，
ω(s′[λ]) = s′[tλ]. (15)

(5) s′[λ] は，基本対称式 ek を用いて

s′[λ] = det
(
etλi−i+j − εetλi−i−j+1

)
1≤i,j≤l(tλ)

(16)

と表される．

証明のアイデア. (2)～ (5)は (1)の Cauchy型の公式の帰結である．また，(1)の Cauchy
型の公式は，次の行列式を利用して証明できる．

補題 4.3. 環 Z[u±1/2
1 , · · · , u±1/2

n ][ε]/(ε2 − 1) において，

det
(
u
j−1/2
i − εu−j+1/2

i

)
1≤i,j≤n

=
n∏

i=1

(u1/2
i − εu−1/2

i )
∏

1≤i<j≤n
(u1/2
i u

1/2
j − u−1/2

i u
−1/2
j )(u1/2

i u
−1/2
j − u1/2

i u
−1/2
j ).

スピノル普遍指標の場合も，直交普遍指標と同様に，λ の長さが N/2 を超えるとき一
般に π̃N (s′[λ]) = 0 とはならない．そこで，l(λ) > N/2 のときに ∆N · π̃N (s′[λ]) を PinN
の既約指標を用いて表す必要がある．行列式表示 (16) を用いると，

命題 4.4. 分割 λ が l(λ) > N/2 をみたしているとし，

α = (tλ1,
tλ2 − 1, · · · , tλr − (r − 1)), r = l(tλ)

とおく．このとき，
(1) αi ≥ N + r となる i が存在するならば，π̃N (s′[λ]) = 0 である．
(2) αi + αj = N + 1 となる i, j が存在するならば，π̃N (s′[λ]) = 0 である．
(3) (1), (2) のいずれでもない場合は，

α1 > · · · > αp >
N + 1

2
≥ αp+1 > · · · > αr

をみたす p をとり，数列 β を

β = (N + 1− α1, · · · , N + 1− αp, αp+1, · · · , αr)

とおいて定める．そして，β の成分を大きい順に並べ替えて得られる数列を γ とし，
γ = σ(β) となる置換 σ ∈ Sr をとる．このとき，

γ = (tµ1,
tµ2 − 1, · · · , tµr − (r − 1))

によって定まる分割 µ は l(µ) ≤ N/2 をみたし，

∆N · π̃N (s′[λ]) = (−1)p sgn(σ)S[µ+1/2]

となる．
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例 4.5. 例えば，λ = (4, 3, 3, 3, 2, 2, 1, 1), N = 8 のとき，tλ = (8, 6, 4, 1) であり，

α = (8, 6− 1, 4− 2, 1− 3) = (8, 5, 2,−2).

(N + 1)/2 = 9/2 より大きい成分は 2 個あるから，p = 2 である．また，

β = (9− 8, 9− 5, 2,−2) = (1, 4, 2,−2)

となるから，

γ = (4, 2, 1,−2), σ =

(
1 2 3 4
3 1 2 4

)

であり，
tµ = (4, 2 + 1, 1 + 2,−2 + 3) = (4, 3, 3, 1), µ = (4, 3, 3, 1).

よって，
∆8 · π̃8(s′[4,3,3,3,2,2,1,1]) = (−1)2 · (−1)2 · S[(4,3,3,1)+1/2].

5 スピノル表現のテンソル積，制限

§4 で導入したスピノル普遍指標を利用して，スピノル表現のテンソル積，制限の分解
を考える．テンソル積の分解については，

(a) スピノル表現とテンソル表現のテンソル積 S[µ+1/2]S[ν]，
(b) スピノル表現とスピノル表現のテンソル積 S[µ+1/2]S[ν+1/2]

の 2 つの場合を考えればよい．
まず，スピノル表現とテンソル表現のテンソル積については，表現環 Rep(PinN ) にお
いて

S[µ+1/2]S[ν] = ∆ · π̃N (s′[µ]s[ν])

と表されるから，対称関数環 Λ̃ における積 s′[µ]s[ν] を s′[λ] の線型結合として表すことがで
きればよい．

定理 5.1. Λ̃ において，

s′[µ]s[ν] =
∑

λ




∑

ξ,η,τ
ν/σ : v-strip

LRλ
ξ,η LRµ

τ,ξ LRσ
τ,η ε

|ν|−|σ|


 s′[λ]. (17)

ここで，ξ, η, τ は分割全体をわたり，σ は ν/σ が垂直帯（つまり，すべての i に対して
0 ≤ νi − σi ≤ 1）となるような分割全体をわたる．

証明. Schur 関数を係数とする母関数を考えると，スピノル普遍指標に対する Cauchy 型
の公式 (13)，直交普遍指標に対する Cauchy 型の公式 (7) と Schur 関数に対する Cauchy
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の公式から，
∑
µ,ν

s′[µ](X)s[ν](X)sµ(U)sν(V )

=

∏
i(1− εui)

∏
i<j(1− uiuj)∏

i,j(1− xiuj)
·
∏
i≤j(1− vivj)∏
i,j(1− xivj)

=
∏

i

(1 + εvi) · 1∏
i,j(1− uivj)

×
∏
i(1− εui)

∏
i(1− εvi)

∏
i<j(1− uiuj)

∏
i,j(1− uivj)

∏
i<j(1− vivj)∏

i,j(1− xiuj)
∏
i,j(1− xivj)

=


∑

k≥0

εkek(V )


 ·

(∑
τ

sτ (U)sτ (V )

)
·
(∑

λ

s′[λ](X)sλ(U ∪ V )

)
.

ここで，Pieri の公式と (3), (4) を用いると，
∑
µ,ν

s′[µ](X)s[ν](X)sµ(U)sν(V )

=
∑
µ,ν

∑

λ


 ∑

ξ,η,τ,σ

ε|ν|−|σ| LRλ
ξ,η LRµ

τ,ξ LRσ
τ,η


 s′[λ](X)sµ(U)sν(V )

（ここで，ν は ν/σ が垂直帯となる分割全体をわたる）となることがわかる．従って，
sµ(U)sν(V ) の係数を比較することによって，求める結論が得られる．

定理 5.1 の (17) の両辺に π̃N を施すと，

S[µ+1/2]S[ν] =
∑

λ


 ∑

ξ,η,τ,σ

LRλ
ξ,η LRµ

τ,ξ LRσ
τ,η E

|ν|−|σ|
N


∆N · π̃N (s′[λ])

となり，命題 4.4 のアルゴリズムを用いることによって，表現環 Rep(PinN ) における
S[µ+1/2]S[ν] の実際の分解を計算することができる．例えば，Littlewood–Richardson 係数
の性質を用いると，次のように N が十分大きいときのテンソル積の分解が N によらな
いことがわかる．

系 5.2. l(µ) + l(ν) ≤ N/2 であるとき，

S[µ+1/2]S[ν] =
∑

λ


 ∑

ξ,η,τ,σ

LRλ
ξ,η LRµ

τ,ξ LRσ
τ,η E

|ν|−|σ|
N


S[λ+1/2].

ここで，λ は長さが N/2 以下であるような分割全体をわたる．

次に，スピノル表現とスピノル表現のテンソル積については，Rep(PinN ) において

S[µ+1/2]S[ν+1/2] = ∆2
N · π̃N (s′[µ]s

′
[ν]).
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また，Brauer–Weyl [1] によって

∆2
N =





1
2

N∑

r=0

ErNEr （N が奇数のとき）

N∑

r=0

ErNEr （N が偶数のとき）

となることが知られている．よって，次の定理を用いることによって，スピノル表現とス
ピノル表現のテンソル積の分解が計算できる．

定理 5.3. 対称関数環 Λ̃ において，
(1) 分割 µ, ν に対して，

s′[µ]s
′
[ν] =

∑

λ


∑

ξ,η,τ

LRλ
ξ,η LRµ

τ,ξ LRν
τ,η


 s′[λ].

ここで，λ, ξ, η, τ は分割全体をわたる．
(2) 分割 µ に対して， ∑

k≥0

εkek · s′[µ] =
∑

λ

ε|λ|−|µ|s[λ].

ここで，λ は λ/µ が垂直帯となる分割全体をわたる．

これを用いると，長さ N/2 以下の分割 µ, ν に対して，

S[µ+1/2]S[ν+1/2] = c
∑

λ

∑

ρ,ξ,η,τ

LRρ
ξ,η LRµ

τ,ξ LRν
τ,η E

|λ|−|ρ|
N π̃N (s[λ])

となることがわかる．ここで，

c =





1
2
（N が奇数のとき）

1 （N が偶数のとき）

である．例えば，µ = ∅（つまり，S[µ+1/2] = ∆N）の場合には，組合せ論的な考察を加え
ることによって，次のような分解が得られる．

系 5.4. (1) N = 2n+ 1 が奇数であり，ν が長さ n 以下の分割であるとき，

S[1/2]S[ν+1/2] =
∑

λ

E
|λ|−|ν|
N S[λ].

ここで，λ は λ/ν が垂直帯となるような長さ n 以下の分割全体にわたる．
(2) N = 2n が偶数であり，ν が長さ n 以下の分割であるとき，

S[1/2] · S[ν+1/2] =
∑

λ

S[λ] +
∑
ρ

(1 + EN )S[ρ].

ここで，λ は λ/ν が垂直帯となるような長さ n の分割全体をわたり，ρ は ρ/ν が
垂直帯となるような長さが n より小さい分割全体をわたる．
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注意. スピン群 SpinN の場合には，同様の既約分解を Robinson–Schensted 型対応を用
いて組合せ論的に示すこともできる．[10] を見よ．

最後に，PinM+N の既約スピノル表現を部分群 π−1(OM×ON )（ここで，π : PinM+N →
OM+N は被覆写像である）に制限したときの分解は，次のスピノル普遍指標の関係式か
ら導くことができる．

定理 5.5. 変数 X = (x1, x2, · · · ), Y = (y1, y2, · · · ) に対して，

s′[λ](X ∪ Y ) =
∑
µ,ν

(∑
κ

LRλ
µ,ν,κ ε

|κ|
)
s′[µ](X)s′[ν](Y ).

ここで，µ, ν, κ は分割全体をわたる．

注意. PinM+N の部分群 π−1(OM ×ON ) は，PinM と PinN の直積群 PinM ×PinN
と同型ではなく，PinM と PinN の twisted central product（[2, Chap. 3] を見よ）に
なっている．
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