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1 はじめに

Galois表現と簡約群の表現との間の対応を主張する局所/大域 Langlands対応は，整数論およ

び表現論における大きな問題として認識されている．近年，非アルキメデス的局所体上の局所

Langlands対応の類似・一般化として，p進 Langlands対応（Qp の拡大体上の連続な表現を考

える）や法 p Langlands対応（標数 pの体の上の表現を考える）の考えが提唱され，GL2(Qp)

の場合には完成した理論が存在する．

さて，表現論の立場から見れば，第一の問題は簡約群の既約 p進表現ないし既約法 p表現の

分類と言うことになろう．GL2(Qp)の場合には，既約法 p表現の分類は Breuil［Bre03］により

行われ，p進 Langlands対応の確立に大きな役割を果たした．一方その他の群に対しては，GL2

ですら分類ができておらず，また状況がより複雑になることが認識されており［BP］，一般の群

に対して p進 Langlands対応を考える際の大きな障害となっている．

簡約群における重要な表現の構成方法が，放物型誘導表現である．放物型部分群の Levi部分

群はまた簡約群であるため，この構成には群の階数に関する帰納法を用いることができる．こ

のことを用いて，簡約群の既約表現の分類を次の二段階に分けることができる．

（1） 既約超尖点表現（真の放物型部分群からの誘導表現の部分商にならない表現）を分類する．

（2） 放物型誘導表現の構造を理解し，既約表現の分類を既約超尖点表現の分類に帰着させる．

p進簡約群の既約認容法 p表現の場合，（1）はGL2(Qp)でしか行われていないが，（2）はGL2

の場合に Barthel-Livné［BL94, BL95］が，GLnの場合に Herzig［Her］が行い，そして分裂型

の場合には［Abe11］で行われた．本論では，［Her］および［Abe11］に基づいて分裂型の場合

の（2）を解説する．

2 コンパクト誘導表現と佐武変換

F をQpの有限次拡大体，Oをその整数環，ϖ ∈ Oを極大イデアルの生成元，κを剰余体とし，
Gを O 上の連結な分裂型簡約群とする．極大トーラス T ⊂ Gおよびそれを含む Borel部分群

B ⊃ T を固定する．これらから，ルート型 (X∗,∆, X∗, ∆̌)，正ルート全体のなす集合∆+ ⊂ ∆
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および単純ルート全体の集合Πが定まる．W をWeyl群とする．各群の F 有利点全体のなす群

をまた同じ記号で表す（G = G(F )など）．またK = G(O)とおく．Kは極大コンパクト部分群

となる．Θ ⊂ Πに対して，対応するBを含む放物型部分群およびその Levi分解を PΘ =MΘNΘ

とする．（T ⊂MΘととる．）WΘ ⊂W をMΘのWeyl群とする．逆に，Bを含む放物型部分群

P = MN に対して，対応する Πの部分集合を ΠM と書く．P の反対の位置にある放物型部分

群を P =MN とする．red :K = G(O) → G(κ)を O → κから導かれる射影とする．1で自明

表現を表す．

以下，単に表現といえば法 p表現，すなわち Fp上のスムーズな表現を考えることにする．πを

Gの表現とすると，これはKの既約な部分表現 V を含む．V のコンパクト誘導表現 c-IndGK(V )

を次で定義する．

c-IndGK(V ) = {f :G→ V | f(gk) = k−1f(g) (g ∈ G, k ∈ K)，f の台はコンパクト }.

Kがコンパクトかつ開であることから，c-IndGK(V ) ≃ Fp[G]⊗Fp[K] V が成り立つことがわかる．

従って，Frobenius相互律

HomK(V, π) ≃ HomG(c-Ind
G
K(V ), π)

を得る．特に πが既約であるならば，全射 c-IndGK(V ) → πを得ることになる．

以上の議論により，K の既約表現 V に対して，c-IndGK(V )の構造が重要となる．まず，K の

既約表現の分類を述べよう．p群の Fp上の既約表現は自明表現しかないことから，プロ p群の

既約表現は自明表現しかない．このことと，Ker(red)がプロ p群であることから，Kの既約表現

は全て redを経由することがわかる．よって，有限群G(κ)の既約表現を分類すればよい．以下

は，たとえば［CL76］にある．K の表現 V に対して，不変部分 V U(O)および余不変部分 VU(O)

をそれぞれ V U，VU と略記する．

定理 2.1 （1） V を G(κ)の既約表現とすると，dimV U = dimVU = 1．

（2） G(κ)の既約表現は，集合 {(ν,Θ)}と一対一に対応する．ここで ν は T (κ)の指標であ

り，Θは {α ∈ Π | ν ◦ α̌ = 1}の部分集合である．ただし対応は既約表現 V に対して ν = V U，

WΘ = StabW (V U )で与えられる．

V1, V2をKの既約表現とし，HG(V1, V2) = HomG(c-Ind
G
K(V1), c-Ind

G
K(V2))とおく．Frobenius

相互律からこの空間は

{φ :G→ HomFp
(V1, V2) | φ(k1gk2) = k1φ(g)k2 (g ∈ G, k1, k2 ∈ K)，φの台はコンパクト }

と自然に同型となる．この空間の基底を求める．X∗,+を支配的な余指標全体とすると，Cartan

分解により G =
⨿

λ∈X∗,+
Kλ(ϖ)K であるので，suppφ ⊂ Kλ(ϖ)K なる φを考えればよい．

このような φ は φ(λ(ϖ)) により定まる．Πλ = {α ∈ Π | ⟨α, λ⟩ = 0}，Pλ = PΠλ
とおき，

Pλ = MλNλ を Levi分解とする．まず，Mλ(O)の元は λ(ϖ)と可換である．従って φ(λ(ϖ))

はMλ(O)同変である．また，λが支配的であるので red(λ(ϖ)−1Nλ(O)λ(ϖ))が自明．よって



n ∈ Nλ(O)に対してφ(nλ(ϖ)) = φ(λ(ϖ))である．従って，φ(λ(ϖ)) :V1 → V2は (V2)
Nλ ↪→ V2

を経由する．同様に，V1 ↠ (V1)Nλ
も経由する．すなわち，φ(λ(ϖ))は適当なMλ(O)同変な射

(V1)Nλ
→ (V2)

Nλ により V1 ↠ (V1)Nλ
→ (V2)

Nλ ↪→ V2 として与えられる．一方，次の事実が

知られている．

補題 2.2 V をKの既約表現，P =MN を放物型部分群としたとき，V N ≃ VN は既約M(O)

表現．

以上のことから，次がわかった．

補題 2.3 λ ∈ X∗,+ がMλ(O)表現として (V1)Nλ
≃ (V2)Nλ

を満たす，またそのときに限り

suppφ = Kλ(ϖ)K なる φ ∈ HG(V1, V2)が，定数倍を除いて一意的に存在する．

これによりHG(V1, V2)の基底を求めることができた．特に，T (O)表現として (V1)U ̸≃ (V2)U

ならばHG(V1, V2) = 0である．合成まで込めた構造は次の佐武変換が明らかにする．

定義 2.4 佐武変換 SG :HG(V1, V2) → HT ((V1)U , (V2)U )を

(SG(φ))(t) = proj ◦

 ∑
u∈U(O)\U(F )

φ(ut)


と定める．ただし，proj :V2 → (V2)U は自然な射影である．

標数 0の場合の佐武変換と比べて，モジュラー関数の項がないことに注意する．Fpに値をと

る Haar測度は存在しないため，モジュラー関数自体が存在しない．この補正が存在しないた

め，上の射は B に依ることに注意する．

定理 2.5（［Her, Proposition 6.3］） SG は合成と整合的であり，単射．

合成との整合性は容易である．単射性は互いの基底の変換が上半三角行列になっていること

から従う．

T は可換であるため，HT ((V1)U , (V2)U ) は簡単な構造を持つ．まず，(V1)U と (V2)U

が同型でなければ 0 である．同型な場合は，HT ((V1)U , (V2)U ) = {φ :T → (V1)U |
φ(tt0) = t0φ(t) (t ∈ T, t0 ∈ T (O))，φの台はコンパクト } であるが，(λ, t0) 7→ λ(ϖ)t0 に

より同型X∗ × T (O) ≃ T を得るため，HG((V1)U , (V2)U ) ≃ Fp[X∗]となる．

特に V1 = V2の時を考えよう．HG(V ) = HG(V, V )とおく．佐武変換により，これはHT (VU )

の部分代数である．特に可換であることに注意する．像は以下のようになる．

定理 2.6（［Her11, Theorem 1.2］） Im(SG :HG(V ) → HT (VU )) = Fp[X∗,+]．特に

HT (VU )はHG(V )の局所化である．

証明は基底の対応を見ればよい．



例 2.7 G = GL2，V を自明表現とする．t = diag(ϖ, 1)とおく．佐武変換 SGを Z上で考え
よう．T ∈ HG(V )を suppT = KtK，T (t) = 1となるものとすると，SG(T ) = τt + qτt−1 であ

る．ただし t′ ∈ T に対して，τt′ ∈ HT (VU )を supp τt′ = t′T (O)，τt′(t′) = 1となるものとした．

従って，法 p還元することにより，SG(T ) = τt ∈ Fp[X∗,+]となる．一方，δをモジュラー関数

とすると，δ(t) = q−1などから δ(t)−1/2SG(T ) = q1/2τt + q1/2τt−1 となり，これはW 不変とな

る（古典的な佐武対応）．

上記例から，W 不変な元を与える古典的な佐武対応からモジュラー関数の補正を外すと，各

Weylの部屋毎に別々に qの冪がかかるが，支配的な元にかかる q冪がもっとも小さく，従ってそ

れ以外の項は法 p還元により消えてしまう，という様子が観察される．この様子をよく見ると，

古典的な佐武対応の明示式である加藤・Lusztig公式［Kat82］から，今の場合の佐武対応の明示

式が得られる．τGλ ∈ HG(V )を supp τGλ = Kλ(ϖ)K かつ τGλ (λ(ϖ))が V ↠ VNλ
≃ V Nλ ↪→ V

で与えられるものとする．（ただし，VNλ
≃ V Nλ は V Nλ ↪→ V ↠ VNλ

の逆写像である．）Θ ⊂ Π

および µ1, µ2 ∈ X∗ に対して，µ1 ≤Θ µ2 を µ2 − µ1 ∈ Z≥0Θにより定める．

補題 2.8（［Her, Proposition 5.1］） V が (ν,Θ)に対応しているとすると，λ ∈ X∗,+ に対

して τTλ =
∑

µ SG(τ
G
µ )，ただし和は µ ∈ X∗,+, µ ≤Θ λなる µを走る．

定義 2.9 πを Gの表現とする．χ :Fp[X∗,+] → Fp が πの佐武パラメータであるとは，ある

K の既約表現 V が存在して，HomG(c-Ind
G
K(V )⊗HG(V ) χ, π) ̸= 0となることである．S(π)で

πの佐武パラメータ全体を表すことにする．

注意 2.10 S(π)は右HG(V )加群 HomG(c-Ind
G
K(V ), π)の一次元HG(V )部分加群全体と一

致する．πが認容的，つまり任意のコンパクト開部分群K ′ に対して dimπK′
< ∞が満たされ

るならば，HomG(c-Ind
G
K(V ), π) ≃ HomK(V, π)は有限次元である．このことと，HG(V )が可

換であることから，πが認容的ならば S(π) ̸= ∅である．

B ⊂ P =MN を放物型部分群とする．このとき，部分佐武変換 SM
G :HG(V ) → HM (VN )が

SM
G (φ)(m) = proj ◦

 ∑
n∈N(O)\N(F )

φ(nm)


により定義される．次の補題の証明は簡単．

補題 2.11 SM ◦ SM
G = SG が成り立つ．特に SM

G は単射．

定義 2.12 πをGの既約表現とする．任意の χ ∈ S(π)と任意の放物型部分群 P =MN ⊊ G

に対して，χが HG(V ) ↪→ HM (VN )を経由しないとき，π は (K,B, T )に関して超特異である

と言う．また，任意の (K,B, T )（ここで K はハイパースペシャルな極大コンパクト部分群を

動き，B, T は Borel部分群と極大トーラスを動く）に関して超特異であるとき，単に超特異と

呼ぶ．



既に述べたとおり，本論の目的は既約認容表現の分類を既約認容超尖点表現の分類に帰着さ

せることである．しかし，実際には既約認容超尖点表現ではなく，既約認容超特異表現の分類に

帰着させる．ただし，この定理の系として，超特異性は (K,B, T )によらず，さらに超尖点的で

あることと同値であることが従う．

3 コンパクト誘導表現と放物型誘導表現

P = MN を放物型部分群とする．以下（部分）佐武変換を用いることで，常に HG(V ) ⊂
HM (VN ) ⊂ HT (VU )と見なす．

定理 3.1（［Her, Theorem 3.1］） Stab(V U ) ⊂WM とする．このとき，GおよびHM (VN )

の作用と可換な同型

c-IndGK(V )⊗HG(V ) HM (VN ) ≃ IndGP (c-Ind
M
M∩K(VN ))

が存在する．

簡単に証明について述べる．しばらく Stab(V U ) ⊂ WM は仮定しない．まず写像を与える．

Frobenius相互律から，次が成り立つ．

HomG(c-Ind
G
K(V ), IndGP (c-Ind

M
M∩K(VN ))) ≃ HomK(V, IndGP (c-Ind

M
M∩K(VN )))

≃ HomP∩K(V, c-IndMM∩K(VN )) ≃ HomM∩K(VN , c-Ind
M
M∩K(VN ))

≃ HomM (c-IndMM∩K(VN ), c-IndMM∩K(VN )) = HM (VN ).

両辺ともに右 HG(V ) 左 HM (VN ) 加群であることに注意しよう．同型の作り方からこれは左

HM (VN )加群としての同型である．一方，SM
G の定義および上の同型の作り方から，右HG(V )

加群としての同型でもあることが示される［Her, Lemma 2.14］．このことと，HM (VN )が可換

であることから，次がわかった．

補題 3.2 任意のG準同型 c-IndGK(V ) → IndGP (c-Ind
M
M∩K(VN ))はHG(V )加群としての準同

型でもある．

1 ∈ HM (VN )に対応する準同型 Φ′
0 : c-Ind

G
K(V ) → IndGP (c-Ind

M
M∩K(VN ))を考える．補題 3.2

から，これは Φ0 : c-Ind
G
K(V )⊗HG(V ) HM (VN ) → IndGP (c-Ind

M
M∩K(VN ))を与える．単射性は自

動的に従う．

補題3.3 任意のG準同型 c-IndGK(V ) → IndGP (c-Ind
M
M∩K(VN ))は単射である．特に（HM (VN )

はHG(V )の局所化であるので）Φ0 は単射．

証明 与えられたΦ : c-IndGK(V ) → IndGP (c-Ind
M
M∩K(VN ))に対応する元φ ∈ HM (VN )をとる．

単射でないとし，V ′をKerΦの部分既約K表現とすると，V ′ ↪→ c-IndGK(V )からΨ : c-IndGK(V ′) →
c-IndGK(V )を得て，Φ ◦Ψ = 0である．ψ ∈ HG(V

′, V )をΨに対応する元とすると，ψ ̸= 0．こ



のとき，佐武変換により SG(ψ) ∗ SG(φ) = 0．この等式はHT ((V
′)U , VU ) ≃ HT (VU )内の等式

であり，この環は整域であるから，SG(φ) = 0．よって φ = 0．これは矛盾である．

全射性を示す．0でない元 v0 ∈ V U をとり，[1, v0] ∈ c-IndGK(V )を supp([1, v0]) = K かつ

[1, v0](1) = v0 となる元とする．このとき，直接計算により次が示される．

補題 3.4 StabW (V U ) ⊂WM とする．N(O) ⊂ N ≃ NP/P ⊂ G/P と見なすと，

Φ0([1, v0])(x) =

{
[1, proj(v0)] (x ∈ N(O)),

0 （その他）.

ただし，proj :V → VN は自然な射影である．

f ∈ IndGP (c-Ind
M
M∩K(VN ))が与えられたとし，f ∈ ImΦ0 を示す．f は N(O)内に台を持つ

関数に Gの元を作用させたものの和で書ける．よって supp(f) ⊂ N(O)としてよい．N(O)の

原点の基本近傍系として tN(O)t−1 (t ∈ T ) がとれるので，f はこのような集合に台を持ちそ

の上で定数の関数に，N(O)の元を作用させたものの和でかけているとしてよい．よって f は

N(O)上の値が一定な関数としてよい．このとき，f ∈ ImΦ0 は [1, proj(v0)]がM 表現として

c-IndMM∩K(VN )を生成することと，上の補題から従う．

4 ウェイトの変換定理

定理 3.1には Stab(V U ) ⊂ WM という条件がついていた．特殊な場合には，よりこの条件が

満たされやすい V に取り替えることができる．これが次に述べるウェイトの変換定理である．

命題 4.1（［Her, Corollary 6.10］,［Abe11, Theorem 4.1, Proposition 4.7］） V, V ′を

K の既約表現とし，ある α ∈ Πが存在し，それぞれ (ν,Θ ∪ {α})，(ν,Θ)に対応しているとす

る（α ̸∈ Θ）．χ :Fp[X∗,+] → Fpを 1次元 Fp[X∗,+]加群とし，放物型部分群 P =MN を，χが

HM (VN ) ⊃ HG(V ) ≃ Fp[X∗,+]に拡張されるような最小のものとする．

（1） α ̸∈ ΠM とする．⟨ΠM , α̌⟩ ≠ 0または χ(τMα̌ ) ̸= 1（⟨ΠM , α̌⟩ = 0ならば α̌はM に関し

て支配的である）ならば，c-IndGK(V )⊗HG(V ) χ ≃ c-IndGK(V ′)⊗HG(V ′) χ．

（2） P = Bとする．このとき c-IndGK(V )⊗HG(V ) χは有限の長さを持ち，その組成列全体は

c-IndGK(V ′)⊗HG(V ′) χのそれと一致する．

注意 4.2 条件から，StabW ((V ′)U )は StabW (V U )よりも小さい．

注意 4.3 （2）は，χ が HG(V ) → HT (VU ) を経由しさえすれば，少なくとも組成列を考

える限りは自由に V を変換することができることを意味する．よって定理 3.1 を用いれば，

c-IndGK(V )⊗HG(V ) χの組成列は適当な B からの放物型誘導表現のそれと一致する．

なお，χがHT (VU )に拡張されないときは，c-IndGK(V )⊗HG(V ) χの長さは無限になり得る．

（1）の証明の概略は次の通り．まず λ ∈ X∗,+ を ⟨λ,Π \ {α}⟩ = 0かつ ⟨λ, α⟩ ≠ 0となるもの



とする．このとき，補題 2.3により φ ∈ HG(V, V
′)と φ′ ∈ HG(V

′, V )で suppφ = suppφ′ =

Kλ(ϖ)K となるものが定数倍を除いて一意的に存在する．岩堀分解を用いた計算により次が示

される．

補題 4.4（［Abe11, Lemma 4.3］） supp(φ′ ∗ φ) = Kλ(ϖ)2K．

この補題と補題 2.8から SG(φ
′ ∗ φ) = τT2λ − τT2λ−α̌となることがわかる．これより命題 4.1の

（1）が従う．

命題 4.1（2）は次と（1）の証明の議論から従う．（たとえば，［CG97, Lemma 2.3.4］．）

補題 4.5（［Abe11, Proposition 4.20］） c-IndGK(V )⊗HG(V ) HT (VU )はHT (VU )加群とし

て自由である．

注意4.6 Barthel-Livné［BL94, Theorem 19］はG = GL2の場合に c-IndGK(V )自身がHG(V )

加群として自由であることを示している．

定理 3.1を用いることで，補題 4.5は V が一次元の場合に帰着され，簡単な議論により V が

自明表現の場合に帰着される．VΘ を (1,Θ)に対応するK の既約表現とする．このとき，命題

4.1（1）の証明の議論から，α ∈ Π \ Θならば c-IndGK(VΘ) ↪→ c-IndGK(VΘ∪{α})を得る．合成に

よって，c-IndGK(1)⊗HG(1) HT (1) ↪→ c-IndGK(VΠ) ⊗HG(VΠ) HT (1) ≃ IndGB(HT (1))を得る．た

だし，最後の同型は定理 3.1によるものである．Bruhat分解G/B =
∪

w∈W BwB/Bを用いて，

X≥w = {f ∈ IndGB(HT (1)) | supp f ⊂
∪

v≥w BvB/B}とおく．X>w も同様に定義し，Y≥w，

Y>wをそれぞれ上の写像による c-IndGK(1)⊗HG(1)HT (1)の像とX≥w，X>wの共通部分とする．

補題 4.7（［Abe11, Lemma 4.19］） Y≥w/Y>w =
∏

α∈Π,wsα<w(τ
T
α̌ − 1)(X≥w/X>w)．

X≥w/X>wはBwB/B上の局所定数関数全体と同型であり，特にHT (1)加群として自由であ

る．従ってこの補題から Y≥w/Y>w が自由となり，補題 4.5が従う．

5 分類定理

B ⊂ P =MN を放物型部分群とし，σをM の既約認容超特異表現としたとき，IndGP σを考

えたいが，これは一般には既約ではないことが次のようにしてわかる．P = B，σ = 1の場合

をまず考えよう．このとき，任意の放物型部分群 P ⊃ B に対して，IndGP 1は IndGB 1の部分表

現である．（よって既約にはなり得ない．）そこで，一般 Steinberg表現 SpP を次で定義する．

SpP = IndGP 1
/ ∑

P⊊Q

IndGQ 1

 .

定理 5.1（Große-Klönne［GK］, Herzig［Her］） SpP は既約であり，{SpP }は IndGB 1の

組成列全体を与える．特に IndGB 1は重複度自由である．



一般の場合を述べる．Π1 ⊂ Πを部分集合とし，P1 =M1N1を対応する放物型部分群，σ1を

M1の既約認容超特異表現とする．このとき，σ1は中心指標を持つ．それを ωσ1 :Z(M1) → F×
p

とする．α ∈ Πが ⟨Π1, α̌⟩ = 0を満たすとする．この条件は，Im α̌がM1 の中心に入ることと

同値であり，従って ωσ1
◦ α̌が考えられる．Πσ1

= {α ∈ Π | ⟨Π1, α̌⟩ = 0, ωσ1
◦ α̌ = 1}とおく．

P =MN をΠ1 ∪Πσ1
に対応するGの放物型部分群としよう．次の事実を示すのは難しくない．

補題 5.2（［Abe11, Lemma 3.2］） MΠσ1
の導来群が自明に作用するような σ1のM への拡

張が一意的に存在する．

Π2 ⊂ Πσ1 に対して，Q ⊃ P ∩M を Π1 ∪Π2 に対応するM の放物型部分群とする．M の表

現 σを

σ = IndMQ (σ1)
/  ∑

Q⊊Q′

IndMQ′(σ1)


と定め，I = IndGP (σ)と置こう．結論を言えば，これら I は全て既約になり，Π2 を動かすと，

IndGP1
(σ1)の組成列全体を与える．なお，SpM,QをQに対応するM の一般 Steinberg表現とす

ると，σ = σ1 ⊗ SpM,Qとも書けることが容易にわかる．このことと，Spの既約性を用いると，

σが既約であることがわかる［Abe11, Lemma 5.2］．

少し記号を整理する．P = {Λ = (Π1,Π2, σ1)}を次のような組 Λ = (Π1,Π2, σ1)全体とする．

• Π1 ⊂ Π.

• P1 =M1N1を Π1に対応する放物型部分群としたとき，σ1はM1の既約認容超特異表現．

• Π2 ⊂ Πσ1．

このとき，上記のようにして構成した P =MN，σ，I をそれぞれ PΛ =MΛNΛ，σΛ，I(Λ)と

書くことにする．Λ = (Π1,Π2, σ1)と Λ′ = (Π′
1,Π

′
2, σ

′
1)が等しいとは，Π1 = Π′

1，Π2 = Π′
2 か

つ σ1 ≃ σ′
1 となることである．

定理5.3（［Abe11, Theorem 5.10］） Λ ∈ Pに対して I(Λ)は既約かつ認容であり，Λ 7→ I(Λ)

は P と Gの既約認容表現の同型類全体の全単射を導く．

注意 5.4 少し複雑な構成であるが，G = GLnの場合は放物型部分群の Levi部分群がGLの

直積であるという事情によりもう少し簡単になる．

証明の概略を述べる前に，いくつか系を述べておく．次は I(Λ)の既約性から従う．

系 5.5 B ⊂ P = MN を放物型部分群とし σをM の超特異表現とすると，IndGP (σ)は有限

の長さを持ちその組成列は {I(ΠM ,Π2, σ) | Π2 ⊂ Πσ}（重複度自由）．

定理の全射性は任意の既約表現 πが適当な超特異表現からの放物型誘導表現の部分商として

得られることを主張する．従って上と併せて次が成り立つ．

系 5.6 放物型部分群P =MN およびM の既約認容表現 σに対して，IndGP (σ)の長さは有限．



I(Λ)の佐武パラメータは，σ1のそれから計算可能である．一方，HG(V )の構造から σ1の佐

武パラメータは中心指標 ωσ1 のみから決まることが示される．特に #S(σ1) = 1であり，従っ

て#S(I(Λ)) = 1となる．よって次がわかる．

系 5.7（［Abe11, Corollary 5.11］） 既約認容表現 πに対して，#S(π) = 1．

S(I(Λ))の具体的記述から，既に述べていた次の系も従う．

系 5.8（［Abe11, Corollary 5.12］） π を既約認容表現とする．π が (K,B, T )に関して超

特異であることと，πが超尖点であることは同値である．とくに，超尖点性は (K,B, T )の取り

方に依らないことから，超特異性は (K,B, T )の取り方に依らない．

さて，定理 5.3の概略を述べる．まずは I(Λ)の既約性を示す．π ⊂ I(Λ)を 0でない部分表現

すると，π は認容的であるから S(π) ̸= ∅．一方既に述べたとおり #S(I(Λ)) = 1であるので，

S(π) = S(I(Λ))．χ ∈ S(I(Λ))とする．V ⊂ π を既約表現とすれば，c-IndGK(V ) ⊗HG(V ) χ →
π → I(Λ) = IndPΛ(σΛ)である．命題 4.1（1）を用いて StabW (V U )がもっとも小さくなるように

とっておくと，χの具体的な記述から，P = PΛとして定理 3.1を用いることができる．よって，

σ′ = c-IndMΛ

MΛ∩K(VN )⊗HMΛ
(VN ) χとおくと c-IndGK(V )⊗HG(V ) χ ≃ IndGPΛ

(σ′)である．よって

IndGPΛ
(σ′) → π ↪→ IndGPΛ

(σΛ)を得る．ここで，次の事実に注意する．

補題 5.9（Vignéras［Vig08, Corollarie 7］） P = MN を放物型部分群の Levi分解とす

る．M の表現 σ1, σ2 に対して，HomM (σ1, σ2) ≃ HomG(Ind
G
P (σ1), Ind

G
P (σ2))．

従って，上の射の合成は適当な σ′ → σΛ から得られるが，σΛ は既約だったのでこれは全射．

よって IndGPΛ
(σ′) → IndGPΛ

(σΛ)も全射であり，π = I(Λ)である．

単射性を示す．既に述べたとおり #S(I(Λ)) = 1 であり，この唯一の元の具体的記述から，

PΛ を特定することができる．よって，I(Λ) ≃ I(Λ′)ならば PΛ = PΛ′ である．補題 5.9から

σΛ ≃ σΛ′ であるが，σΛ の構成から Λ = Λ′ を示すことができる．

最後に全射性を#Πに関する帰納法で示す．I(Λ)の既約性から得られる系 5.5により，任意の

既約認容表現 πが適当な超特異表現からの誘導の部分商であることを示せばよい．適当な V, χ

に対して全射 c-IndGK(V ) ⊗HG(V ) χ → π が存在する．χ が放物型部分群 P = MN に対して

HG(V ) → HM (VN )を経由しているとする．もし χを取り替えても P = Gとしかなり得ない

のであれば，πは超特異であるので，示すべきことはない．よって P ̸= Gとして良い．もし定

理 3.1が StabW (V U )に関する条件無しに使えるならば，IndGP (c-Ind
M
M∩K(VN ) ⊗HG(VN ) χ) ≃

c-IndGK(V )⊗HG(V )χ→ πとなり，このことから適当なMの既約表現σに対して全射 IndGP (σ) → π

が存在することが示される［Her, Lemma 9,9］．帰納法により，σは適当な超特異表現からの誘

導の部分商であるので，πもそうなることがわかる．

しかし，定理 3.1は自由には使えない．V が (ν,Θ)に対応しているとし，Θが最も小さい V をと

る．（WΘ = StabW (V U )であるから，StabW (V U )が最も小さいことと同値である．）ΠM∪Θ ̸= Π

ならば，ΠM ∪Θに対応する放物型部分群に対して定理 3.1を適用することができ，帰納法により



証明が簡潔する．よってΠM ∪Θ = Πとして良い．P ′ =M ′N ′を Π \ΠM に対応する放物型部

分群とする．このとき，Θの最小性と，命題 4.1（1）から ⟨ΠM ,Θ⟩ = 0，よって ⟨ΠM , Π̌M ′⟩ = 0と

なる．よって，おおざっぱにはG ≃M ×M ′となる．（これは不成立であるが，以下簡単のため

こうなっていると思うこととする．正当化にはもう少し議論が必要である．なお，GがGLの直

積の場合はM およびM ′をGLの直積にとればよい．このとき，Levi部分群もGLの直積である

ため，帰納法も進行する．）この分解に応じて π ≃ π1⊗π2と分解する．χはHG(V ) → HM (VN )

を経由していたが，Hecke環もHG(V ) ≃ HM (V1)⊗HM ′(V2)と分解するため，χ = χ1⊗χ2と分

解し，χ2はHM ′(V2) → HT ((V2)M ′∩U )を経由する．よって注意 4.3から π2は適当なM ′∩Bか
らの誘導表現の部分商となり，πは P からの誘導表現の部分商．帰納法により証明が完結する．
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