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概要. 簡約代数群 G の部分旗多様体とその対称部分群 K の部分旗多様体の直積を考える。
これを対称対の二重旗多様体と呼ぶ。二重旗多様体への K の対角的な作用を考えるとき、
この作用が有限軌道を持つための十分条件を与える。この条件を用いて、有限軌道を持つ
ような多重旗多様体を多数構成し、その一例として三重 Grassmann 多様体における軌道
の分類について報告する。

Introduction

G を複素簡約代数群とし、B をそのボレル部分群とする。またそのリー環を g や b の
ように対応するドイツ小文字で表そう。G/B を旗多様体と呼ぶ。これは G のボレル部
分群の全体とみなすこともできるし、あるいはリー環 g のボレル部分環の全体とみなす
こともできる。この多様体を旗多様体と呼ぶのは、G = GLn(C) が一般線型群の場合に、
Cn の部分空間の旗

F0 = {0} ⊂ F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ Fn−1 ⊂ Fn = Cn dim Fd = d (0.1)

の全体と自然に対応がつくからである。また、ボレル部分群を含むような G の部分群 P

を放物型部分群と言う。このとき G/P は部分旗多様体と呼ばれる。この名称の由来も、
G = GLn の場合に、G/P が旗 (0.1) の一部分 (部分旗)

F0 = {0} ⊂ Fd1 ⊂ Fd2 ⊂ · · · ⊂ Fdk
⊂ Cn (d = (d1, d2, . . . , dk) を固定)

の全体と考えられるからである。もし k = 1ならば、部分旗多様体は、ある次元 dの部分
空間全体を表わすから、これはよく知られた Grassmann 多様体 Grassd(Cn) となり、対
応する放物型部分群は極大放物型部分群である。また、一般に部分旗多様体は射影多様体
だが、P が放物型部分群であることと G/P が射影多様体であることは同値である。つま
り部分旗多様体は G の等質空間であって、かつ射影多様体になっているものと言っても
よい。
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さて、Steinberg は [Ste76] において、現在 Steinberg 多様体と呼ばれている多様体

St = {(x, b1, b2) | x ∈ b1 ∩ b2, x は冪零 } ⊂ g×G/B ×G/B

を定義し、その代数多様体としての既約成分が Weyl 群 WG によってパラメータ付けで
きることを示した。二重旗多様体 G/B ×G/B 上に G を対角的に作用させるとき、その
G-軌道は

G\(G/B ×G/B) ' B\G/B ' WG

のように Bruhat 分解を介して Weyl 群 WG でパラメータ付けされる。Steinberg 多様体
の既約成分は、実はこれらの軌道の余法束によって決まるのである。Steinberg 多様体の
構造は、Harish-Chandra 双加群の圏や最高ウェイト加群の圏と密接に関係している (下記
例 1.2 参照)。
この類似が対称対においても考えられる。
G の包含的自己同型、つまり θ2 = id となるような自己同型 θ ∈ Aut(G) を取る。この

とき θ の固定部分群 Gθ = {g ∈ G | θ(g) = g} を K と書き、K を対称部分群、(G,K)

を対称対と呼ぶ。対称部分群 K は旗多様体 G/B 上に有限軌道で働くことがよく知られ
ている (松木 [Mat79, Mat82], Rossmann [Ros79], Springer [Spr85], Wolf [Wol69] 他)。こ
の作用を利用して Steinberg 多様体の対称対への一般化が定義され、その代数多様体と
しての既約成分は K-軌道の余法束で決まること、その幾何学的情報が Harish-Chandra

(g, K)-加群の圏の研究に役立つことが、ここ 20～30年程の間に次々と明らかにされてき
た ([LV83], [ABV92], [Tra07] あるいは [CNT09] 等を参照)。
以上見てきたように、旗多様体やそのいくつかの直積 (多重旗多様体と呼ぶ) が有限軌

道を持つ場合は、表現論的に興味深い状況が現れており、また Bruhat 順序にはじまる組
合せ論的な興味もまた有限軌道の場合に生じる。この報告では、多重旗多様体とその対称
対への一般化を考え、軌道の有限性について得られたさまざまな結果を報告する。

1. 多重旗多様体

G を複素数体 C 上の連結な簡約代数群とし、P1, P2, . . . , Pk を放物型部分群とする。
XPi

= G/Pi は部分旗多様体である。部分旗多様体の直積 XP1 × · · · × XPk
を多重旗多様

体と呼ぶ。多重旗多様体には G が対角的に働いているが、G-軌道が有限個であるとき、
有限型という。次の問題を考えよう。

問題 1.1. 多重旗多様体 XP1 × · · · ×XPk
に G が対角的に働くとき、有限型になるのはい

つか？ そのような場合を分類せよ。さらに有限型の多重旗多様体に対して、G-軌道を組
合せ論などを用いて具体的に記述せよ。

この問題は比較的長い歴史を持つが、不思議なことに、つい最近まで組織的に調べられ
てこなかった。我々が扱うのは、多重旗多様体を対称対へ拡張したものであるが、特別な
場合をおさらいしておく。

例 1.2 (Bruhat 分解). k = 2 の時には

G\XP1 × XP2 = G\(G/P1 ×G/P2

) ' P1\G/P2
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であるが、一般化された Bruhat 分解によって、

P1\G/P2 ' WP1\W/WP2

である。ただし W = WG は G の Weyl 群、WP は放物型部分群 P の Levi 部分群の
Weyl 群を表わしている。Weyl 群は有限群であるから、もちろん軌道は有限であって、二
重旗多様体XP1 × XP2 は常に有限型である。
特に P1 = P2 = B が Borel 部分群のときには WB = {e} となるので、通常の Bruhat

分解B\G/B = tw∈W BwB に帰着する。この二重旗多様体には、実は二種類の表現論が
絡んでいる。
一つは旗多様体 XB の B-軌道に関係したもので、表現論的には最高ウェイト加群の理

論とみることができる。B 軌道の余法束やモーメント写像を考えることによって Joseph

の軌道多様体 (orbital variety) の理論が構築される ([HJ05])。
もう一方はG ' ∆G y (G × G)/(B × B) とみなすもので、これは複素リー群 G の

Harish-Chandra 双加群の理論と関係している。この場合に G-軌道の余法束とモーメント
写像を考えたのは、Steinberg [Ste76] が最初であろう。モーメント写像によるゼロ・ファ
イバーは Steinberg 多様体と呼ばれ、ラグランジュ部分多様体 (余法束) の和集合となっ
ている。
これら二つの描像において、軌道空間はまったく同じであるから、既約表現の分類など

は全く同じパラメータを有しており、相互に深く関係している (Bernstein-Gelfand の圏同
値 [BG80])。旗多様体とモーメント写像を用いた、この二つの描像の統一的理解について
は、[DR09] を参照して欲しい。

例 1.3. k = 3 の場合には、球等質多様体と関連してLittelmann [Lit94] の仕事がある。彼
は、G の極大放物型部分群 P1, P2 を取るとき、二重旗多様体XP1 × XP2 がいつ球多様体
になるかを研究したのだが、これは言い換えると、三重旗多様体 XP1 × XP2 × XB が G

の対角的作用に関して有限型になるのはいつかという問題と同値である。そのようなわけ
で、多重旗多様体の有限性の問題は球等質多様体の理論と関係している。
また、特殊な場合ではあるが、Lagrangian Grassmann多様体の三重直積についてClerc-

Neeb [CN06] の仕事がある。Lagrangian Grassmannian はシンプレクティック群の Siegel

型の放物型部分群による旗多様体であるから、これも三重旗多様体の一種である。この場
合には、軌道が Maslov 指数によって分類されることがわかる。興味深いことに 4つの直
積の場合には、軌道は無限個現れるのだが、パラメータ付けによる軌道の分類が可能で
ある。

直積の個数 k が大きいと、多重旗多様体が有限型にならないのは次元を比較するだけ
でも明らかである。そのような場合でも、おそらく多重旗多様体上の G 軌道のパラメー
タ付け (不変式論) は大変興味深い問題ではないかと思われるが、いずれにせよ、有限型
の多重旗多様体では k は小さな値しか許されない。したがって、その分類は手がつかな
いほど複雑ではないはずである。
さて、一般の G と一般の k に対しては、この問題はまだ解決されていないが、G が古

典型の代数群のときには、 Magyar-Weymann-Zelevinsky [MWZ99, MWZ00] によって有
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限軌道になる場合が分類されている (ただし、残念なことに B・D 型の群については “分
類できる” と主張されているだけで、結果は記載されていない)。それによれば k ≤ 3 が
必要であり、さらに放物型部分群にも強い制約が課せられる。あとで必要になるので、こ
こで簡単に Magyar-Weymann-Zelevinsky の分類をまとめておこう。

1.1. Type A. G = GLn(C) を一般線型群とする。以下、しばしばこれを GLn と略記す
る。GLn の放物型部分群は、サイズが n の合成 (composition) によって分類される。こ
こで合成 λ = (λ1, λ2, . . . , λ`) とは、順序づけられていない n の分割のことである。この
とき、合成 λ に対して、標準的な放物型部分群 P = Pλ を次のように決めよう。

P = Pλ =




GLλ1 ∗
GLλ2

. . .

0 GLλ`




Pλ はブロック上半三角行列からなる部分群で、ブロック対角状にGLλ1×GLλ2×· · ·×GLλ`

が並んだものが Levi 部分群である。また、ユニポテント根基は上半三角行列の形に表わ
される。合成 λ の成分の個数、あるいは対角線上に並んだブロックの個数を `(λ) で表し、
これを λ の長さと呼ぶ。

定理 1.4 ([MWZ99]). G = GLn とその放物型部分群 P に対して、XP = G/P を部分旗
多様体とする。
(1) 放物型部分群P1, . . . , Pk に対して、多重旗多様体XP1 ×XP2 × · · · ×XPk

が有限型な
らば k ≤ 3 である。
(2) 三重旗多様体XPλ

×XPµ ×XPν が有限型であるための必要十分条件は、放物型部分
群に対応する合成 λ, µ, ν が次の表の条件を満たすことである。ただし、表において、放
物型部分群の順序、および合成の成分の置換を許すものとする。

type (`(λ), `(µ), `(ν)) 付加条件
Sq,r (2, q, r) λ = (n− 1, 1)

Dr+2 (2, 2, r)

E6 (2, 3, 3)

E7 (2, 3, 4)

E8 (2, 3, 5)

E
(a)
r+3 (2, 3, r) λ = (n− 2, 2) (n ≥ 4)

E
(b)
r+3 (2, 3, r) µ = (µ1, µ2, 1)

1.2. Type C. 次にシンプレクティック群 G = Sp2n(C) の場合を考えよう。一般線型群の
場合と同じくこれを Sp2n と略記する。
シンプレクティック空間 C2n における、等方的部分空間の増大列からなる部分旗 F1 ⊂

F2 ⊂ · · · ⊂ F` であって、各部分空間の次元を指定したもの全体がなす多様体を等方的部
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分旗多様体 (isotropic flag variety) と呼ぶことにする。G = Sp2n は、この等方的部分旗
多様体に推移的に作用している。
さて、部分空間 Fi のシンプレクティック形式に関する直交部分空間を F⊥

i と書けば、
Fi は等方的であるから、Fi ⊂ F⊥

i が成り立つ。これより、次の部分旗

F1 ⊂ F2 ⊂ · · · ⊂ F`−1 ⊂ F` ⊂ F⊥
` ⊂ F⊥

`−1 ⊂ · · · ⊂ F⊥
2 ⊂ F⊥

1 (1.1)

を得る。G の任意の放物型部分群 P は適当な等方的部分旗をとることにより、部分旗
(1.1) の固定部分群として得られる。また、そのとき P の共役類は等方的部分旗の次元を
指定することによって決まる。そこで、放物型部分群 P に対応する 2n の合成 λ を次の
ように定義しよう。まず dim F` < n のときは1





λi = dim Fi/Fi−1 (1 ≤ i ≤ l)

λ`+1 = dim F⊥
` /F` = 2(n− dim F`)

λ`+i+1 = dim F⊥
`−i/F

⊥
`−i+1 = λ`−i+1 (1 ≤ i ≤ l)

とおく。ただし F0 = {0} と解釈する。部分旗が Lagrange 部分空間を含んでいる場合、
つまり dim F` = n ならば、

{
λi = dim Fi/Fi−1 (1 ≤ i ≤ l)

λ`+i = dim F⊥
`−i/F

⊥
`−i+1 = λ`−i+1 (1 ≤ i ≤ l)

とおく。この 2n の合成 λ = (λ1, λ2, . . . ) に対して、対応する放物型部分群を P = Pλ と
書く。Pλ の Levi 部分群はGLλ1 ×· · ·×GLλ`

×Spλ`+1
に同型であることが容易にわかる。

ただし dim F` = n のときは、Spλ`+1
の成分は現れない。

例 1.5. (1) λ = (n, n) ならば、対応する放物型部分群 P(n,n) は Siegel 型の極大放物型部
分群で、その Levi部分群は GLn と同型である。このとき P = P(n,n) はある Lagrange部
分空間の安定化部分群であるから、G/P は Lagrangian Grassmann 多様体 LGrass(C2n)

と同型である。
(2) λ = (m, 2(n−m),m) (m < n) のとき、P = P(m,2(n−m),m) はやはり極大放物型部分
群であり、Levi 部分群は GLm× Sp2(n−m) と同型である。P は m 次元の等方的部分空間
の安定化部分群であり、G/P は等方的 Grassmann 多様体、つまり、次元が m の等方的
部分空間全体のなす多様体 IGrassm(C2n) と同型である。

この記号のもとに次の定理が成り立つ。

定理 1.6 ([MWZ00]). G = Sp2n をシンプレクティック群とし、放物型部分群 P に対し
て、XP = G/P で部分旗多様体を表わす。
(1) 放物型部分群P1, . . . , Pk に対して、多重旗多様体XP1 ×XP2 × · · · ×XPk

が有限型な
らば k ≤ 3 である。

1dim F` < n は、部分旗が極大等方的部分空間 (Lagrange 部分空間) を含まないことと同値である。
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(2) 三重旗多様体XPλ
×XPµ ×XPν が有限型であるための必要十分条件は、放物型部分

群に対応する合成 λ, µ, ν が次の表の条件を満たすことである。ただし、表において、放
物型部分群の順序、および合成の成分の置換を許すものとする。

type (`(λ), `(µ), `(ν)) 付加条件
SpDr+2 (2, 2, r) λ = µ = (n, n)

SpE6 (2, 3, 3) λ = (n, n)

SpE7 (2, 3, 4) λ = (n, n)

SpE8 (2, 3, 5) λ = (n, n)

SpE
(b)
r+3 (2, 3, r) λ = (n, n); µ = (1, 2n− 2, 1); 3 ≤ r

SpY4,r (3, 3, r) λ = µ = (1, 2n− 2, 1); 3 ≤ r

2. 対称対に付随した二重旗多様体

以下では、対称対の場合に、多重旗多様体上の軌道の有限性の問題の類似を考えてみた
い。そのために先ず群多様体の場合 (G×G)/∆G に上の結果を翻訳してみよう。

2.1. 群多様体の場合. G を簡約代数群として、G = G × G, K = ∆G とおく。このとき
K は G の包含的自己同型 θ(g1, g2) = (g2, g1) に関する固定部分群となっており、(G,K)

は対称対である。同型 G/K ' G が成り立つので、この対称対を群多様体に付随した対
称対と呼ぶ。
さて、前節のように、G の多重旗多様体XP1 ×XP2 × · · · ×XPk

を考え、これを対称対
G/K の言葉に翻訳してみよう。
まず k = 2 の場合には、P = P1×P2 とおくと、これは G の放物型部分群であるから、

二重旗多様体XP1 ×XP2 ' (G×G)/(P1 × P2) = G/P は、単に G の部分旗多様体を表し
ているにすぎない。このとき、対角的作用によって G 軌道を調べるということは、K 軌
道を調べることと同値であり、結局

G\XP1 × XP2 ' K\G/P

は古典的な KGP 分解の理論となって、軌道は常に有限で目新しいことは起こらない。
k = 3 の場合には、やはり P = P1 × P2 とおいて、P3 ' ∆P3 ⊂ ∆G = K により、P3

を K の放物型部分群とみなすことができる。これを Q = ∆P3 と書こう。すると

XP1 × XP2 × XP3 ' (G×G)/(P1 × P2)× (G/P3) ' G/P×K/Q

となり、G の対角的作用は、K の対角的作用に対応する。このとき、直積の第一成分は
G = G × G の部分旗多様体、第二成分は K = ∆G の部分旗多様体と解釈することがで
きる。

k ≥ 4 の時にも同様の解釈はできるが、軌道が有限にならないと予想される (少なくと
も古典型の場合は有限でない)。
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2.2. 対称対の二重旗多様体. 以下 G を複素簡約代数群とし、θ を包含的自己同型、K =

Gθ をその固定部分群とする。このとき (G,K) を対称対と呼ぶ。たとえば (GLn, On) や
(GLn, GLp × GLq) (n = p + q) などが対称対の例である。P を G の放物型部分群とし、
Q1, . . . , Q` を K の放物型部分群とする。部分旗多様体を XP = G/P および ZQ = K/Q

であらわすことにしよう。我々は次の問題を考えたい。

問題 2.1. 部分旗多様体の直積 XP ×ZQ1 × · · · ×ZQ`
にK が対角的に働くとき、K 軌道

が有限個になるのはいつか？ またそのような場合を分類せよ。

群多様体 (G×G, ∆G) を対称対と考えた場合には、すでに説明したように ` ≥ 2 なら
ば無限軌道になることが分かっている (ただし G が古典型のとき)。一般の対称対の場合
には ` ≥ 2 でも有限軌道になる場合があるかもしれないが、我々は、以下 ` = 1 の場合
を考えることにする。そこで、若干の語弊はあるが XP ×ZQ を対称対に付随した二重旗
多様体あるいは単に二重旗多様体と呼ぶことにする。

定義 2.2. 二重旗多様体 XP ×ZQ 上の K 軌道が有限であるとき、有限型と呼ぶ。

以下、有限型の二重旗多様体について考えよう。

3. 有限型二重旗多様体の構成

一般に、有限型の二重旗多様体をすべて分類するのはかなり難しいように思われる。し
かし、我々は [NO11] において、対称対の二重旗多様体の有限性を (対称対でない)通常
の群の場合の三重旗多様体の有限性に帰着する手法を開発した。この手法には二つあり、
限定的ながら、よい場合には有限型二重旗多様体の分類にも成功した。この節では、まず
二種類の手法を紹介する。つぎに、それを用いて有限型の二重旗多様体を多数構成し、分
類について解説しよう。

3.1. 第一の方法. G を連結簡約代数群、θ を包含的自己同型とし、K = Gθ を対称部分群
とする。K はまた簡約代数群であることに注意しよう。
我々は二重旗多様体 XP ×ZQ = G/P ×K/Q を考えるのであるが、これを三重旗多様

体に埋め込んで考えたい。そのために、Q に対応する G の放物型部分群を取る必要があ
る。それが可能であることを保証するのが次の二つの補題である。

補題 3.1. Q ⊂ K を K の放物型部分群とすると、G の θ 安定な放物型部分群 P ′ が存
在して、Q = K ∩ P ′ と書ける。ここで P ′ が θ 安定であるとは θ(P ′) = P ′ が成り立つ
ことである。

このように、任意の Q に対して、θ 安定な放物型部分群 P ′ でQ = K ∩P ′ となるもの
を取ることができるが、このような P ′ は、たとえ G-共役を考えても一意的ではない。ま
た、θ 安定でなくとも K との共通部分が Q になるような G の放物型部分群は存在する。
以下、この補題のような θ 安定な放物型部分群 P ′ を一つ固定して考える。

補題 3.2. G の放物型部分群 P ′ であって θ 安定なものを一つとる。
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(1) Q = K ∩ P ′ は K の放物型部分群である。このとき XP ′ = G/P ′ における P ′ を通
る K 軌道は閉軌道であってZQ = K/Q に同型である。
(2) 部分旗多様体 XP ′ の任意の閉 K-軌道は、ある θ 安定な放物型部分群 P ′′ を通る軌
道であって K/Q′′ (Q′′ = K ∩ P ′′) と同型である。

G の θ-安定な放物型部分群 P ′ を選ぶと、K の部分旗多様体 ZQ が決まり、それは G

の部分旗多様体 XP ′ 上の閉 K-軌道を考えることと同じである。これが上の補題の主張
である。したがって我々の二重旗多様体の有限性の問題は次のように一般化することがで
きる。

問題 3.3. 部分旗多様体 XP ′ の K-軌道 O に対して、XP ×O が有限個の K-軌道を持つ
のはいつか？

この問題は Harish-Chandra 加群の理論から見て興味深いと思われるが、この報告では
深入りしないことにする。また、上の二つの補題とその証明については、[BH00] を参照
されたい。
さて、次の定理がこの節の主定理の一つである。

定理 3.4. P, P ′ を Gの放物型部分群であって、P ′ は θ安定であるとする。また Q = P ′∩K

を K の放物型部分群とする。このとき、三重旗多様体 XP ×Xθ(P ) ×XP ′ が G の対角的
作用に関して有限個の G 軌道を持てば、二重旗多様体 XP × ZQ 上の K 軌道は有限で
ある。

定理の証明にはかなりの準備が必要なので、ここでは省くが、Miličić による旗多様体
の場合の KGB 分解の有限性の証明 [Mil93, § H.2, Theorem 1] のアイデアがキーポイン
トである。詳しくは [NO11] を参照されたい。
この定理の仮定を満たすような三重旗多様体は、§ 1 で解説した [MWZ99, MWZ00] の

分類を参照すれば多数得られるが、中でも mirabolicな場合はよく知られており、Travkin

等 [Tra09, FGT09] による興味深い研究がある。これらの例については後述する。

3.2. 第二の方法. 引き続き、二つ目の主定理を紹介しよう。この定理の証明は簡単である
が、二重旗多様体と三重旗多様体の関係をよく表わしている。

定理 3.5. P i (i = 1, 2, 3) を G の放物型部分群であって、Q := P 2 ∩ P 3 が K の放物型
部分群であると仮定する。このとき、もし三重旗多様体XP 1 ×XP 2 ×XP 3 が有限個の G-

軌道を持てば、二重旗多様体 XP 1 ×ZQ は有限個の K-軌道を持つ。
さらに、P 1 = B が G のボレル部分群であって、積 P2P3 が G の開集合であれば、逆

も正しい。つまり、上の仮定の下に、二重旗多様体XB ×ZQ が有限型であることと、三
重旗多様体XB × XP 2 × XP 3 が有限型であることは同値である。

証明. G の XP 2 ×XP 3 への対角的作用を考えると、点 (P 2, P 3) ∈ XP 2 ×XP 3 における固
定部分群はちょうど P 2 ∩ P 3 = Q になるから、G-同変な埋め込みG/Q ↪→ XP 2 ×XP 3 を
得る。これより二重旗多様体の埋め込み

K\(XP 1 ×ZQ) ∼= P 1\G/Q ' G\(XP 1 ×G/Q) ↪→ G\(XP 1 × XP 2 × XP 3), (3.1)
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を得るが、最右辺は仮定より有限集合であるから、 K\(XP 1 ×ZQ) の有限性が従う。
次に P 1 = B はボレル部分群で P2P3 ⊂ G が開集合の場合を考えよう。XB × ZQ が

有限型であるとする。K\XB ×ZQ ' B\G/Q であるから、G/Q には B が有限軌道で作
用している。したがって特に G/Q には開 B-軌道が存在する。一方、P2P3 は G の開集
合であると仮定したので、埋め込みG/Q ↪→ XP 2 × XP 3 は開埋め込みである。したがっ
て XP 2 ×XP 3 上には開 B-軌道が存在する。これは XP 2 ×XP 3 が G の作用に関して球多
様体であることを意味するが、これより B-軌道の有限性が従う (Brion [Bri89], Vinberg

[Vin86])。
G\(XB × XP 2 × XP 3) ' B\(XP 2 × XP 3)

であるから、三重旗多様体XB × XP 2 × XP 3 は有限型である。 ¤

3.3. 有限型二重旗多様体の例. Magyar-Weymann-Zelevinsky による有限型の三重旗多様
体のリストがあるから、それを用いて有限型の二重旗多様体を多数構成できる。各タイプ
ごとに有限型二重旗多様体になる (P, Q) のリストを与えておこう。表中 maximal とある
のは極大放物型部分群を表わし、 any とあるのは任意の放物型部分群が許されることを
意味する。その他の記号は § 1 を参照されたい。

AI 型 : G/K = SLn/SOn (n ≥ 3)

Pλ Q XP ZQ extra condition

(m,n−m) any Grassm(Cn) ZQ

(λ1, λ2, λ3) Siegel XP LGrass(Cn) n is even

AII 型 : G/K = SL2n/Sp2n (n ≥ 2)

Pλ Q XP ZQ

(m, 2n−m) any Grassm(C2n) ZQ

(λ1, λ2, λ3) Siegel XP LGrass(C2n)

AIII 型 : G/K = GLn/GLp ×GLq (n = p + q)

K = GLp ×GLq の直積分解に従って Q = Q1 ×Q2 と分解しておく。

Pλ Q1 Q2 XP ZQ

any mirabolic GLq XP P(Cp)

any GLp mirabolic XP P(Cq)

(m,n−m) any any Grassm(Cn) ZQ

(λ1, λ2, λ3) maximal maximal XP Grassk(Cp)×Grass`(Cq)

(注) 表の最後の行で、maximal と表示した部分は GLp または GLq 全体でもよい。
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CI 型 : G/K = Sp2n/GLn (n ≥ 2)

Pλ Q XP ZQ

Siegel any LGrass(C2n) ZQ

(1, 2n− 2, 1) any P(C2n) ZQ

CII 型 : G/K = Sp2n/Sp2p × Sp2q (n = p + q)

Pλ Q XP ZQ

Siegel any LGrass(C2n) ZQ

(m, 2n− 2m,m) Siegel× Siegel IGrassm(C2n) LGrass(C2p)× LGrass(C2q)

残念ながら、B 型および D 型については有限型三重旗多様体のリストがないため、た
だちに表を掲げることができない。まず三重旗多様体の研究が必要である。

3.4. 二重旗多様体の分類. ここでは AIII 型の場合に限って、P = B がボレル部分群の場
合に有限型二重旗多様体の分類とその方針を記す。最近、谷口健二および近藤健介 (青学
大・理工)との共同研究によって、エルミート対称対の場合には同様の分類が得られるこ
とが分かってきた ([KNOT10]) が、それについては別の機会に報告することにしたい。

G/K = GLn/GLp ×GLq (n = p + q) を AIII 型の対称空間とし、K = GLp ×GLq の
直積分解に従って放物型部分群を Q = Q1×Q2 と分解しておく。また B を G = GLn の
ボレル部分群とする。

定理 3.6. 上の記号の下に、q ≥ p ≥ 1 と仮定する。このとき、二重旗多様体 XB ×ZQ が
有限型になるための必要十分条件はQ = Q1 ×Q2 が次の表で与えられることである。た
だし、第 2列はサイズ p に対する条件を与えている。

Case p Q1 Q2 ZQ

(i) arbitrary GLp GLq {point}
(ii) arbitrary GLp mirabolic P(Cq)

(iii) 1 GL1 arbitrary GLq/Q
2

(iv) 2 GL2 maximal Grassm(Cq)

(v) arbitrary mirabolic GLq P(Cp)

証明. 定理 3.5 を用いる。λ を p の合成、µ を q の合成とする。このとき (λ, µ) は n の
合成である。そこで P 2 = P(λ,µ) を合成 (λ, µ) に対応する上半三角の放物型部分群とし、
P 3 = P ◦

(p,q) を合成 (p, q) に対応する下半三角の放物型部分群に取る。我々は標準的に上
半三角の放物型部分群を取ることにしたので、ここでは相補的な放物型部分群 P ◦ を取っ
ていることに注意しよう。
すると Q = P 2 ∩ P 3 は K = GLp ×GLq の上半三角の放物型部分群で、Pλ × Pµ と一

致することが容易にわかる。ここで Pλ あるいは Pµ はそれぞれ GLp および GLq の放物
型部分群である。また P 2P 3 が G の開集合であることも明らかであろう。したがって、
P2, P3 は定理 3.5 の仮定を満たしている。
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これより、XB ×ZQ が有限型であることと、XB ×XP(λ,µ)
×XP(p,q)

が有限型であること
は同値であることが結論される。あとはXB ×XP(λ,µ)

×XP(p,q)
がいつ有限型になるかを定

理 1.4 を使って調べればよい。 ¤

4. 応用: 球多様体

多様体 X に K が作用している時、X がこの作用に関して球多様体であるとはK の
ボレル部分群が開かつ稠密な軌道を持つことであった。一般に K 軌道が有限であっても
その作用が球作用であるとは限らない。たとえば部分旗多様体 G/P は一般に K の作用
に関して球多様体ではない。しかし上の定理を使えば次が分かる。

系 4.1. XP × Xθ(P ) が球 G-多様体であれば、XP は球 K-多様体である。

定理 3.4 を認めれば、系の証明はやさしい。

証明. B を G のボレル部分群とする。

G\XP × Xθ(P ) × XB ' B\XP × Xθ(P )

であるから、多重旗多様体 XP ×Xθ(P )×XB が有限個の G 軌道を持つことと XP ×Xθ(P )

が球 G-多様体であることは同値である。一方、K のボレル部分群 S は G の θ 安定なボ
レル部分群 B を用いて S = K ∩B と書けるから、定理 3.4 によってXP ×ZS 上の K 軌
道は有限である。ところがK\XP ×ZS ' S\XP だからこれは XP が球 K-多様体である
ことを意味する。 ¤

系 4.1 の表現論的解釈をしてみよう。
まず Vλ を最高ウェイトが λ の G の有限次元表現、vλ ∈ Vλ をゼロでない最高ウェイ

トベクトルとする。Vλ を射影化したものを P(Vλ) と書き、[vλ] で vλ を通る直線のなす
同値類、つまり P(Vλ) 上の点を表わす。Vλ は G の有限次元表現であるから、G は射影
空間 P(Vλ) に自然に作用する。このとき、[vλ] を通る G-軌道は P(Vλ) における G-軌道
の中で最低次元を持っており、閉軌道になることがわかる。したがってそれ自身が射影多
様体となり、コンパクトである。これから、[vλ] の固定部分群は放物型部分群であり、G-

軌道 G · [vλ] は部分旗多様体である。
逆に、任意の放物型部分群 P ⊂ G に対して、P が固定部分群

P = {g ∈ G | g · [vλ] = [vλ]} = {g ∈ G | g · vλ ∈ Cvλ}
となるように最高ウェイト λ が選べることはよく知られている。そこで、我々の P に対
して、そのような λ を選んでおく。また、包含的自己同型 θ で Vλ を捻った既約表現を
考え、その最高ウェイトを λθ と書く。λθ は放物型部分群 θ(P ) に対応する最高ウェイト
である。
上の系 4.1 を言い換えると次のようになる。

系 4.2. 上のように、放物型部分群 P に対して、λ を選んでおく。このとき、すべての自
然数 k, ` ≥ 0 に対してテンソル積 Vkλ ⊗ V`λθ が G の表現として重複度自由に分解する
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ならば、任意の m ≥ 0 に対してK への制限 Vmλ

∣∣
K
は、 K の表現として重複度自由に

分解する。

5. AIII 型対称空間の二重旗多様体とその軌道

G/K = GLn/GLP × GLq (p + q = n) とする。GLn の放物型部分群は n の合成 (順序
を考慮した分割) λ によって決まるので、それを Pλ と書くのであった。
§3.3の表によれば、P がG = GLnの極大放物型部分群ならば、二重旗多様体 XP×ZQは

任意の放物型部分群 Q ⊂ K に対して有限型である。以下、特別な場合として、P = P(d,n−d)

が G の極大放物型部分群、Q = P(r,p−r) × P(s,q−s) が GLp, GLq の極大放物型部分群の直
積の場合を考えることにする。このとき

XP ×ZQ = GLn/P(d,n−d)×GLp/P(r,p−r)×GLq/P(s,q−s)

' Grassd(Cn)×Grassr(Cp)×Grasss(Cq)

である。ただし Grassd(Cn)は Cn の中の d次元部分空間のなすグラスマン多様体を表す。
そこで V = Cn とおき、K = GLp ×GLq に合わせてその直和分解を

V = V + ⊕ V − (V + = Cp, V − = Cq)

とする。またGrassd(V )×Grassr(V
+)×Grasss(V

−) の点を

(L; W+,W−) L ⊂ V, W+ ⊂ V +, W− ⊂ V −

と表わす。ここで dim L = d, dim W+ = r, dim W− = s である。(L; W+,W−) を通る
K-軌道をO(L; W+, W−) と書こう。これらの軌道は有限個であるが、それは次のように
分類できる。

定理 5.1. 三重グラスマン多様体

Grassd(V )×Grassr(V
+)×Grasss(V

−)

へのK = GL(V +)×GL(V −) の対角的作用を考える。このとき (L; W+,W−) を通る K-

軌道O(L; W+,W−) は、次の次元 (不変量) によって分類される。

d1 = dim L ∩W,

p1 = dim L ∩ V +, q1 = dim L ∩ V −,

r1 = dim L ∩W+, s1 = dim L ∩W−,

r2 = dim L ∩ (W+ ⊕ V −), s2 = dim L ∩ (V + ⊕W−)
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また、上で与えた軌道の不変量は以下の不等式を満たす。

0 ≤ r1 ≤ p1 ≤ p, 0 ≤ s1 ≤ q1 ≤ q, 0 ≤ r1 ≤ r, 0 ≤ s1 ≤ s,

r1 ≤ d1 ≤ r2 ≤ d, s1 ≤ d1 ≤ s2 ≤ d,

r2 ≤ r + q1, s2 ≤ s + p1,

r1 + s1 ≤ d1, d1 + q1 ≤ r2 + s1, d1 + p1 ≤ r1 + s2,

r2 + s2 ≤ d + d1, r + d ≤ p + r2, s + d ≤ q + s2

逆に不変量がこれらの不等式を満たせば、その不変量を持つ K 軌道が存在する。

軌道についてはいろいろと調べることはあるが、ここでは次元についての公式をあげ
ておく。

命題 5.2. 上のように与えられた K 軌道 O(L; W+,W−) の次元は

dimO(L; W+,W−) = d(p + q − d) + r(p− r) + s(q − s)

− (r − r2 + q1)q1 − (s− s2 + p1)p1

− (p− r + r2 − d)r2 − (q − s + s2 − d)s2

− (r2 − d1 + s1 − q1)s1 − (s2 − p1 − d1 + r1)r1 − (d1 − r2 − s2 + d)d1

で与えられる。
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