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Abstract. In this paper, we study the growth of multiplicities in length spectra

for congruence subgroups. The main theorem describes asymptotic formulas for

the power sums of the multiplicities.

1 Introduction

まず，H := {x + y
√−1 | y > 0}を複素上半平面，Γを SL2(R)の離散部分群で，対応す

るリーマン面 Γ\Hの体積が有限であるようなものとする．次に，Prim(Γ)を Γの素な双
曲的共役類の集合とし，

Tr(Γ) := {trγ | γ ∈ Prim(Γ)}, mΓ(t) := #{γ ∈ Prim(Γ) | trγ = t}

とおく．このとき，trγは γ ∈ Prim(Γ)に対応する Γ\H上の素測地線の長さ lγに対して，
trγ = cosh lγ なので，{(t,mΓ(t))}t∈Tr(Γ)を Γ\H 上の length spectrum と同一視できる．
これは，素測地線から長さの情報だけを取り出したものだが，リーマン面の特徴づけと
いう点で，重要な意味をもつ．実際に，2つの種数 2以上のコンパクトリーマン面に対し
て，length spectrum が一致することと，ラプラシアンのスペクトルが一致することが同
値である（[Hu]）ため，length spectrum はラプラシアンのスペクトルと同程度の情報量
をもっているといえる．なお，セルバーグ跡公式（[Se]，[He]など）は，length spectrum

とラプラシアンのスペクトルとの間の関係をテスト関数込みで記述した公式である．

∗本研究は文科省科研費若手 (B) 20740027 の助成を受けたものである．
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さて，length spectrumはΓの元の跡のみを取り出したものなので，一見簡単そうに思え
るが，その分布を初等的に記述することは，一般には非常に難しい．例えば，Γ = SL2(Z)

のときは，

Tr(SL2(Z)) = Z≥3

であることがすぐにわかるが，これは非常に特殊な場合であり，SL2(Z)の生成元を少し
変えたヘッケ三角形群

Γ =

〈
1 2 cos

2π

q
0 1


 ,

(
0 1

−1 0

)〉

の場合（とくに非数論的な Γをあたえる q 6= 3, 4, 6のとき）ですら，TrΓを決定すること
は容易ではない．漸近的な挙動については，どんな Γに対しても {mΓ(t)}が非有界であ
ること（[Ra]）や，mΓ(t)の和が

∑

t∈Tr(Γ),t<x

mΓ(t) ∼ li(x2) :=

∫ x

2

dt

log t
∼ x2

2 log x
(1.1)

と評価できること（素測地線定理，[Se]，[He]など）がわかっているが，これ以上細かい
ことについてはよくわかっていないし，Γによって異なる様相を示すと思われる．実際に，
Γが数論的（arithmetic）なときは，

#{t ∈ TrΓ, t < x} < ∃c1x as x →∞

で，重複度mΓ(t)の tに対する増大度が∃c2t/ log tに近く，Γが非数論的（non-arithmetic）
なときは，

#{t ∈ TrΓ, t < x} À x as x →∞

で，重複度mΓ(t)の増大度は t/ log tよりも本質的に小さいと考えられている．これにつ
いては，まだ厳密に証明はされていないが，[Ta]，[LS]，[Sc]，[GL]などによって，いく
ぶん弱い結果が得られており，また，[BS]，[Ma]によって数値実験が行われている．数論
的量子カオス（arithmetic quantum chaos）とよばれる分野では，ラプラシアンのスペク
トルの分布に関するある種の統計学的な関数が研究対象になっており，計算機を用いた実
験が行われているが，その実験結果において，数論的な場合と非数論的な場合とで顕著な
違いがあらわれている．この違いは length spectrum（の重複度）の分布の違いと，深く
関わっていると指摘する研究者もいる（[BGGS], [BLS], [LS], [Ma]など）．
本稿では，Γが SL2(Z)の合同部分群である場合のmΓ(t)の増大度を調べる．このような

Γに対して，TrΓはZ≥3の正の密度をもつ部分集合であり，mΓ(t)が原始的不定値二元二次
形式の狭義類数を用いて記述できる（[Sa],[H1],[H2]など）ため，他のΓと比べて，length
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spectrumが「よくわかっている」場合であるといえる．ただし，二次形式の類数について
は，古典的な研究対象であり長い歴史があるにもかかわらず，未だによくわかっていない
ことも少なくない．なので，mΓ(t)を類数で書けたからといって，すべてが明らかになる
わけではない．そのような状況の中で Bogomolny-Leyvraz-Schmit [BLS]は，Γ = SL2(Z)

の場合に次のような漸近公式を導いた．
∑

t∈Tr(SL2(Z)),t<x

mSL2(Z)(t)
2 ∼ c

(2)
SL2(Z)li2(x

3) as x →∞.

ここで，lik(x) :=
∫ x

2
(log t)−kdt，c

(2)
SL2(Z) > 0は素数に関するある種のオイラー積で記述で

きる定数である．実は，この漸近式に関する [BLS]の証明は，数学的には全く厳密ではな
いが，のちに Peter [Pe]によって補完されている．この漸近式は，mSL2(Z)(t)の平均的な
増大度が，おおよそ t/ log tくらいであり，t/ log tとのずれが主要項の係数 c

(2)
SL2(Z)にあら

われているといえる．加えて，係数 c
(2)
SL2(Z)は，Rudnick [Ru]によって与えられた，ラプ

ラシアンのスペクトルの分布に関する公式にあらわれることから，同様の漸近公式を拡
張・一般化し，その係数を明示的にあらわすことは，重要である．実際に，Lukianov [Lu]

は，重複度の 2乗和に関する漸近公式を合同部分群のひとつである Γ0(n)と，不定値な四
元数環の極大整環の単数群によって定まる余コンパクトなΓに対して拡張し，漸近式の主
要項の係数の明示的な記述を導いている．本稿では，[BLS], [Pe], [Lu]によって得られた
このような 2乗和に関する漸近式を，任意のモジュラー群の合同部分群に対する，length

spectrum の重複度の任意のべき乗和

π
(k)
Γ (x) :=

∑
3≤t<x

mΓ(t)k

に対して拡張することを目標にする．なお，2007年度表現論シンポジウムにおいて，同
様の研究成果に関する講演を行い，

π
(k)
Γ (x) ∼ c

(k)
Γ lik(x

k+1)

という成果を紹介したが，その際には係数 c
(k)
Γ を決定するには至っておらず，また，漸近式

自体の証明が必ずしも完全ではなかった．今回，主要項の係数 c
(k)
Γ を [BLS],[Pe],[Lu]と同

様に，素数に関するオイラー積を用いて記述することができたので，その結果（Theorem

5.1）とそれを得るためのアプローチの仕方の概要，いくつかの具体例について報告する．

2 二次形式を用いた length spectrum の表示
まず，合同部分群に関する length spectrum の重複度を二次形式の類数を用いて記述
する．
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2.1 Γ = SL2(Z)の場合

原始的不定値二元二次形式の同値類とPrim(SL2(Z))の元との間には，次のような一対
一対応がある（[G]）．

ax2 + bxy + cy2 7−→




1

2
(t1 + bu1) −cu1

au1
1

2
(t1 − bu1)


 ∈ SL2(Z), (2.1)

γ = (γij)1≤i,j≤2 ∈ SL2(Z) 7−→ γ21

uγ

x2 +
γ11 − γ22

uγ

xy − γ12

uγ

y2. (2.2)

ここで，D := b2 − 4acは二次形式の判別式で，(tj, uj) = (tj(D), uj(D))>0 はペル方程
式 t2 − Du2 = 4の j 番目の解，uγ := gcd(γ21, γ11 − γ22,−γ12)(>0) である．εj(D) :=
1
2
(tj + uj

√
D)とかくと，ε(D) := ε1(D)は基本単数で，εj(D) = ε(D)jが成り立つ．また，

{(D, j) | D ∈ D, j ≥ 1}と {(t, u) | t ≥ 3, u ≥ 1, (t2− 4)/u2 ∈ D} の間に一対一の対応があ
ることがわかる．

(D, j) 7−→ (t, u) = (tj(D), uj(D)) , (t, u) 7−→ (D, j) = (Dt,u, jt,u), (2.3)

ここで，Dは 4で割って 0, 1となる非平方数の集合で，

Dt,u :=
t2 − 4

u2
, jt,u := max

{
j ≥ 1 | εj(D) =

1

2

(
t +

√
t2 − 4

)}

である．以上の対応 (2.1),(2.2)と (2.3)から，Γ = SL2(Z)の場合の length spectrum の重
複度が次のようにあらわされることがわかる．

mSL2(Z)(t) =
∑

D∈D,ε(D)+ε(D)−1=t

h(D) =
∑

u∈U(t),jt,u=1

h(Dt,u), (2.4)

ここで，U(t) := {u ≥ 1, t2−4
u2 ∈ D}で，h(D)はD ∈ Dに関する狭義の類数である．

2.2 合同部分群の場合

まず，合同部分群の定義を与える．
n ≥ 1を正整数，階数 nの主合同部分群 Γ̂(n) ⊂ SL2(Z)を

Γ̂(n) := Ker
(
SL2(Z)

proj.→ PSL2(Zn)
)

= {γ ∈ SL2(Z) | γ ≡ αI mod n, α2 ≡ 1 mod n}
と定義する．nが n =

∏
p|n prと素因数分解されるとき，

Γ̂(n) =
⋂

p|n
Γ̂(pr),

[SL2(Z) : Γ̂(n)] = #PSL2(Zn) =
∏

p|n

p3r−2(p2 − 1)

β(pr)
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が成り立つ．ここで，

β(pr) =





1, (pr = 2),

2, (pr = 4 or 2 - p),

4, (p = 2, r ≥ 3)

である．もし，SL2(Z)の部分群 Γが Γ̂(n) ⊂ Γ ⊂ SL2(Z)で，任意のm < nに対して
Γ 6⊃ Γ̂(m)であるとき，Γを階数 nの合同部分群とよぶ．もし，nが n =

∏
p|n prとあらわ

されるとき，Γは階数 prの合同部分群 Γpr を使って，

Γ =
⋂

p|n
Γpr (2.5)

とかける．ここで，Γpr は Γpr = ΓΓ̂(pr)ととればよい．
次に，合同部分群に関する length spectrum について考える．ここでは，重複度mΓ(t)

そのものではなく，少しずらした

m̂Γ(t) :=
∑

γ∈Prim(Γ),j≥1
trγj=t

1

j

について考える．漸近的な挙動を考えるときには，mΓ(t)とほとんど同じものと考えてよ
い．これは，Venkov-Zograf の公式 [VZ]を使うと，

m̂Γ̃(t) =
∑

γ∈Prim(SL2(Z)),j≥1
trγj=t

1

j
trχΓ(γj) (2.6)

であることがわかる．ここで χΓ := Ind
SL2(Z)
Γ 1である．実は，上の式の右辺にあらわれる

trχ(γj)は，trγjと uγj にしかよらない（[H2]）ので，

m̂Γ(t) =
∑

u∈U(t)

1

jt,u

MΓ(t, un)h(Dt,u) (2.7)

と記述できる．ここで，un := gcd(n, u)，Dt,u(n) := Dt,u(u/un)2，t′ ≡ t mod 2で，MΓ(t, un)

は，

γ(t, un) :=




1

2
(t + t′un)

1

4
(Dt,u(n)− t′)un

un
1

2
(t− t′un)


 .

を使って，MΓ(t, un) = trχΓ(γ(t, un))で与えられる．ここで，

MΓ(t, un) =
∏

p|n
MΓpr (t, upr) (2.8)
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が成り立っている．
ただ，(2.7)の右辺は j−1

t,u がやや不便なので，これを省略した，

m̃Γ(t) :=
∑

u∈U(t)

MΓ(t, un)h(Dt,u)

を以後取り扱うことにする．すると，

π̃
(k)
Γ (x) :=

∑
3≤t≤x

m̃Γ(t)k

に対して，
∣∣∣π̃(k)

Γ (x)− π
(k)
Γ (x)

∣∣∣ ¿ xk+1/2+ε

なので，mΓ(t)の代わりに，m̃Γ(t)を考えてもよいことがわかる．

3 算術関数について
Schwarzと Spilkerが，算術関数の漸近的な挙動についての非常に有用な研究成果を [SS]

にまとめおり，Peter [Pe]による Γ = SL2(Z)に関する成果も，その中に記述されている
Parseval の等式を用いることで，得られている．本節では，算術関数における Parseval

の等式と，そこから導かれる等式をいくつか述べる．
まず，q ≥ 1を整数とし，算術関数 f : N→ Cに対して，セミノルムを

||f ||q :=

(
lim sup

x→∞

1

x

∑
1≤n≤x

|f(n)|q
)1/q

で定める．もし，任意の ε > 0に対して，||f − h|| < εをみたすような周期関数 hが存在
するなら，f を q-limit periodic とよぶ．Dqを q-limit periodic な関数全体とすると，Dq

は ||f1 − f2||q = 0となる f1と f2を同一視することで，ノルム || ∗ ||qで定まるバナッハ空
間になる．もちろん，1 ≤ q1 ≤ q2 < ∞なら，D1 ⊃ Dq1 ⊃ Dq2 である．ここで，f ∈ D1

に対して，

M(f) := lim
x→∞

1

x

∑
1≤n≤x

f(n)

と定義すると，D2は内積< f, h >:= M(fh̄)で定まるヒルベルト空間になる．u ∈ Rと
n ∈ Nに対して，eu(n) := e2πiunとすると，f ∈ D1と u ∈ Rに対して，フーリエ係数
f̂(u) := M(fe−u)が定まる．このとき，f, g ∈ D2に対して，パーセバルの等式

M(fḡ) =
∑

b≥1

∑

a∈(Z/bZ)∗
f̂(a/b)ĝ(a/b) (3.1)

が成り立つ（[SS]）．このパーセバルの等式を使って，次の 2つの補題を示す．
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Lemma 3.1. 関数 f, gを，f, g ∈ D2で，任意のN ≥ 1, m ∈ Z/NZに対して，

F (m; N) := lim
x→∞

1

x

∑
1≤n≤x

n≡m mod N

f(n), G(m; N) := lim
x→∞

1

x

∑
1≤n≤x

n≡m mod N

g(n)

が存在すると仮定する．このとき，任意のN ≥ 1と δ ∈ Z/NZに対して，

lim
x→∞

1

x

∑
1≤n≤x

n≡δ mod N

f(n)g(n) = lim
b→∞

b
∑

m∈Z/bNZ
m≡δ mod N

F (m; bN)G(m; b)

が成り立つ．ここで，bN := lcm(b,N)である．

Proof. まず，

χδ,N(n) :=

{
1, (n ≡ δ mod N),

0, (otherwise)

とおく．明らかに，fχδ,n, g ∈ D2なので，パーセバルの等式を使って

M(fχδ,nḡ) =
∑

b≥1

∑

a∈(Z/bZ)∗
f̂χδ,n(a/b)ĝ(a/b) (3.2)

を得る．ここで，∗̂の定義から，

f̂χδ,n(α) =
∑

m∈Z/bNZ
m≡δ mod N

F (m; bN)e2πimα, ĝ(α) =
∑

m∈Z/NZ

G(m; N)e2πimα

なので，(3.2)は，

M(fḡ) =
∑

b≥1

∑

a∈(Z/bZ)∗

∑

m∈Z/bNZ
m≡δ mod N

F (m1; bN)
∑

m2∈Z/bZ

G(m2; b)e
2πi a

b
(m2−m1),

=
∑

b≥1

∑

m∈Z/bNZ
m≡δ mod N

F (m1; bN)
∑

m2∈Z/bZ

G(m1 + m2; b)µ̃(m2; b) (3.3)

である．ここで，µ̃(m2; b)はメビウス関数 µ(∗)を使って，次で与えられる．

µ̃(m2; b) :=
∑

a∈(Z/bZ)∗
e2πi a

b
(m2) =

ϕ(b)

ϕ(b/ gcd(m2, b))
µ

(
b

gcd(m2, b)

)
.
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等式 (3.3)について，まずm2に関する和を計算すると，

∑

m2∈Z/bZ

G(m1 + m2; b)µ̃(m2; b) =
∑

b1|b

ϕ(b)

ϕ(b/b1)
µ(b/b1)

∑

m2∈Z/bZ
gcd(m2,b)=b1

G(m1 + m2; b)

=
∑

b1|b

ϕ(b)

ϕ(b/b1)
µ(b/b1)

∑

b2|b/b1

µ(b2)G(m1; B)

=
∑

B|b

∑

b1|B

ϕ(b)

ϕ(b/b1)
µ(b/b1)µ(B/b1)G(m1; B)

である．メビウス関数 µ(∗)の定義から，

µ(b/b1)µ(B/b1) =

{
µ(b/B), (gcd(b/B, B/b1) = 1, µ(B/b1) = 1),

0, (otherwise)

なので，

∑

m2∈Z/bZ

G(m1 + m2; b)µ̃(m2; b) =
∑

B|b
µ(b/B)G(m1; B)

∑

b1|B
gcd(b/B,B/b1)=1

µ(B/b1)=1

ϕ(b)

ϕ(b/b1)

=
∑

B|b
µ(b/B)BG(m1; B) (3.4)

が成り立つ．あとは，(3.4)を (3.3)に直接代入すると，

M(fχδ,nḡ) =
∑

b≥1

∑

m∈Z/bNZ
m≡δ mod N

F (m1; bN)
∑

B|b
µ(b/B)BG(m1; B)

=
∑

b≥1

∑

B|b
µ(b/B)B

∑

m1∈Z/BNZ

F (m1; BN)G(m1; B)

を得る．あとは和のとりかえを行えばよい．

Lemma 3.2. 関数 f を十分大きな q ≥ 1に対して，f ∈ Dqで，

F (m; N) := lim
x→∞

1

x

∑
1≤n≤x

n≡m mod N

f(n)

が，任意のN ≥ 1，m ∈ Z/NZに対して存在すると仮定する．このとき，次が成り立つ．

lim
x→∞

1

x

∑
1≤n≤x

n≡δ mod N

f(n)k =
∑

b→∞
bk−1

∑

m∈Z/bNZ
m≡δ mod N

F (m; bN)k. (3.5)
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Proof. k = 1のときは自明なので，k = K(≥ 1)のときに (3.5)が成り立つと仮定して，
k = K + 1の場合を考える．すると，fK , f ∈ D2なので，

HK(m; N) := lim
x→∞

1

x

∑
1≤n≤x

n≡m mod N

f(n)K ,

F (m; N) := lim
x→∞

1

x

∑
1≤n≤x

n≡m mod N

f(n)

が任意のN ≥ 1とm ∈ Z/NZに対して成り立つ．なので，Lemma 3.1を使うと，

lim
x→∞

1

x

∑
1≤n≤x

n≡m mod N

f(n)K+1 = lim
b→∞

b
∑

m∈Z/bNZ
m≡δ mod N

HK(m; bN)F (m; bN)

である．あとは，和のとりかえを行えばよい．

4 重複度の部分和について
まず，

IΓ(t) :=
log t

t
mΓ(t)

とおく．すると，素測地線定理 (1.1)から，
∑

3≤t<x

IΓ(t) ∼ x

が成り立つ，つまり，IΓ ∈ D1であることがわかる．なので，Lemma 3.2の f(n)に IΓ(t)

をあてはめて，主結果を得たい．そのために示すべきことは，(i) 任意の q ≥ 1に対して，
IΓ(t) ∈ Dqであること，と (ii) 任意のm, δに対して，

FΓ(δ; m) := lim
x→∞

1

x

∑
3≤t≤x

t≡δ mod m

IΓ(t)

が存在し，比較的わかりやすい形で記述できること，の２点である．(i)については，Peter

[Pe]が ISL2(Z) ∈ Dq を示しており，さらに，0 ≤ IΓ(t) ≤ [SL2(Z) : Γ]ISL2(Z)(t)なので，
IΓ ∈ Dqが成り立つこともわかる．あとは，(ii)について調べればよい．
便宜上，

m̃Γ(t, u) := MΓ(t, un)h(Dt,u) = MΓ(t, un)m̃SL2(Z)(t, u)

IΓ(t, u) :=
log t

t
mΓ(t, u),

FΓ(δ,N ; m) := lim
x→∞

1

x

∑
3≤t≤x

t≡δ mod m
Dδ,N∈D,N || gcd(u,m)

IΓ(t, u)
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を定義する．すると，m̃Γ(t), IΓ(t)は上を，uに関して和をとったものである．類数公式を
使うと，

m̃Γ(t, u) =MΓ(t, un)h(Dt,u) = MΓ(t, un)

√
Dt,u

log ε(Dt,u)
L(1, χDt,u)

と書ける．Raulf はこの表示を使って，[Rau]の Lemma 2.11, 2.19で，与えられたm, u, δ

に対して，

lim
x→∞

1

x

∑
3≤t<x

t≡δ mod m,Dt,u∈D

IΓ(t, u) = A(δ; m,u)li(x2) + O(u−1−εx2−ε) (4.1)

が成り立つことを示した．ここで，

A(δ; m,u) :=
1

u

∑
n≥1

1

8lcm(m,u2)n2

∑

8nlcm(m,u2)<t≤16nlcm(m,u2)
t≡δ mod m,Dt,u∈D

(
Dt,u

n

)
(4.2)

である．ここであらわれるA(δ; m, u)を uに関しての和をとると，F (δ; m)に対応するも
のの値を導くことができる．しかし，これを直接計算するのは非常に面倒なので，チェボ
タレフ型素測地線定理を用いる．

Lemma 4.1. (チェボタレフ型素測地線定理，[Sa],[Su]) Γを vol(Γ\H) < ∞をみたす
SL2(R)の離散部分群，Γ′を指数有限なΓの正規部分群とする．G := Γ′\Γとし，ι : Γ → G

を自然な射影とする．このとき，Gの共役類 [g]に対して，次が成り立つ．

πΓ(x; Γ′, [g]) :=#{γ ∈ Prim(Γ) | ι(γ) ⊂ [g], trγ < x} ∼ #[g]

#G
li(x) as x →∞. (4.3)

二次形式の同値類と Prim(SL2(Z))との対応 (2.1)をみると，γ1, γ2 ∈ SL2(Z)が
Γ̂(m)\SL2(Z) = PSL2(Z/mZ)上で共役であるとき，ある α2 ≡ 1 mod mなる αに対して，
trγ1 ≡ αtrγ2 mod mと，gcd(m,uγ1) = gcd(m,uγ2)をみたすので，集合

{γ ∈ PSL2(Z/mZ) | trγ ≡ αδ mod n, α2 ≡ 1 mod m, gcd(m,uγ) = N}

は，いくつかのPSL2(Z/mZ)の共役類を合わせたものになる．なので，Lemma 4.1より，
∑

α2≡1 mod m

FSL2(Z)(αδ,N ; m)

=
#{γ ∈ PSL2(Z/mZ) | trγ ≡ αδ mod m,α2 ≡ 1 mod m, gcd(m,uγ) = N}

#PSL2(Z/mZ)
(4.4)

であることがわかる．任意の α2 ≡ 1 mod mなる αに対して，

FSL2(Z)(δ,N ; m) = FSL2(Z)(αδ,N ; m)
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であることは，(4.2)よりすぐにわかるので，(4.4)と (4.1)を合わせると，

FSL2(Z)(δ,N ; m) =
#{γ ∈ SL2(Z/mZ) | trγ ≡ δ mod m, gcd(m, uγ) = N}

#SL2(Z/mZ)
(4.5)

が成り立つことがわかる．これは，初等的な計算で，次のように求まる．

Lemma 4.2. (i) m = 2rのとき，

#{γ ∈ SL(Z/2rZ) | trγ ≡ t mod pr, pL ||u}

=





3× 22r−L−2, (0 ≤ L < r/2, D ≡ 1 mod 8),

22r−L−2, (0 ≤ L < r/2, D ≡ 5 mod 8),

3× 22r−L−3, (0 ≤ L < r/2, 4 | D),

(ii) m = pr, p ≥ 3のとき，

#{γ ∈ SL(Z/prZ) | trγ ≡ t mod pr, pL ||u}

=





p2r−L−1(p + 1), (0 ≤ L < r/2, (D/p) = 1),

p2r−L−1(p− 1), (0 ≤ L < r/2, (D/p) = −1),

p2r−L−2(p2 − 1), (0 ≤ L < r/2, (D/p) = 0),

p3[r/2], (L ≥ r/2).

(iii) m =
∏

p pr, N =
∏

p pkのとき，

#{γ ∈ SL(Z/mZ) | trγ ≡ t mod m, N || u}
=

∏
p

#{γ ∈ SL(Z/prZ) | trγ ≡ t mod pr, pk || u}

以上より，

FSL2(Z)(δ,N ; m) =
∏

p|m
FSL2(Z)(δ, p

k; pr)

が成り立つことがわかる．また，FSL2(Z)(δ,N ; m)とMΓ(t, un)の乗法性から，任意の合同
部分群 Γ（階数 n =

∏
p pR）に対しても，

FΓ(δ,N ; m) =
∏

p|m
FΓ

pR
(δ, pk; pr) (4.6)

が成り立つことがわかる．
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5 主結果
前節までの結果を用いて，

ψ
(k)
Γ (x) :=

∑
3≤t<x

IΓ(t)k,

に関する漸近公式を導く．素測地線定理 (1.1)から，

ψ
(1)
Γ (x) ∼ x as x →∞

なので，IΓ ∈ D1であることはすぐにわかる．前節の議論から，Lemma 3.2を用いて

lim
x→∞

1

x
ψ

(k)
Γ (x) =

∑

b≥1

bk−1
∑

δ∈Z/bZ

FSL2(Z)(δ; b)
k (5.1)

が成り立つことがわかる．あとは，FΓ(δ; m)に関する乗法性 (4.6)を用いることで，次の
結果を得る．

Theorem 5.1. n ≥ 1を整数とし，Γを階数 nの合同部分群とする．このとき，

F
(k)
Γ := lim

x→∞
1

x
ψ

(k)
Γ (x) =

∏
p


 lim

l→∞
pl

∑

0≤δ≤pl−1

FΓpn
(δ; pl)k




が成り立つ．ここで，pn := pordpnである．

この定理 5.1を使うと，即座に

π
(k)
Γ (x) ∼ F

(k)
Γ lik(x

k+1) as x →∞
を得られるので，定理 5.1を本稿の主結果であるということができる．次節では，例とし
ていくつかの主要な合同部分群に対して，F

(k)
Γ の具体的な値を求める．

6 具体例

6.1 Γ = SL2(Z)とき

Lemma 4.2より，FSL2(Z)(δ; p
r)は次のとおりである．

(i) p = 2のとき.

FSL2(Z)(δ; 2
r) =

1

3× 23r−2





3× 22r−1, ((δ2 − 4)/22L ≡ 1 mod 8, L ≥ 3),

22r−1 × (3− 2−L+1), ((δ2 − 4)/22L ≡ 5 mod 8,

L = 0, L ≥ 3),

3× 22r−1 × (1− 2−L−1), (22L+2 | δ2 − 4, L ≥ 0).
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(ii) p ≥ 3のとき．

FSL2(Z)(δ; p
r) =

1

p3r−2(p2 − 1)

×





p2r + p2r−1, (( δ2−4
p2L /p) = 1, L ≥ 0),

p2r + p2r−1 − 2p2r−L−1, (( δ2−4
p2L /p) = −1, L ≥ 0),

p2r + p2r−1 − p2r−L−1 − p2r−L−2, (( δ2−4
p2L /p) =, L ≥ 0).

これを用いると，

F
(2)
SL2(Z) =

1015

864

∏
p≥3

p2(p3 + p2 − p− 3)

(p− 1)2(p + 1)3
,

F
(3)
SL2(Z) =

682495

428544

∏
p≥3

p8 + p7 + p6 − 5p5 − 5p3 − 5p2 − p− 1

(p− 1)2(p + 1)2(p4 + p3 + p2 + p + 1)
,

...

を得る．もちろん，k ≥ 4の場合も計算でき，同様に有理数の無限積であらわされる．し
かしながら，k = 4のときは p6 − 1の因子，k = 5のときは p7 − 1の因子，· · · が分母に
あらわれ，表示が煩雑になってくるのでここでは省略する．

6.2 Γ = Γ0(n)のとき

簡単のため，nが平方因子を含まない奇数と仮定する．このとき素数 qに対して，q | n
なら Γ0(n)Γ̂(qr) = Γ0(q)で，q - nなら Γ0(n)Γ̂(qr) = SL2(Z)である．さらに，[H1]より，

MΓ0(q)(t, u) =





q + 1, (q | u),

1 +

(
t2 − 4

p

)
, (q - u),

なので，

FΓ0(q)(δ; q
r) =

1

p3r−2(p2 − 1)

×





2q2r + 2q2r−1, (( δ2−4
q2L /q) = 1, L ≥ 0),

2(p + 1)(p2r−1 − p2r−L−1), (( δ2−4
p2L /p) = −1, L ≥ 0),

(p + 1)(2p2r−1 − p2r−L−1 − p2r−L−2), (( δ2−4
p2L /p) =, L ≥ 0)
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であることがわかる．これを使うと，

F
(2)
Γ0(n) =

1015

864

∏

p≥3,p-n

p2(p3 + p2 − p− 3)

(p− 1)2(p + 1)3

∏

p|n

2(p2 − p− 1)

(p− 1)2(p + 1)3
,

F
(3)
Γ0(n) =

682495

428544

∏

p≥3,p-n

p8 + p7 + p6 − 5p5 − 5p3 − 5p2 − p− 1

(p− 1)2(p + 1)2(p4 + p3 + p2 + p + 1)

×
∏

p|n

2p2(2p6 − p5 − 2p4 − 4p3 − 2p2 − 5p− 2)

(p− 1)3(p + 1)(p4 + p3 + p2 + p + 1)
,

...

を得る．

6.3 Γ = Γ̂(n)のとき

簡単のため，nは奇数で，n =
∏

q|n qN と素因数分解されるとする．このとき，r ≥ N

に対して，Γ̂(n)Γ̂(qr) = Γ(qN)で，p - nなる素数 pに対して Γ̂(n)Γ̂(pr) = SL2(Z)である．
さらに，[H1]より，

MΓ̂(qN )(t, u) =





1

2
q3N−2(q2 − 1), (q | u),

0, (q - u)

なので，

FΓ̂(qN )(δ; q
r) =

1

2
p−3(r−N)

×





q2r−N + q2r−N−1, (( δ2−4
q2L /q) = 1, L ≥ N),

q2r−N + q2r−N−1 − 2p2r−L−1, (( δ2−4
p2L /p) = −1, L ≥ N),

q2r−N + q2r−N−1 − p2r−L−1 − p2r−L−2, (( δ2−4
p2L /p) =, L ≥ N),

0, (otherwise)

であることがわかる．これを定理 5.1にあてはめると，

F
(2)

Γ̂(n)
=

1015

864

∏

p≥3,p-n

p2(p3 + p2 − p− 3)

(p− 1)2(p + 1)3

∏

p|n

p2N(p2 + p + 1)

2p(p + 1)
,

F
(3)

Γ̂(n)
=

682495

428544

∏

p≥3,p-n

p8 + p7 + p6 − 5p5 − 5p3 − 5p2 − p− 1

(p− 1)2(p + 1)2(p4 + p3 + p2 + p + 1)

×
∏

p|n

p4N−2(p6 + p5 + 4p4 + p3 + 4p2 + p + 1)

4(p4 + p3 + p2 + p + 1)
,

...



length spectra for congruence subgroups 15

を得る．
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