
VISIBLE ACTIONS ON NILPOTENT ORBITS OF
HEIGHT TWO

笹木 集夢 (早稲田大学基幹理工学部数学科)

1. 導入と主定理

複素多様体における可視的作用という概念が小林俊行氏によって導
入された [3, 4]．この概念は，表現の重複がないという性質に統一的説
明を与えるという理論において重要な役割を果たすことが明らかになっ
てきている (cf. [4, 6])．
連結な複素多様体Dにリー群Gが正則に作用しているとする．この
作用が強可視的であるとは，次の条件を満たすDの実部分多様体S (こ
の Sをスライスという)およびD上の反正則微分同相写像 σが存在す
るときをいう ([4, Definition 3.3.1])：

G · SはDの開集合,(V.1)

σ|S = idS,(S.1)

σは各G-軌道を保存する.(S.2)

gを複素半単純リー環とし，GCを gの随伴群とする．GCは gに随伴
表現として作用する．X ∈ gを 0でない冪零元とするとき，NX をX

と通るGCの冪零軌道を表すとする．本講演では，Xが高さmax{m ∈
N : (adX)m 6= 0} = 2に対する冪零軌道NX を考える．
冪零元X ∈ gの高さが 2のときNX は球多様体である ([8, Theorem

3.1])．つまり，あるZ ∈ NXが存在してGCのボレル部分群BCの作用
による随伴軌道BC · ZがNX の開集合となるときをいう．球冪零軌道
NX 上の正則関数のなす空間O(NX)はGCの表現として重複なく既約
分解される [12]．
本講演の主結果を述べる．GuをGCのコンパクトな実型とし，冪零

軌道NX におけるGuの作用を考える．

定理 1.1. 0でない冪零元X ∈ gが高さ 2のとき，GCのコンパクトな
実型Guの冪零軌道NX への作用は強可視的である．
定理 1.1は，モーメント写像による可視的作用の誘導定理 ([4, Theo-

rem 20])を適用することで証明を与えることができる．また，小林氏
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の無重複性の伝播定理 [4, 6]と定理 1.1を合わせることで，Panyushev

の分類 [8]にある冪零軌道の一部に対して球多様体であることの別証明
を与える．
本講演では，定理 1.1について解説する．特に，定理 1.1におけるス
ライスの構成およびその次元について述べる (定理 5.1参照)．

2. 準備

本章では，定理 1.1の証明に必要な準備を行う．

2.1. 複素半単純リー環 gに対して，X ∈ gを 0でない冪零元とする．
Jacobson–Morozovの定理より，X を含む sl2-triple {H,X, Y }が存在
する．つまり，

[H,X] = 2X, [H, Y ] = −2Y, [X,Y ] = H(2.1)

となる半単純元H ∈ gおよび冪零元 Y ∈ gが存在する．半単純元Hの
随伴作用による gの固有空間分解を

g =
⊕

m∈Z
g(m).(2.2)

で表す．ただし，

g(m) := {Z ∈ g : [H,Z] = mZ}

とする．このとき，m,n ∈ Zに対して [g(m), g(n)] ⊂ g(m+n)となるの
で，(2.2)は gのZによる次数付けを与える．また，Xを含む sl2-triple

全体は，GCにおけるXの中心化群 (GC)Xの単一軌道であることから，
(2.2)のもつ性質は (2.1)を満たすH,Y ∈ gの選び方によらない．

sl(2,C)の表現論から次が成り立つ．

補題 2.1 (cf. [1, 11]). (1) m ≥ 0ならば，[X, g(m)] = g(m+ 2)．
(2) d := max{m ∈ Z : g(m) 6= {0}} とすると，(adX)d 6= 0かつ

(adX)d+1 = 0である．

いま，

ht(X) := max{m ∈ Z : g(m) 6= {0}}(2.3)

と定義し，これを冪零元X ∈ gの高さという．任意の Z ∈ NX に対し
て ht(Z) = ht(X) が成り立つことから，ht(X)を冪零軌道NX の高さ
ともいう．X ∈ g(2)であるから，ht(X) ≥ 2である．
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2.2. 次に，lおよび pを次で定義する：

l := g(0), p :=
⊕
m≥0

g(m).

lは gの簡約な部分リー環で，pは lをレビ部分環にもつ gの放物型部
分環である．

q :=
⊕
m≥2

g(m)

とおくと，pは随伴作用によって qに作用する．特に，補題 2.1の (1)

より

q = [X, p](2.4)

となる．

2.3. PCをリー環 pに対応するGCの放物型部分群とする．PCは qに
作用する．(2.4)から冪零元X ∈ qを通る PC-軌道

q0 := PC ·X(2.5)

は qの開集合である．
ここで，旗多様体GC/PC上のGC-同変な正則ベクトル束GC×PC qか
らリー環 gへの写像

ϕ : GC ×PC q→ g, [g, Z] 7→ Ad(g)Z.(2.6)

を考える．このとき，(2.5)より，冪零軌道NX はGC ×PC q0の ϕによ
る像として得られる：

NX = ϕ(GC ×PC q0).(2.7)

LCを簡約リー環 lに対応する PCのレビ部分群とし，LCのコンパク
トな実型をLuとする．このとき，Gu-同変な正則ベクトル束としての
同型

ι : Gu ×Lu q
∼→ GC ×PC q

が得られる．ゆえに，ψを

ψ := ϕ ◦ ι : Gu ×Lu q→ g, [g, Z] 7→ Ad(g)Z(2.8)

で定めると，NX は (2.7)より

NX = ψ(Gu ×Lu q0).(2.9)

と表すことができる．
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3. q0における可視的作用

本章では，冪零元X ∈ gの高さ ht(X) = 2 ((2.3)参照)と仮定する．
このとき，p = g(0) + g(1) + g(2)，q = g(2)である．よって，(2.4)は
q = [X, l]と表され，qの開集合 q0 = PC ·Xは

q0 = LC ·X(3.1)

となることに注意する1．
この設定の下で，LCのコンパクトな実型Luの q0における作用を考

える．

3.1. KCを LCにおけるX の中心化群 (LC)X とすると，KCは (GC)X
のレビ部分群である．Xの高さが 2のとき，KCは次の性質をもつこと
が知られている．

補題 3.1 ([8, Proposition 3.3]). ht(X) = 2ならば，複素リー群の組
(LC, KC)は対称対となる2．

補題 3.1より，q0 ' LC/KCは複素対称空間である．ここで，複素対
称空間における可視的作用の研究については小林氏によって次の結果
が示された．

補題 3.2 ([4, Theorem 11]). LCのコンパクトな実型 Luの複素対称空
間 LC/KCにおける作用は強可視的である．

したがって，次の定理が得られた．

定理 3.3. 0でない冪零元X ∈ gは ht(X) = 2であるとする．このと
き，複素簡約リー群LCのコンパクトな実型Luは q0に強可視的に作用
する．

3.2節および 3.3節では，[4, Theorem 11]の証明に沿って複素対称空
間LC/KCにおけるLuの強可視的作用に対するスライスS0および反正
則微分同相 σ0を構成する．

3.2. まず，本節では対称空間LC/KCへのLuの作用によるスライスS0

を構成しよう．
θ0を LC上の正則な対合的自己同型でKC = Lθ0C となるものを選ぶ．
また，LC上の反正則な対合的自己同型µ0で θ0µ0 = µ0θ0かつLu = Lµ0

C
を満たすものを選ぶことができる．このとき，

σ0 := θ0µ0(3.2)

1ht(X) > 2のときは一致しない．
2補題 3.1は ht(X) ≤ 3で成り立つ．
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はLC上の反正則な対合的自己同型となる．また，θ0, µ0と互いに可換
である．
LC上の対合自己同型 θ0, µ0, σ0の微分も同じ記号を用いる．l0 := lσ0

は lの実型となる．θ0を l0へ制限したものによる l0の固有空間分解は

l0 = lθ00 + l−θ00 = lσ0,θ0 + lσ0,−θ0 = lµ0,θ0 + l−µ0,−θ0

となる．ただし，記号 l−µ0,−θ0などは

l−µ0,−θ0 := {Z ∈ l : (−µ0)Z = (−θ0)Z = Z} = l−µ0 ∩ l−θ0(3.3)

を表すとする．
aを l−µ0,−θ0の極大可換部分空間とし，A := exp aとする．このとき，
次のカルタン分解が得られる ([2, Theorem 4.1])：

LC = LuAKC.(3.4)

以上より，

S0 := AKC/KC

と定義すると，(3.4)から

LC/KC = Lu · S0.(3.5)

3.3. 次に，LC/KC上の反正則微分同相を σ0を用いて構成しよう．
σ0は θ0と可換よりKCは σ0-安定であり，このことから，LC/KC上

の反正則微分同相写像を誘導する (これを同じ記号 σ0で表す)：

σ0(gKC) = σ0(g)KC (g ∈ LC).

a ⊂ l−θ00 よりσ0|a = idaであるので，σ0|S0 = idS0である．また，σ0は
LC/KC内のLu-軌道を保存する．実際に，(3.5)より任意の x ∈ LC/KC
は g ∈ Luおよび s ∈ S0を用いて x = g · sと表され，

σ0(x) = σ0(g) · σ0(s) = σ0(g) · s = (σ0(g)g−1) · x.(3.6)

Luはσ0-安定よりσ0(g)g−1 ∈ Luとなる．よって，σ0(x) ∈ Lu ·xとなる．
(3.5)–(3.6)により，(S0, σ0)は (V.1)–(S.2) (第 1章参照)を満たすこ
とが示された．

3.4. q0における Luの作用に対するスライスと反正則微分同相は同型
π : LC/KC ' q0を経由して以下のように定まる．

S := π(S0) = A ·X(3.7)

とおくと，(3.5)から

q0 = Lu · S(3.8)

を得る．
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また，LC/KC上の反正則微分同相 σ0は，πによって q0上の反正則
微分同相 (同じ記号 σ0を用いる)を誘導する．つまり，

σ0(Ad(g)X) = Ad(σ0(g))X (g ∈ LC).(3.9)

この σ0は σ0|S = idSを満たし各 Lu-軌道を保存することが分かる．
ゆえに，(S, σ0)は q0におけるLuの強可視的作用に対して条件 (V.1)–

(S.2)を満たす．

注意 3.4. (3.9)から σ0(X) = Xを得る．

4. 定理 1.1の証明

第 3章では，LCのコンパクトな実型Luが q0に強可視的に作用する
ことを示した (定理 3.3)．本章では，[4, Theorem 20]で用いられたモー
メント写像による可視的作用の誘導定理を我々の設定に適用し，(2.8)

で定義した ψが，q0における Luの作用の強可視性を冪零軌道NX に
おけるGuの作用へ誘導することを見る．
以下，GCのコンパクトな実型Guは Luを含むとする．

4.1. まず，(2.9)よりNX = ψ(Gu×Lu q0)であり，(3.8)から q0 = Lu ·S
と表されるのであった．これより，NX は

NX = ψ(Gu ×Lu (Lu · S)) = Gu · S(4.1)

と表される．ゆえに，NX における各Gu-軌道は Sと交わる．

4.2. 次に，NX 上の反正則微分同相を構成しよう．
GC上の正則対合 θを，θのLCへの制限 θ|LCが θ0と一致するものとす
る．また，GC上の反正則対合µを，θµ = µθかつGu = Gµ

Cを満たすよ
うに選ぶ．このとき，σ := θµ はGC上の反正則対合であり，σ|LC = σ0

に注意する．
ここで，NX 上の反正則微分同相 (同じ記号 σを用いる)を

σ(Ad(g)X) := Ad(σ(g))X (g ∈ GC)(4.2)

で定義する．このとき，σ|q0 = σ0を満たす．特に，σ(X) = σ0(X) = X

となる (注意 3.4参照)．

4.3. 以上の準備をもって，定理 1.1の証明を与える．

Proof. (3.7)で定義した Sおよび (4.2)で定義した σが (V.1)–(S.2)を満
たすことを見よう．

(V.1)が成り立つことは (4.1)で既に確かめた．また，S ⊂ q0 から
σ|S = σ0|S = idS が得られ，(S.1)を満たす．さらに，3.3節の (3.6)と
同様の議論を行うことで (S.2)が成り立つことも確かめられる．
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以上より，GuのNXにおける作用は強可視的であることが証明され
た． �

5. スライスの次元と冪零軌道の階数について

最後に，(3.7)で定めたスライス Sの次元と冪零軌道NXの階数を比
較しよう．
スライスSはS = A ·Xで与えられた ((3.7)参照)ことから，dimS =

dimAである．さらに，Aのリー環 aは l−θ0 = l−µ,−θ の極大可換部分空
間であった ((3.3)参照)ことから，Sの次元は対称空間 LC/KCの分裂
階数 rankR LC/KCと表すことができる：

dimS = rankR LC/KC.

一方，複素半単純リー群GCが作用する冪零軌道NXの階数 rank(GC :

NX)は，対称空間LC/KCの階数 rankLC/KCに等しいことが知られて
いる ([8, Corollary 3.3])：

rank(GC : NX) = rankLC/KC.

複素対称空間の階数と分裂階数は一致するので，次の定理が成り立
つことが明らかになった．

定理 5.1. X ∈ gを 0でない高さ 2の冪零元とする．GCのコンパクト
な実型Guの冪零軌道NXへの強可視的作用 (定理 1.1参照)に対し，ス
ライスSとして，Sの次元とGCが作用するNXの階数が一致するもの
を選ぶことができる．
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