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1 はじめに

Witten [14] は二次元コンパクト多様体上の連結半単純コンパクトリー群に

よる量子ゲージ理論の研究に際し, 対応するリー群の有限次元既約表現の次

元に関するディリクレ級数が現れることを発見した. さらに多様体が向き付

け可能な場合, その値が有理数であることを見出した. 後に Zagier [15] は単

純リー代数に対し, 一変数関数として定義したディリクレ級数をWitten ゼー

タ関数と名づけ, 純粋な解析数論的考察からも有理数性が従うことを述べて

いる.

このゼータ関数について Zagier [15] のほか, 様々な研究がなされている

[1, 12, 13]. 本稿ではWitten ゼータ関数の拡張を考え, それに付随する周期

的 Bernoulli 関数を構成することによって特殊値を記述する方法を紹介す

る [2–10]. 本稿は名古屋大松本氏, 首都大津村氏との共同研究に基づく.

2 ルート系のゼータ関数

Witten によれば, 二次元コンパクト多様体 Σ 上の連結半単純コンパクト

リー群 G による量子ゲージ理論の分配関数 ZΣ(τ) は以下で与えられる:

ZΣ(τ) = C
∑
ϕ

e−τc2(ϕ)/2

(dimϕ)2g−2
. (1)

ここで C はある定数, g は Σ の種数, c2(ϕ) は表現の二次 Casimir 作用素の

値である. また, ϕ は G の有限次元既約表現全体を渡る. ZΣ(0) は平坦接続

のモジュライ空間の体積を表しており, Witten の volume formula と呼ばれ

ている. 特に G が単連結な場合を Zagier は Witten ゼータ関数

ζW (s;G) =
∑
ϕ

1

(dimϕ)s
(2)

として定式化した. この節ではまず単連結の場合に多変数化を導入し, 特殊値

やそれらの間の関係式について述べる.
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以下で用いるルート系の記号をまとめておく.

V : r 次元内積空間 ⟨·, ·⟩.
∆ = {α, β, . . .} ⊂ V : ルート系.

σα: α に直交する超平面 Hα に関する鏡映.

W : σα によって生成されるワイル群.

α∨: コルート (= 2α/⟨α, α⟩. α∨∨ = α).

{α1, . . . , αr}: 基本ルート.

∆+: 正ルート.

P+: 支配的ウエイト.

ρ: ワイルベクトル (ρ = λ1 + · · ·+ λr).

G の有限次元既約表現とその表現の最高ウエイト λ ∈ P+ との一対一対応,

およびワイルの次元公式

dimϕ =
∏

α∈∆+

⟨α∨, λ+ ρ⟩
⟨α∨, ρ⟩

(3)

によってWitten ゼータ関数は以下の表示を持つことがわかる:

ζW (s;G) =
∑
ϕ

1

(dimϕ)s
= Ks

∑
λ∈P+

∏
α∈∆+

1

⟨α∨, λ+ ρ⟩s
. (4)

ここで K =
∏

α∈∆+
⟨α∨, ρ⟩. この表示をもとに, 多変数化として以下のゼー

タ関数を定義する.

定義 1. ルート系のゼータ関数 (K-Matsumoto-Tsumura 2006): s = (sα)α∈∆+ ∈
C|∆+|, y ∈ V に対し,

ζ(s,y;∆) =
∑
λ∈P+

e2πi⟨y,λ+ρ⟩
∏

α∈∆+

1

⟨α∨, λ+ ρ⟩sα
. (5)

例 1. ランク 1, および 2 の場合におけるルート系のゼータ関数は以下で与

えられる:

ζ(s,y;A1) =
∞∑

m=1

e2πimy

ms1
, (6)

ζ(s,y;A1 ×A1) =
∞∑

m,n=1

e2πi(my1+ny2)

ms1ns2
, (7)

ζ(s,y;A2) =
∞∑

m,n=1

e2πi(my1+ny2)

ms1ns2(m+ n)s3
, (8)

ζ(s,y;C2) =

∞∑
m,n=1

e2πi(my1+ny2)

ms1ns2(m+ n)s3(m+ 2n)s4
, (9)

ζ(s,y;G2)

=
∞∑

m,n=1

e2πi(my1+ny2)

ms1ns2(m+ n)s3(m+ 2n)s4(m+ 3n)s5(2m+ 3n)s6
. (10)
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変数 s = (sα)α∈∆+ を sα = s−α としてルート全体上の変数 (sα)α∈∆ に拡

張し, ワイル群の作用を (ws)α = sw−1α と定義する. V には自然にワイル群

が作用していることに注意する.

定理 1. s = k = (kα)α∈∆+ ∈ Z|∆+|
≥2 に対して以下が成り立つ:

∑
w∈W

( ∏
α∈∆+∩w∆−

(−1)kα

)
ζ(w−1k, w−1y;∆)

= (−1)|∆+|P(k,y;∆)

( ∏
α∈∆+

(2πi)kα

kα!

)
. (11)

ここで P(k,y;∆) は次節で定義する多重周期的ベルヌーイ関数である.

例 2. A1 型のルート系では W = {id, σα} であることに注意すると, 定理 1

は古典的な Lerch ゼータ関数

φ(k, y) =
∞∑

m=1

e2πimy

mk
(12)

に対する関数関係式

φ(k, y) + (−1)kφ(k,−y) = −Bk({y})
(2πi)k

k!
(13)

(Bk(y) はベルヌーイ多項式) を表している. したがって一般のルート系では

この自然な拡張になっていることがわかる.

定理 1 から直ちに以下が得られる:

定理 2. ワイル群不変な k = (kα)α∈∆+ ∈ (2Z≥1)
|∆+| (すべての w ∈ W に

対して w−1k = k) に対して以下が成り立つ:

ζ(k,0;∆) =
(−1)|∆+|

|W |
P(k,0;∆)

( ∏
α∈∆+

(2πi)kα

kα!

)
∈ Qπ

∑
α∈∆+

kα . (14)

例 3. k = (k)α∈∆+ (k ∈ 2Z≥1) とおけば, Witten ゼータ関数に帰着する:

ζ((2, 2, 2, 2),0;C2) =
∞∑

m,n=1

1

m2n2(m+ n)2(m+ 2n)2

=
(−1)4

222!

1

604800

(
(2πi)2

2!

)4

=
1

302400
π8.

(15)

例 4. simply-laced でないルート系では, さらに以下のような場合も計算で
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きる:

ζ((2, 4, 4, 2),0;C2) =
∞∑

m,n=1

1

m2n4(m+ n)4(m+ 2n)2

=
(−1)4

222!

53

1513512000

(
(2πi)2

2!

)2(
(2πi)4

4!

)2

=
53

6810804000
π12.

(16)

3 母関数

定理 1 で現れた多重周期的ベルヌーイ関数 P(k,y;∆) を定義する.　まず

記号を準備する. V を基底 V ⊂ ∆+ からなる集合とし, V∗ = {µV
β }β∈V

を V∨ = {β∨}β∈V の双対基底とする. また Q∨ =
⊕r

i=1 Zα∨
i をコルー

ト格子, L(V∨) =
⊕

β∈V Zβ∨ を V∨ で張られる Q∨ の部分格子とすると

|Q∨/L(V∨)| < ∞ となる. さらに小数部分の高次元化として以下を定義する:

まず ϕ ∈ V をひとつ固定し,

{y}V,β =

{⟨y, µV
β ⟩} (⟨ϕ, µV

β ⟩ > 0),

1− {−⟨y, µV
β ⟩} (⟨ϕ, µV

β ⟩ < 0)
(17)

とおく. ここで右辺の {·} は通常の意味での小数部分 x− [x] を表す. A1 型

のときは ϕ = α∨
1 とする.

定義 2 (母関数). t = (tα)α∈∆+ に対して

F (t,y; ∆) =
∑
V∈V

( ∏
γ∈∆+\V

tγ
tγ −

∑
β∈V tβ⟨γ∨, µV

β ⟩

)
× 1

|Q∨/L(V∨)|
∑

q∈Q∨/L(V∨)

(∏
β∈V

tβ exp(tβ{y + q}V,β)

etβ − 1

)
. (18)

F (t,y;∆) は, 定義の際に選んだ ϕ に依存しないこと, および変数 t に関

して原点近傍で正則であり, テイラー展開可能であることが示される. このテ

イラー展開の係数を用いて多重周期的ベルヌーイ関数を定義する.

定義 3 (多重周期的ベルヌーイ関数).

F (t,y;∆) =
∑

k∈Z
|∆+|
≥0

P(k,y;∆)
∏

α∈∆+

tkα
α

kα!
. (19)

例 5. ルート系が A1 型の場合, 母関数 F (t,y; ∆) は通常の周期的ベルヌー

イ関数の母関数となる.

F (t, y) =
tet{y}

et − 1
=

∞∑
k=0

Bk({y})
tk

k!
. (20)

よって定義 2, 3 は自然なルート系的拡張を与えていることがわかる.

4



4 リー群に付随するゼータ関数

もともとWitten ゼータ関数は単連結とは限らないコンパクト半単純連結

リー群 G に対して定義されるものであった. ここでは単連結の場合の結果を

用いて単連結でない場合を記述する方法を与える. この方法は数論における

ディリクレ算術級数定理と同じ考え方に基づく.

G を単連結とは限らないコンパクト半単純連結リー群とし, G̃ を G の

普遍被覆群 (G ≃ G̃/π1(G)) とする. また L を G のウエイト格子とする

と Q ⊂ L ⊂ P を満たしており, P/L ≃ π1(G) となっている. このとき,

L+ = L ∩ P+ とコンパクト半単純連結リー群 G の有限次元既約表現全体が

対応する.

定義 4.

ζ(s,y;G) = ζ(s,y;L; ∆) =
∑
λ∈L+

e2πi⟨y,λ+ρ⟩
∏

α∈∆+

1

⟨α∨, λ+ ρ⟩sα
. (21)

単連結とは限らない場合のゼータ関数 ζ(s,y;G) は単連結の場合のゼータ

関数 ζ(s,y;∆) で展開することができる.

補題 3.

ζ(s,y;G) = ζ(s,y;L;∆) =
∑

µ∈P∨/Q∨

ι̂L+ρ(µ)ζ(s,y + µ;∆). (22)

ここで ι̂L+ρ : P∨/Q∨ → C は L+ ρ の定義関数のフーリエ変換で

ι̂L+ρ(µ) =
1

|P/Q|
∑

λ∈(L+ρ)/Q

e−2πi⟨µ,λ⟩. (23)

例 6. A1 型で L = Q とすると

∞∑
m=0

e2πi(2m+1)y

(2m+ 1)s
=

∞∑
m=0

1

2

e2πi(m+1)y

(m+ 1)s
+

∞∑
m=0

−1

2

e2πi(m+1)(y+ 1
2 )

(m+ 1)s
. (24)

フーリエ係数 ι̂L+ρ を具体的に求める. L∗ = Hom(L,Z) とし

δL∗/Q∨(µ) =

1 (µ ∈ L∗/Q∨),

0 (µ /∈ L∗/Q∨)
(25)

とおく．

補題 4. µ ∈ P∨/Q∨ に対して

ι̂L+ρ(µ) =
(−1)⟨µ,2ρ⟩

|π1(G)|
δL∗/Q∨(µ) ∈ {−1, 0, 1}

|π1(G)|
⊂ Q. (26)
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P/L ≃ L∗/Q∨ ≃ π1(G) に注意するとG が単連結とは限らない場合のゼー

タ関数の特殊値の母関数として以下が得られる.

定義 5 (母関数と多重周期的ベルヌーイ関数).

F (t,y;G) =
1

|π1(G)|
∑

µ∈π1(G)

(−1)⟨µ,2ρ⟩F (t,y + µ; G̃)

=
∑

k∈Z
|∆+|
≥0

P(k,y;G)
∏

α∈∆+

tkα
α

kα!
.

(27)

ここで

F (t,y; G̃) = F (t,y; ∆). (28)

定理 5. ワイル群不変な k = (kα)α∈∆+ ∈ (2Z≥1)
|∆+| (すべての　 w ∈ W に

対して w−1k = k) と ν ∈ P∨/Q∨ (G の中心) に対して以下が成り立つ:

ζ(k, ν;G) =
(−1)|∆+|

|W |
P(k, ν;G)

( ∏
α∈∆+

(2πi)kα

kα!

)
∈ Qπ

∑
α∈∆+

kα . (29)

例 7.

ζ(2,0;PU(3)) = ζ(2,0;Q;A2)

=
∞∑

m,n=1
m≡n (mod 3)

1

m2n2(m+ n)2

=
(−1)3

3!

187

918540

( (2πi)2
2!

)3

=
187

688905
π6.

(30)

5 EZ 多重ゼータ関数との関係

Euler-Zagier 多重ゼータ関数は現在活発に研究がなされている多重ゼータ

関数のクラスの一つである. ルート系のゼータ関数は EZ 多重ゼータ関数を

含んでおり, またいくつかの特殊値もこの枠内で扱えることを述べたい. まず

定義を述べる.

定義 6 (Euler-Zagier 多重ゼータ関数).

ζEZ,r(s1, s2, . . . , sr) =
∑

m1>m2>···>mr>0

1

ms1
1 ms2

2 · · ·msr
r
. (31)
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この EZ 多重ゼータ関数がどのように含まれるか説明する. C2, C3 型ルー

ト系のゼータ関数は具体的に以下で与えられる.

ζ(s;C2) =
∞∑

l,m=1

1

(l +m)s1 ls2
· 1

ms3(2l +m)s4
, (32)

ζ(s;C3) =
∞∑

l,m,n=1

1

(l +m+ n)s1(l +m)s2 ls3
(33)

· 1

ms4ns5(m+ n)s6(m+ 2n)s7(l +m+ 2n)s8(l + 2m+ 2n)s9
.

(34)

EZ 多重ゼータ関数からはみ出す変数 sα を 0 とおくと, 以下が得られる.

ζ(s;C2) =
∞∑

l,m=1

1

(l +m)s1 ls2
= ζEZ,2(s1, s2), (35)

ζ(s;C3) =
∞∑

l,m,n=1

1

(l +m+ n)s1(l +m)s2 ls3
= ζEZ,3(s1, s2, s3). (36)

一般の r について, Cr 型ルート系の正コルートの集合が

∆∨
+ = (∆∨

+)
long ∪ (∆∨

+)
short (37)

(∆∨
+)

short = {α∨
1 + · · ·+ α∨

r , α∨
1 + · · ·+ α∨

r−1, . . . , α∨
r−1 + α∨

r , α∨
r }

(38)

と与えられるので, 長いコルートに対応する変数を sα = 0 とすると

ζ(s,0;∆) =
∑

m1>m2>···>mr>0

1

ms1
1 ms2

2 · · ·msr
r

(39)

が得られる.

一般に EZ 多重ゼータ関数は様々なルート系で実現できるが, Cr 型ルート

系ではワイル群 W の作用で閉じているという点が重要である.

W (∆∨
+)

long = (∆∨
+)

long, (40)

W (∆∨
+)

short = (∆∨
+)

short. (41)

Cr 型ルート系で長いコルートに対応する変数に対して kα = 0 とおき, 特

殊値が求めたい. しかし 0 を含む場合,定理 2 は適用できない. 以下母関数を

少し変形することによって定理 2 と同様な方法で特殊値を求めることができ

ることを説明する.

y =
∑r

i=1 yiα
∨
i とおく. α ∈ ∆+ に対して

∂v =
r∑

i=1

vi
∂

∂yi
, Dα =

∂

∂tα

∣∣∣∣∣
tα=0

∂α∨ (42)

とおく.
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定義 7. A ⊂ ∆+ に対して t∆+\A = {tα}α∈∆\A とおく.

F∆+\A(t∆+\A,y; ∆) =
((∏

α∈A

Dα

)
F
)
(t,y;∆)

=
∑

kA∈Z
|∆+\A|
≥0

P∆+\A(k∆+\A,y;∆)
∏

α∈∆+\A

tkα
α

kα!
.

(43)

定理 6. s = k = (kα)α∈∆+ , kα ∈ Z≥1 (α ∈ ∆+ \ A), kα = 0 (α ∈ A) に対

して (級数が収束する限り)以下が成り立つ:∑
w∈W

( ∏
α∈∆+∩w∆−

(−1)kα

)
ζ(w−1k, w−1y;∆)

= (−1)|∆+|P∆+\A(k∆+\A,y;∆)

( ∏
α∈∆+\A

(2πi)kα

kα!

)
. (44)

例 8. C2 型ルート系, 長いコルートに対応する変数について kα = 0 とする.

F (t1, t2, y1, y2) = 1 +
t1t2e

{y2}t1

(et1 − 1)(t1 − t2)
+

t1t2e
{y2}t2

(et2 − 1)(−t1 + t2)

+
t1t2e

(1−{y1−y2})t1+{y1}t2

(et1 − 1)(et2 − 1)
− t1t2e

(1−{2y1−y2})t1

(et1 − 1)(t1 + t2)

− t1t2e
{2y1−y2}t2

(et2 − 1)(t1 + t2)

=

∞∑
k1,k2=1

P(k1, k2, y1, y2)
tk1
1 tk2

2

k1!k2!
.

これを用いると特殊値として

ζEZ,2(4, 4) =
(−1)4

8
P(4, 4, 0, 0)

(2πi)4+4

4!4!

=
(−1)4

8

1

6300

(2πi)4+4

4!4!

=
π8

113400

(45)

などや, 特殊値の間の関係式

ζEZ,2(4, 2) + ζEZ,2(2, 4) =
(−1)4

4
P(4, 2, 0, 0)

(2πi)4+2

4!2!

=
(−1)4

4

(
− 1

420

) (2πi)4+2

4!2!

=
π6

1260
,

(46)

ζEZ,2(6, 4) + ζEZ,2(4, 6) =
(−1)4

4
P(6, 4, 0, 0)

(2πi)6+4

6!4!

=
(−1)4

4

(
− 1

13860

) (2πi)6+4

6!4!

=
π10

935550

(47)
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などが求められる.

奇数を含む場合もこの方法の拡張で捉えられる.
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