
Deligne’s category Rep(St) and wreath products of braided
tensor categories

森真樹∗

1 Introduction

Deligneが [Del]で導入した圏 Rep(St)は、対称群 Sd の表現圏 Rep(Sd)の「dが自然数でない場合の」構
造を反映したものである。ここではこの構成を一般化し、任意の braided tensor category C に対し新たな
braided tensor category St(C) を定義する。St は関手としての性質を持ち、tensor functor F : C → D を
St(F) : St(C)→ St(D)に写す。前述の Deligneの圏 Rep(St)は、自明な圏にこの構成を適用して得られる。

2 Representation theory of wreath products

2.1 Notations about algebras

kは可換環とし、algebraはすべて k上のものを扱う。bialgebra Aの積、単位射、余積、余単位射はそれ
ぞれ µA、ηA、∆A、ϵA で表す。さらに AがHopf algebraであるときには、その対合射を γA と書く。演算は
しばしば µA(a ⊗ b) = a · b、ηA(1) = 1A、∆A(a) =

∑
a(1) ⊗ a(2) と略記される。

A を bialgebra とする。A-module の圏の充満部分圏であって、k-module として有限生成かつ射影的な
objectを集めたものを Rep(A)とおく。∆A により V,W ∈ Rep(A)に対し V ⊗W ∈ Rep(A)が定義される。ま
た ϵA を用いて kに自明な A-moduleの構造を与えたものを 1A ∈ Rep(A)と書く。さらに AがHopf algebra

であれば、γA により V∗ B Homk(V,k) ∈ Rep(A)が定まる。同じ k-moduleに γ−1
A で作用を入れたものを

∗V ∈ Rep(A)と書くと、自然に ∗(V∗) ≅ V ≅ (∗V)∗ となる。
A が余可換であれば、テンソル積の順序を入れ替える射 PVW : V ⊗ W ∼−→ W ⊗ V; v ⊗ w 7→ w ⊗ v は
Rep(A) での同型射となる。そうでない場合、この射 PVW は準同型にはならない。しかし例えば量子群
Uq(g) には universal R-matrix と呼ばれる Uq(g) ⊗̂Uq(g) (テンソル積の適当な完備化) の可逆元 R が存
在し、σVW B PVW ◦ R|V⊗W が Uq(g)-module の同型 V ⊗ W ∼−→ W ⊗ V を与える。この σ は P と同様
σV′W′ ◦ (ϕ⊗ψ) = (ψ⊗ϕ)◦σVW などの性質を持ち、これにより Rep(Uq(g))には braided tensor categoryと呼
ばれる構造 [BK]が入る。以下 bialgebra Aと Rep(A)にはこのような braiding isomorphism σが一つ与え
られているものとする。明示的には書かれていないが、Rep(A)の braided tensor categoryとしての構造は σ

の取り方に依存することを喚起しておく。もちろん Aが余可換なら σ B Pが一つの braiding isomorphism

を与える。
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2.2 Wreath products of bialgebras

d ∈ N を固定する。bialgebra A に対し、d 次対称群 Sd との環積 Ad = A ≀ Sd が以下で定義される：
k-moduleとしては Ad = A⊗d ⊗ k[Sd]であり、bialgebraの演算を

(a1 ⊗ · · · ⊗ ad ⊗ g) · (b1 ⊗ · · · ⊗ bd ⊗ h) = a1 · bg−1(1) ⊗ · · · ⊗ ad · bg−1(d) ⊗ gh
1Ad = 1A ⊗ · · · ⊗ 1A ⊗ e

∆Ad (a1 ⊗ · · · ⊗ ad ⊗ g) =
∑

(a(1)
1 ⊗ · · · ⊗ a(1)

d ⊗ g) ⊗ (a(2)
1 ⊗ · · · ⊗ a(2)

d ⊗ g)

ϵAd (a1 ⊗ · · · ⊗ ad ⊗ g) = ϵA(a1) · · · ϵA(ad)

(a j, b j ∈ A, g, h ∈ Sd, e ∈ Sdは単位元)

によって定める。加えて Aが Hopf algebraならば、

γAd (a1 ⊗ · · · ⊗ ad ⊗ g) = γA(ag(1)) ⊗ · · · ⊗ γA(ag(d)) ⊗ g−1

により Ad は Hopf algebraとなる。Aが群環のときは Ad は群の環積の群環に他ならない。
d = d1 + · · · + dl のとき、Ad1 ⊗ · · · ⊗ Adl は自然に Ad の部分 bialgebra (Hopf algebra)として埋め込める。
これを用いて、V ∈ Rep(A)に対し Ṽ ∈ Rep(Ad)を次で定める：

Ṽ B IndAd
A⊗Ad−1

(V � 1Ad−1 ).

k-moduleとしては Ṽ ≅ V⊕d であり、(v1, . . . , vd) ∈ Ṽ には Ad の元が次のように作用する：

(a1 ⊗ · · · ⊗ ad ⊗ g) · (v1, . . . , vd) = (ϵA(a2) · · · ϵA(ad)a1 · vg−1(1), . . . , ϵA(a1) · · · ϵA(ad−1)ad · vg−1(d)).

2.3 Graphical calculation of Rep0(Ad)

Definition 1. Ṽ1 ⊗ · · · ⊗ Ṽm (V1, . . . ,Vm ∈ Rep(A))という形の objectを全て集めた Rep(Ad)の充満部分圏を
Rep0(Ad)とおく。特に m = 0の場合である 1Ad も含むことに注意する。

以下では Rep0(Ad) を組み合わせ論的に記述するために、いくつかの道具を用意する。まず、object

Ṽ1 ⊗ · · · ⊗ Ṽm は V1, . . . ,Vm というラベルのついた点を水平に並べて表す。その間の射は以下説明する方法に
よって点の間を上から下へとつなぐ線で描く。

Definition 2. ϕ ∈ HomA(V1 ⊗ · · · ⊗Vm,W1 ⊗ · · · ⊗Wn)に対し、ϕ̃ ∈ HomAd (Ṽ1 ⊗ · · · ⊗ Ṽm, W̃1 ⊗ · · · ⊗ W̃n)を

ϕ̃ =
d∑

j=1

(
ιW1

j ⊗ · · · ⊗ ι
Wn
j

)
◦ ϕ ◦

(
πV1

j ⊗ · · · ⊗ π
Vm
j

)
で定める。ここで各 πVi

j 、ι
Wi
j は

πV
j : Ṽ → V ιWj : W → W̃

; (v1, . . . , vd) 7→ v j ; w 7→ (0, . . . ,w
⌣
j
, . . . , 0)

で与えられる。この ϕ̃が実際に Ad-準同型であることは簡単な計算で確かめられる。



ϕ̃は図 1のように、点を全て線でつなぎその上に ϕというラベルを貼った図で表す。ϕ = idV : V → V の
ときは ĩdV = idṼ であり、図 2のようにラベルを省略する。

ϕ

V1 V2 · · · Vm

W1 W2
· · ·

Wn

= ϕ̃

図 1 射 ϕ̃

id

V

V

=

V

V

= idṼ

図 2 idの省略

m = n = 0の場合には c のような孤立した図になるが、このときは単にスカラー c̃ ∈ EndAd (1Ad ) ≅ kと見
なせる。c ∈ EndA(1A) ≅ kとは c̃ = dcの関係にある。

Definition 3. Rep(A)における braiding isomorphism σから、Rep0(Ad)での braiding isomorphism τが
作られる：

τṼW̃ : Ṽ ⊗ W̃ ∼−→ W̃ ⊗ Ṽ

B σ̃VW +

d∑
j,k=1
j,k

(ιWk ⊗ ιVj ) ◦ PVW ◦ (πV
j ⊗ πW

k ).

ここで PVW(v ⊗ w) = w ⊗ v。τ−1 は上式の σを σ−1 に変えれば得られる。これらが準同型であることも簡単
な計算でわかる。

τ、τ−1 は図 3のように上下に交叉する線で表す。

V W

W V

= τṼW̃

V W

W V

= (τW̃Ṽ)−1

図 3 braiding τ

また、このような図形を水平に複数個並べたものは、それぞれが表す射のテンソル積をとったものを表すこ
ととする。最後に、これらの射の合成は、それぞれを表す図形を上から下の順番に接続して描く。これだけの
材料がそろえば、braided tensor category Rep0(Ad)を記述するに足ることが後にわかる。
射の合成を計算するには次の定理が使える。



Theorem 1. 離れた場所にある射の順序を入れ替える変形に加えて、以下に示す局所的な変形ができる。なお
太線は 1本以上、破線は 0本以上の複数の線を省略して描いたものである。

c = dc (スカラー倍 dc ∈ EndA(1A) ≅ kとして取り除く),

= = , = ,

= + σ2 − id , aϕ + bψ = a ϕ + b ψ

ϕ

ψ

= (id⊗ψ) ◦ (ϕ ⊗ id) ,

ϕ

ψ

= (ψ ⊗ id) ◦ (id⊗ϕ) ,

ϕ
=

ϕ
,

ϕ
=

ϕ
,

2本の線がグラフ上の同じ連結成分にあるとき = σ .

2.4 Abstract construction of Rep0(Ad)

前章で得られた関係式を元に、抽象的に Rep0(Ad) を模倣した圏を構成することを考える。まず、混乱を
防ぐために、V ∈ Rep(A) に対し、Ṽ の代わりに V̂ という記号を用意する。同様に、ϕ ∈ HomA(V1 ⊗ · · · ⊗
Vm,W1 ⊗ · · · ⊗Wn)に対して ϕ̃の代わりに ϕ̂、τṼW̃ と (τW̃Ṽ)−1 の代わりに τV̂Ŵ と (τŴV̂)−1 という記号も準備
する。この二種類の「射」について、その「定義域」と「値域」を

Dom(ϕ̂) B V̂1 ⊗ · · · ⊗ V̂m Dom(τV̂Ŵ) = Dom((τŴV̂)−1) B V̂ ⊗ Ŵ

Codom(ϕ̂) B Ŵ1 ⊗ · · · ⊗ Ŵn Codom(τV̂Ŵ) = Codom((τŴV̂)−1) B Ŵ ⊗ V̂

と書く。さらに、これらを水平に並べた α1 ⊗ · · · ⊗ αl (αk = ϕ̂または τV̂Ŵ , (τŴV̂)−1) という記号も用意し、
Dom(α1 ⊗ · · · ⊗ αl) B Dom(α1) ⊗ · · · ⊗ Dom(αl)、Codom(α1 ⊗ · · · ⊗ αl) B Codom(α1) ⊗ · · · ⊗ Codom(αl)

とする。最後に、Φ1, . . . ,Φr をそれぞれ α1 ⊗ · · · ⊗ αl という形の記号であって、Codom(Φk) = Dom(Φk+1)

(k = 1, . . . , r − 1)を満たすものとするときに、これらを縦に並べた Φr ◦ · · · ◦ Φ1 という記号を考える。もちろ
んこれに対し Dom(Φr ◦ · · · ◦Φ1) B Dom(Φ1)、Codom(Φr ◦ · · · ◦Φ1) B Codom(Φr)と書く。なおこれらの
記号についても前章と同じやり方で図に表すものとする。



Definition 4. このような記号 Φr ◦ · · · ◦ Φ1 のうち、Dom = V̂1 ⊗ · · · ⊗ V̂m、Codom = Ŵ1 ⊗ · · · ⊗ Ŵn をみ
たすものを全て集める。これらで生成される自由 k 加群を、Theorem 1. に挙げられた同値関係で割ったも
のを Hd(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn)と置く。 f (ϕ̂) B ϕ̃、 f (τV̂Ŵ) B τṼW̃、 f (α1 ⊗ · · · ⊗ αl) B f (α1) ⊗ · · · ⊗ f (αl)、
f (Φr ◦ · · · ◦ Φ1) B f (Φr) ◦ · · · ◦ f (Φ1)と定めることにより、k-linear map f : Hd(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn)→
HomAd (V1 ⊗ · · · ⊗ Vm,W1 ⊗ · · · ⊗Wn) が定義される。また、適切な空間 Hd 同士の間で、k-bilinearな演算
• ⊗ •と • ◦ •が記号操作から誘導される。これらは f で保たれる。

Remark 1. 記号を「全て集め」た段階では、大抵集合で扱える範囲を超えてしまうので、クラスなどの概念を
必要とするかもしれない。しかし関係式で割ってしまえば集合になる。

Remark 2. この定義は Aではなく Rep(A)についての言葉だけで書かれていることに注意する。

関係式から特に、îd⊗ · · · ⊗ τV̂ jV̂k
⊗ · · · ⊗ îdという形の元を braid群の元 x ∈ Bm に従って ◦で合成した結果

は well-defined である。これを τx
V̂1...V̂m

∈ Hd(V1, . . . ,Vm|Vx−1(1), . . . ,Vx−1(m))、もしくは省略して τx と書く。

関係式をうまく使うと、全ての Hd(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn)の元は (τy)−1 ◦ (ϕ̂1 ⊗ · · · ⊗ ϕ̂l) ◦ τx という形に変
形できることがわかる。それは例えば図 4のように描かれる。この形の元を集めた空間を以下で準備する。

ϕ ψ ξ χ

V1 V2 V3 V4 V5 V6

W1 W2 W3 W4 W5

図 4 Hd(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn)の元の例

Definition 5. 1. m + n個の元からなる集合
{

1, . . . ,m
1′, . . . , n′

}
をいくつかの部分集合の直和に分ける方法{

1, . . . ,m
1′, . . . , n′

}
=

{
i1, . . .
i′1, . . .

}
⊔ · · · ⊔

{
il, . . .
i′l , . . .

}
を m + n の分割と呼び、その全体の集合を Pm,n と書く。分割 p ∈ Pm,n で分けられた部分集合の数を
l = |p|と書く。p′ が pの細分であるときに p ≤ p′ と定めることにより、Pm,n に半順序が入る。

2. 上式のように、分割に対し部分集合の和をとる順序と、それぞれの部分集合で {1, . . . ,m}と {1′, . . . , n′}
の元を並べる順序を決めたものをその分割の表示と呼ぶ。さらに、分割の表示 i :

{
i1, . . .
i′1, . . .

}
⊔· · ·⊔

{
il, . . .
i′l , . . .

}
に加え、braid群の元 x ∈ Bm と y ∈ Bn でそれぞれ (1, . . . ,m)を (i1, . . . ), . . . , (il, . . . )に、(1′, . . . , n′)を
(i′1, . . . ), . . . , (i

′
l , . . . )に順番を並び替えるものと組にした (i, x, y)を、その分割の braid表示と呼ぶ。分

割の braid表示は図 4からラベルだけ取り除いたような図で表せる。
3. V1, . . . ,Vm,W1, . . . ,Wn ∈ Rep(A) とする。m + n の分割 p ∈ Pm,n とその braid 表示 I = (i, x, y) を
とる。これらに対し、Hd(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn) の部分 k-module HI

d(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn) を、

(τy)−1 ◦ (ϕ̂1 ⊗ · · · ⊗ ϕ̂l) ◦ τx の形で表される元全体とする。ここで、i :
{

i1, . . .
i′1, . . .

}
⊔ · · · ⊔

{
il, . . .
i′l , . . .

}
とする

とき、各 ϕk は HomA(Vik ⊗ . . . ,Wi′k ⊗ . . . )の元。



この空間は Hd(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn)の基底としてのよい性質を持っている。

Theorem 2. 1. 上記のような Iをとったとき、この分割の braid表示に「ラベルを貼る」射

l⊗
k=1

HomA(Vik ⊗ . . . ,Wi′k ⊗ . . . )
∼−→ HI

d(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn)

ϕ1 ⊗ · · · ⊗ ϕl 7−→ (τy)−1 ◦ (ϕ̂1 ⊗ · · · ⊗ ϕ̂l) ◦ τx

は k-moduleの同型射。
2. 各分割 p ∈ Pm,n に対しその braid表示 Ip = (ip, xp, yp)を適当に一つずつ決めたとき、

Hd(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn) =
⊕
p∈Pm,n

HIp

d (V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn).

別の braid表示 I′p をとりこれらの表示の間で座標変換を考えると、その行列表示は Pm,n の半順序につ
いての dによらない単位上三角行列となる。

3. • ⊗ •や • ◦ •を上記のような基底で表示したとき、展開係数は dについての多項式となる。

次に、この空間と f がどれだけHomAd (V1 ⊗ · · · ⊗Vm,W1 ⊗ · · · ⊗Wn)を正確に記述できているかを調べる。
それには次のような Θ : H(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn) ∼−→ H(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn)を導入すると便利である。

Lemma 3. 以下の性質を持つ Θ : Hd(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn) ∼−→ Hd(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn)が存在する。

1. Θは上記の基底表示の下で dによらない単位上三角行列で書ける。特に、

Hd(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn) =
⊕
p∈Pm,n

Θ(HIp

d (V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn)).

2. ( f ◦Θ)((τy)−1 ◦ (ϕ̂1 ⊗ · · · ⊗ ϕ̂l) ◦ τx) = (τy)−1 ◦


d∑

j1,..., jl=1
jk は相異なる

(ι j1 ◦ ϕ1 ◦ π j1 ) ⊗ · · · ⊗ (ι jl ◦ ϕl ◦ π jl )

 ◦ τx.

ここで π jk などは π
Vik
jk
⊗ . . . などの省略である。Θのない f ((τy)−1 ◦ (ϕ̂1 ⊗ · · · ⊗ ϕ̂l) ◦ τx)は右辺の「相

異なる」という条件を外した和に一致することに注意。

ここから次がわかる。

Theorem 4. f : Hd(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn)→ HomAd (V1 ⊗ · · · ⊗ Vm,W1 ⊗ · · · ⊗Wn)は全射であって、

ker( f ) =
⊕
p∈Pm,n
|p|>d

Θ(HIp

d (V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn)).

これは、braided tensor category Rep0(Ad) の構造の完全な記述が得られたことを意味する。次章では、
d ∈Nの代わりに一般の t ∈ kに対しこの Rep0(Ad)の構造を模倣することで、新たな圏を定義する。



3 Functor St

3.1 Tensor categories

引き続き kを可換環とする。

Definition 6. 1. k-linear categoryとは、category Cの各HomC(V,W)に k-moduleの構造が入ってお
り、合成 HomC(V,W) ×HomC(U,V)→ HomC(U,W)が k-bilinearであるものを言う。

2. k-tensor categoryとは、

C : k-linear category 1C ∈ C
⊗ : C × C → C k-bilinear functor λ : 1C ⊗ • ∼−→ •
α : (• ⊗ •) ⊗ • ∼−→ • ⊗ (• ⊗ •) ρ : • ⊗1C

∼−→ •

の組であって、Pentagon axiom、Triangle axiomを満たすものを言う。ここではさらに、1Cは simple

であって End(1C) ≅ kとなることを要求する。
3. k-braided tensor categoryとは、k-tensor categoryと

σ : • ⊗•′ ∼−→ •′ ⊗ •

の組であって、Hexagon axiomsを満たすものを言う。
4. 全ての object V について right dual V∗ と left dual ∗V が存在する k-tensor categoryを rigidである
と言う。

5. rigidな k-braided tensor categoryと
δ : • ∼−→ •∗∗

の組であって、いくつかの性質を満たすものを k-ribbon categoryと言う。

詳しくは [BK]を参照のこと。ただしここでは tensor categoryは additiveであるとは限らない。以下必要
なとき以外は頭の kは省略する。

bialgebra Aに対し、Rep(A)は tensor categoryとなる。Aが Hopf algebraの場合これは rigidである。
Aが余可換なら Rep(A)にはさらに ribbon categoryの構造が自動的に入るが、余可換ではない量子群 Uq(g)

の場合にも自明でない ribbon categoryの構造が知られている。これらの構造は Rep0(Ad)にも誘導される。

3.2 Construction of the category St(C)

Definition 7. braided tensor category Cと t ∈ kに対し、braided tensor category St(C)を以下で定める。

Objects: Cの objectの有限個の組。

(V1, . . . ,Vm)に対応する objectを V̂1 ⊗ · · · ⊗ V̂m と書く。
ただし m = 0の場合に対応する objectは 1St(C) と書く。

Morphisms: HomSt(C)(V̂1 ⊗ · · · ⊗ V̂m, Ŵ1 ⊗ · · · ⊗ Ŵn) B Ht(V1, . . . ,Vm|W1, . . . ,Wn).

先程の定義で、d ∈Nを t ∈ kに置き換え、HomA の代わりに HomC を用いる。
テンソル積は ⊗、射の合成は ◦で行う。



α, λ, ρはいずれも自明に定義される。また braiding isomorphismは図 5で示される braid群の元 x ∈ Bm+n

を使って τx で定義する。

V1· · ·Vm W1 · · · Wn

W1
· · ·

Wn V1
· · ·

Vm

· · ·

図 5 一般の braiding

詳細は省くが、Cが rigidならば St(C)も rigid、Cが ribbonならば St(C)も ribbonとなる。
braided tensor category C,D の間に tensor functor (k-linear で ⊗ と braiding を保つ関手) F : C → D
があるとき、新たな tensor functor St(F) : St(C)→ St(D)が定義される。これは図 6のように射を射に写す
ものとして定める。

ϕ ψ ξ χ

V1 V2 V3 V4 V5 V6

W1 W2 W3 W4 W5

Fϕ Fψ Fξ Fχ

FV1 FV2 FV3 FV4 FV5 FV6

FW1 FW2 FW3 FW4 FW5

7−→
St(F)

図 6 関手 St(F)

つまり、braided tensor categoryを object、tensor functor (を圏同値で割ったもの)をmorphismとする
圏を考えると、St はそこから自分自身への関手と思うことができる。なお集合論的な困難の避け方について
は (よく知らないので)深く立ち入らない。
前章の設定、C = Rep(A) (+ braiding isomorphism σ)の場合には、St(Rep(A))のことを Rep0(At)と書く
ことにする。t = d ∈Nのときは、以下のような tensor functorが存在する。

Rep0(Ad)→ Rep0(Ad)

V̂1 ⊗ · · · ⊗ V̂m 7→ Ṽ1 ⊗ · · · ⊗ Ṽm

Φ 7→ f (Φ)

この関手は明らかに object について全射である。また morphism についても Theorem 4. の通り全射であ
り、kernelも具体的に記述できている。

3.3 Completions of categories

Rep(A)と Rep0(A)との間のギャップを埋めるため、圏に対し「完備化」あるいは「閉包」の操作を定義する。



Definition 8. 1. 有限直和 (0も含む)で閉じている k-linear categoryを additiveであるという。
2. k-linear category Cに対し、その additive envelope Ca

が以下で定義される。

Objects: Cの objectの有限個の組。
V1 ⊕ · · · ⊕ Vm (m = 0のときは 0)と書く。

Morphisms: HomCa (V1 ⊕ · · · ⊕ Vm,W1 ⊕ · · · ⊕Wn) B
⊕

i, j

HomC(Vi,W j).

合成は行列の積で定義。

Definition 9. 1. 任意の冪等元 e ∈ End(V) (e2 = e) について kernel が存在する k-linear category を
idempotent completeであるという。

2. k-linear category Cに対し、その idempotent completion Ci
が以下で定義される。

Objects: (V, e) ここで V ∈ C, e ∈ EndC(V), e2 = e.
Morphisms: HomCi ((V, e), (W, f )) B f ·HomC(V,W) · e.

これらは

•a : {linear category} −→ {additive category (+ additive functor)}
•i : {linear category} −→ {idempotent completeな linear category}

という関手と見なすことができる。逆方向にはそれぞれ忘却関手 F と充満部分圏の埋め込み Iという関手が
あるが、これらはそれぞれの left adjoint を与えており、かつ自然に FD

a
≅ D、ID

i
≅ D となっている。

braided tensor category Cに対し、Ca
や Ci

には braided tensor categoryの構造が誘導される。また Cが

additiveならば Ci
も additiveである。そこでこれらの合成を Cai

B Cai
と書く。その結果は additiveかつ

idempotent completeな braided tensor categoryになる。
Rep(At) B Rep0(At)

ai
とおく。t = d ∈Nのとき、Rep(Ad)は additiveかつ idempotent completeである

から、これらの間に以下の関係があることがわかる。

Rep(Ad) −� Rep0(Ad)
ai
↪−→ Rep(Ad)

左の関手は object、morphism両方に対し全射であり、右の関手は充満部分圏の埋め込みである。
Aが有限群の群環の場合には次の定理が示される。

Theorem 5. Gを有限群とし、kを標数が 0の Gの分解体とする。このとき

Rep0(Gd)
ai
↪−→ Rep(Gd)

は圏同値。ここで、Rep(Gd)は Rep(k[G]d)のことである。左辺も同様。
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