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概要

正規分布に従うベクトルの分散共分散行列が従う確率分布は, Wishart 分布と呼ばれ, よく

研究されている. 非心実 (複素)Wishart分布のモーメントに対し, あるグラフの重みつき母関

数を用いた表示を与えることができた. この母関数は determinant や Hafnian の analogue

と思えるような多項式である. この表示を通して, パラメータが特別な非心実 (複素)Wishart

分布のいくつかのモーメントを求めることが, 条件を満たすグラフを数え上げることに帰着さ

れる.

1 Introduction

はじめに, Wishart 分布と呼ばれる確率分布について簡単に説明する. p × ν 次行列 M =

(µ1, . . . , µν) = (µij)i=1,...,p
j=1,...,ν

と p × p 次対称行列 Σ = (σi,j) を fix し ∆ = M · tM とおく.

X1 = (xi1)1≤i≤p, X2 = (xi2)1≤i≤p, . . . , Xν = (xiν)1≤i≤p を ν 個の p 次元のランダムベクトル

とし, それぞれ Np(µ1, Σ), . . . , Np(µν ,Σ)に独立に従っているとする, ただし, Np(µi, Σ)は平均が

µi, 分散共分散行列が Σであるような多変量正規分布とする. X を (X1, . . . , Xp)なる ν × p行列

とし, W = (wij) を W = X · tX で定義する. このとき, W は対称なランダム行列となるが, W

が従う分布を実非心Wishart 分布 Wp(ν, Σ, ∆) と呼ぶ. また, ∆ は mean square matrix と呼ば

れ, ∆ = 0 の時には中心Wishart 分布 Wp(ν, Σ) とよばれる. 同様に, 複素正規分布から出発し,

W = X · tX̄ の様に構成したエルミート行列が従う分布を複素Wishart分布 CWp(ν,Σ,∆)と呼ぶ.

次に, モーメントについて簡単に説明する. x = (x1, . . . , xm) はある分布 D に従うランダムベ

クトルであるとする. このとき n = (n1, . . . , nm)に対し, xn = xn1
1 · · ·xnm

m の平均 E[xn1
1 · · ·xnm

m ]

を分布Dの (n-次)モーメントと呼ぶ. ある分布Dが与えられたときに, Dのモーメントを具体的

に求めよという自然な問題が思い付く.

さて, Wishart分布についてはモーメントの母関数は知られており, 実Wishart分布の場合には

次の様に書ける:

E[etr(ΘW )] = det(I − 2ΘΣ)−
ν
2 e−

1
2 tr(I−(I−2ΘΣ)−1)Ω,

ただしここで, Θ は p × p symmetric parameter matrixであり, Ωは ΣΩ = ∆を満たす非心度行
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列と呼ばれる行列である. 複素Wishart分布についても同様の式が知られている (詳しくは [2, 11]

などを参照されたい). 本稿の目標はWishart分布のモーメント E[wi1,i2wi3,i4 · · ·wi2n−1,i2n ] を具

体的に記述することである. 我々は, まず determinantなどの analogueと思える多項式をグラフ

の言葉を用いて定義する. その多項式を用い一般のモーメント E[wi1,i2wi3,i4 · · ·wi2n−1,i2n ] の公式

を記述する. 証明など詳細は [5]を参照されたい.

2 Notation of graphs

本稿では, 有向グラフと無向グラフの両方を扱う. まず, 無向グラフに関する記号を用意する.

v 6= wに対し, v と wの間の無向辺を {v, w} であらわす. 任意の v 6= wに対し, {v, w} = {w, v}
である. なお本稿では無向グラフにおいては, self loop {v, v}は考えない. 頂点の集合 V , U に対

し, K ′
V とK ′

V,U を次で定義する:

K ′
V,U = { {v, u} v ∈ V, u ∈ U, v 6= u } ,

K ′
V = K ′

V,V = { {v, u} v 6= u ∈ V } .

有限集合 V ′ と E′ ⊂ K ′
V ′ の組 G′ = (V ′, E′)を無向グラフと呼び,

vertex(E′) = { v ∈ V ′ {v, u} ∈ E′ for some u ∈ V ′ }

とおく.

(V ′,K ′)を無向グラフとする. 次の条件を満たす E′ ⊂ K ′ を (V ′,K ′)内のマッチングという:

{v, u}, {v, u′} ∈ E′ =⇒ u = u′.

この条件は, “どの頂点の次数 (その頂点を端点とする辺の数)も高々 1である”とも言い替えられ

る. M′(V ′, K ′)を (V ′,K ′)内のマッチング全体からなる集合とする. また, 完全グラフ (V ′,K ′
V ′)

内のマッチング全体からなる集合M′(V ′,K ′
V ′) をM′(V ′) で表す. また, (V ′, K ′) 内のマッチン

グ E′ が vertex(E′) = V ′ を満たすとき, E′ は perfectであるという. (“どの頂点の次数もちょう

ど 1” という言い方も出来る.) P ′(V ′,K ′) を (V ′,K ′) 内の perfect matchings からなる集合とす

る. また P ′(V ′) = P(V ′,K ′
V ′)とする.

次に有向グラフについての記号を用意する. vから wへの有向辺を (v, u)で表す. v 6= uに対し,

(v, u) 6= (u, v)である. なお, 本稿では有向グラフにおいては, self loop (v, v)も含めて考える. ま

た, 以降でサイクルと言った場合は self loopも含めるものとする. 頂点の集合 V , U に対して, KV

とKV,U を

KV,U = { (v, u) v ∈ V, u ∈ U } ,

KV = KV,V = { (v, u) v, u ∈ V }

で定義する. 有限集合 V と E ⊂ KV の組 G = (V,E)を有向グラフといい, start(E)と end(E)を
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次のように定義する:

start(E) = { v ∈ V (v, u) ∈ E for some u ∈ V } ,

end(E) = { u ∈ V (v, u) ∈ E for some v ∈ V } .

(V,K)を有向グラフとする. 次の 2条件を満たす E ⊂ K を (V,K)内のマッチングという:

(v, u), (v, u′) ∈ E =⇒ u = u′

(v, u), (v′, u) ∈ E =⇒ v = v′.

この条件は, “どの頂点の出次数 (その頂点を始点とする辺の数)も入次数 (その頂点を終点とする

辺の数) も高々 1” と言い替えられる. (V,K) 内のマッチング全てからなる集合をM(V,K) で表

す. マッチング E ∈ M(V,K)が start(E) = V と end(E) = V を満たすとき, perfectであるとい

い, P(V,K)で (V,K)内の perfect matching全てからなる集合を表す. Perfect matchingである

ための条件は “どの頂点の出次数も入次数も 1”とも言い替えられる. また, M(V ) = M(V,KV ),

P(V ) = P(V,KV )とする.

Remark 2.1. V ⊂ Zとし, V̇ = { v̇ v ∈ V }, V̈ = { v̈ v ∈ V }とする, ただし l̇ = 2l−1, l̈ = 2l

とする. このとき, 有向グラフ (V,E)と 2部グラフ (V̇ , V̈ , { {v̇, ü} (v, u) ∈ E }) を同一視するす
ることができる. この同一視を通して, M(V,K)の元を 2部グラフ (V̇ , V̈ , { {v̇, ü} (v, u) ∈ E })
内のマッチングと思うことができる. この意味でM(V,K)の元をマッチングと呼ぶ.

3 Definition of our polynomials

l ∈ Z に対して, l̇ = 2l − 1, l̈ = 2l とおく. n ∈ Z>0 を fix し, 頂点集合 V , V ′ を次の

ように fix する: V = [n] = { 1, . . . , n }, V̇ = ˙[n] =
{

1̇, . . . , ṅ
}
, V̈ = ¨[n] =

{
1̈, . . . , n̈

}
,

V ′ = V̇ q V̈ = ˙[n] q ¨[n] = [2n].

まず, 有向グラフを考える. E ∈ M(V )とする. このとき (V,E)は弦のないサイクルまたはチェ

インのいずれかである. len(E)で (V,E)内のサイクルの個数を表す. V \ start(E)は (V,E)内の

チェインの終点たちからなる集合であり, V \ end(E)は始点たちからなる集合である. この事実に

着目し, Ě を次で定義する:

Ě =
{

(v, u) ∈ KV \start(E),V \end(E) E 内に uから v へのチェインが存在する.
}

⊂ KV .

Remark 3.1. E ∈ M(V )に対し, Ě は次の条件を満たすものとして定義することも出来る:

• Ě ∈ M(V ),

• Ě ∩ E = ∅,
• Ě ∪ E ∈ P(E),

• (V,E)の連結成分の総数と (V, Ě ∪ E)の連結成分の総数は等しい.
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Remark 3.2. E ∈ M(V )に対して, len(E)を次のように定義することも出来る:

len(E) = ((V,E)の連結成分の個数) − |Ě|.

また, E ∈ P(V )と, (i, j) ∈ E に対し σE(i) = j となるような n次対称群 Sn の元 σE を同一視す

ることが出来るが, 任意の E に対し, len(E)は σE のサイクルの数に等しい.

有向グラフ (V,E)と変数 x = (xi,j)に対し, weight monomial xE を

xE =
∏

(v,u)∈E

xv,u

と定義する. これらの記法を用いて次の樣に定義する:

Definition 3.3. K ⊂ KV に対し, detα(x, y; K)と detα(x; K)を次で定義する:

detα(x, y; K) =
∑

E∈M(V,K)

αn−len(E)xEyĚ ,

detα(x; K) =
∑

E∈P(V,K)

αn−len(E)xE .

また, detα(x, y) = detα(x, y; KV ), detα(x) = detα(x; KV )とおく.

Remark 3.4. 定義より detα(x; K) = detα(x, 0;K).

次に, 無向グラフを考える.
{

{1̇, 1̈}, . . . , {ṅ, n̈}
}
⊂ K ′

V̇ ,V̈
という辺集合を E′

0 で表す. また

E′ ∈ M′(V ′)に対して, Ě′ と len(E′)を次で定義する:

Ě′ =
{

{v, u} ∈ K ′
V ′\vertex(E′) E′ ∪ E′

0 に v を u端点とするチェインが存在する.
}

len(E′) = ((V ′, E′ ∪ E′
0)の連結成分の総数) − |Ě′|.

Remark 3.5. E′ ∈ M′(V ′) に対して, Ě′ は次の条件を満たすものとしても定義することがで

きる:

• Ě′ ∈ M′(V ′),

• Ě′ ∩ E′ = ∅,
• Ě′ ∪ E′ ∈ P ′(E′),

• (V ′, E′ ∪ E′
0)の連結成分の総数と (V ′, Ě′ ∪ E′ ∪ E′

0)の連結成分の総数が等しい.

Remark 3.6. E′ ∈ M′(V ′) に対し, 多重辺を許す無向グラフ (V ′, E′ q E′
0) を考える. この時,

(V ′, E′ q E′
0)の連結成分は弦のないサイクルもしくはチェインのいずれかである. E′ で使われて

いない頂点 V ′ \ vertex(E′) は (V ′, E′ q E′
0)内のチェインの端点となっている. (V ′, E′ q E′

0)内

のチェインの端点のペアを集めたものが Ě′ である.
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無向グラフ (V ′, E′)と変数 x = (xi,j)に対し, weight monomial xE′
を

xE′
=

∏
{v,u}∈E′

xv,u

と定義する. 任意の v, u ∈ V ′ に対し xv,u = xu,v となっていれば, xE′
は well-definedとなる.

Definition 3.7. K ′ ⊂ K ′
V ′ に対し, Hfα(x,y; K ′)および Hfα(x; K ′)を次で定義する:

Hfα(x,y; K ′) =
∑

E′∈M′(V ′,K′)

αn−len(E′)xE′
yĚ′

,

Hfα(x; K ′) =
∑

E′∈P′(V ′,K′)

αn−len(E′)xE′
.

また Hfα(x, y) = Hfα(x, y;K ′
V ′), Hfα(x) = Hfα(x;K ′

V ′)とおく.

Remark 3.8. 定義より, Hfα(x; K ′) = Hfα(x, 0;K ′).

Remark 3.9. 正方行列 A = (aij)に対し, α-determinant (or α-permanent)は次のように定義

される:

detα(A) =
∑

σ∈Sn

αn−len(σ)a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n).

この多項式は determinantおよび permanentの α-analogueである; すなわち, α-determinantは

α = −1 とすれば determinant であり, α = 1 とすれば permanent である. (See also [13, 14].)

Remark 3.2での同一視を通して, α-determinantは我々の多項式 detα(A)そのものであることが

わかる.

また [9]では α-Pfaffianという, skew-symmetric matrix Aに対し次で定義される多項式が導入

されている:

Pfα(A) =
∑

E′∈P′(V ′)

(−α)n−len(E′) sgn(E′)AE′
.

ただし sgn(E′)AE′
は E′ = { {x1̇, x1̈}, . . . , {xṅ, xn̈} } となる x ∈ S2n に対して

sgn(x)ax1̇,x1̈
· · · axṅ,xn̈ で定義される単項式であり, いま A は skew symmetric であるので

sgn(E′)AE′
は x ∈ S2n の選び方によらずに決まる. α-Pfaffianは Pfaffianの α-analogueである,

すなわち, α = −1 で α-Pfaffian は通常の Pfaffian Pf(A), i.e.,
∑

sgn(x)ax1̇x1̈
· · · axṅxn̈ , に他な

らない.

一方, symmetric matrix B に対して我々の多項式 Hfα(B)は

Hfα(B) =
∑

E′∈P′(V ′)

αn−len(E′)BE′

であるが, これは, α = 1のとき, 通常の Hafnian Hf(B) =
∑

bx1̇x1̈ · · · bxṅxn̈ となる. この意味で

我々の多項式は Hafnianの analogueである.
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4 Main results

detα(x,y), Hfα(x,y)を用いWishart分布のモーメントを記述することが出来る.

Propsition 4.1. W = (wi,j) ∼ Wp(ν, Σ, ∆), すなわち, W は実Wishart分布Wp(ν, Σ, ∆)に従

うとする. Aと B を次で定義される行列とする: au,v = σu,v, bu,v = δu,v. このとき次が成り立つ:

E[w1,2w3,4 · · ·w2n−1,2n] = E[w1̇,1̈w2̇,2̈ · · ·wṅ,n̈]

= νn Hfν−1(A,B) = Hfν−1(νA, νB).

ここから次が導かれる:

Theorem 4.2. A と B を次で定義される行列とする: au,v = σiu,iv , bu,v = δiu,iv . W ∼
Wp(ν, Σ, ∆)に対して次が成り立つ:

E[wi1,i2wi3,i4 · · ·wi2n−1,i2n ] = E[wi1̇,i1̈
wi2̇,i2̈

· · ·wiṅ,in̈ ]

= νn Hfν−1(A,B) = Hfν−1(νA, νB).

また, 複素Wishart分布については次が成り立つ:

Propsition 4.3. W = (wi,j) ∼ CWp(ν, Σ, ∆) とし, A, B は次で定義される行列とする:

au,v = σu̇,v̈, bu,v = δu̇,v̈. この時次が成り立つ:

E[w1,2w3,4 · · ·w2n−1,2n] = E[w1̇,1̈w2̇,2̈ · · ·wṅ,n̈]

= νn detν−1(A,B) = detν−1(νA, νB).

これから, 次が導かれる:

Theorem 4.4. A, B を次を満たす行列とする: au,v = σiu̇,iv̈ , bu,v = δiu̇,iv̈ . このとき, W =

(wi,j) ∼ CWp(ν, Σ, ∆)に対し次が成り立つ:

E[wi1,i2wi3,i4 · · ·wi2n−1,i2n ] = E[wi1̇,i1̈
wi2̇,i2̈

· · ·wiṅ,in̈ ]

= νn detν−1(A,B) = detν−1(νA, νB).

Remark 4.5. この定理により, パラメータが特別な値であるときには, Wishart分布のモーメン

トの計算は, 条件をみたすグラフの数え上げに帰着できる. 詳細は [5, 12]に譲る.

Remark 4.6. Wishart分布は基本的な多変量分布のうちのひとつであり, そのモーメントについ

てもよく研究されており, 特に中心Wishart分布については, Lu, Richards [7]; Graczyk, Letac,

Massam [3, 4]; Vere-Jones [13] などの先行研究がある. また, 最近では Letac, Massam [6] に

よる非心 Wishart 分布のモーメントに関する研究結果もあり, 本稿とは異なるタイプの公式が

与えられている. 一方, 中心Wishart 分布においては, 逆行列についてのモーメントに関しても,

Matsumoto [10]などの結果がある.
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