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概要

current algebra g⊗ C[t]の (indecomposableかつ irreducibleでない)有限次元

表現の重要な例であるWeyl module の character と、quantum affine algebra の

level zero fundamental module の tensor 積に付随する有限 crystal の character

が一致し、またそれらが Demazure module の character を用いて表されることに

ついて解説する

1 Introduction

Weyl module W (λ) (λ は simple Lie algebra g の dominant integral weight)

は weight λ の (適当な意味での) highest weight Cg := g⊗ C[t]-moduleで有限次

元となるものの中で universal なものであり、生成元と関係式によって定義される.

Fourier と Littelmann は [FoLi] において, g が simply laced type の場合にWeyl

moduleがDemazure moduleと同型となることを示した. また彼らは、gが simply

laced type であるという仮定のもとで以下の事実も示した: U ′
q(ĝ) の level zero

fundamental weight moduleをWq(ϖi)と表す. (Wq(ϖi)は crystal base B′(ϖi)

を持つ [K3]). また, λ =
∑

i λiϖi (λi ∈ Z≥0) に対し Wq(λ) :=
⊗

i Wq(ϖ)⊗λi

の crystal base を B′(λ), highest weight Λ0 の irreducible highest weight Uq(ĝ)-

module に付随する crystal base を B(Λ0) と表す. このとき, B(Λ0) ⊗ B′(λ) の部

分集合 uΛ0 ⊗B′(λ)は Demazure crystalと同型となる. (ここで, uΛ0 は B(Λ0)の

highest weight elementとする).

これらの結果は g が non-simply laced type の場合には正しくない. そもそもこ

の場合には, Weyl moduleは Demazure moduleと同型にならない.

本稿では、上に述べた結果の non-simply laced case への一般化について述べる.

すでに述べたようにそのままの形で拡張されるのではなく, 以下のような結果が成り
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(1) Weyl module は各 subquotient が Demazure module と同型となるような

filtrationを持つ.

(2) また, uΛ0 ⊗B′(λ)は Demazure crystalの直和となり, その直和因子とWeyl

module の filtration において subquotient として現れる Demazure module たち

は (適当な意味で)一致する.

B′(λ)には energy functionと呼ばれる Zに値を持つ関数が定義される. 上の (2)

を示すとき, 同時に B′(λ)の energy functionこみの weightの和に関する等式も得

られる. この結果は gが type Aの場合には [S]により既に知られていたが, 少なく

とも gが non-simply laced typeの場合には新しい結果である.

2 Notation

以下の記号を準備しておく:

g: complex simple Lie algebra, h: gの Cartan subalgebra,

∆ ⊂ h∗: g の root system, α∨ ∈ h: α ∈ ∆に対応する coroot,

g = n+ ⊕ h⊕ n−: 三角分解,

∆+ ⊆ ∆: n+ に対応する positive roots,

Π = {α1, . . . , αn}: simple roots, I = {1, . . . , n}: index set,

θ ∈ ∆+: highest root,

( , ): non-degenerate, invariant, symmetric bilinear form on g normalized by

(θ∨, θ∨) = 2,

Q =
∑

i Zαi, Q+ =
∑

i Z≥0αi,

{ϖ1, · · ·ϖn}: fundamental weights, P =
∑

i Zϖi, P+ =
∑

i Z≥0ϖi,

si ∈ EndC(h
∗): αi に付随する simple reflection, W = ⟨si | i ∈ I⟩: gのWeyl群,

{eα, fα}α∈∆+ ∪ {α∨
1 , . . . , α

∨
n}: gの Shevalley basisとし, ei = eαi , fi = fαi とお

く.　

また, ĝを non-twisted affine Lie algebraとし, ĥ, n̂+, n̂−, ∆̂, ∆̂+, Π̂, P̂ , Ŵ をそれ

ぞれの ĝにおける対応物とする. (index setは Î = I ∪ {0}とする.)

以下、自然に g ⊂ ĝとみなす.

{Λ0, . . . ,Λn} ⊂ P̂ : fundamental weights corresponding to {α∨
0 , . . . , α

∨
n},

δ ∈ P̂ : null root, P̂+ :=
∑

i Z≥0Λi + Zδ,
K ∈ ĥ: central element such that ⟨Λ0,K⟩ = 1, d ∈ ĥ: degree operator,

以下 ϖi(K) = ϖi(d) = 0として, 常に P を P̂ の部分集合とみなす.

3 Demazure modules

Λ ∈ P̂+ に対し, V (Λ) で ĝ の highest weight Λ の irreducible highest weight

moduleを表す. 本稿では Demazure moduleを以下で定義する:

定義. λ ∈ P+, ℓ ∈ Z>0 に対し, Λ ∈ P̂+ で λ+ ℓΛ0 ∈ ŴΛとなるものがただ一つ存
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在する. このとき, V (Λ)の weight λ+ ℓΛ0 の extremal weight vector vλ+ℓΛ0 が生

成する Cg-module U(Cg).vλ+ℓΛ0 をD(ℓ, λ)と表し, level ℓ, weight λのDemazure

moduleと呼ぶ.

注. 通常 Demazure module は V (Λ) の extremal weight vector から生成される

b̂(= ĥ + n̂)-module として定義される. 本稿では, Cg-module の構造をもつような

Demazure moduleにのみ興味があるため, 上のような定義をした. vector spaceと

して
D(ℓ, λ) = U(b̂).vw0λ+ℓΛ0

(w0 はW の longest element)が成り立つことが容易に確認できる.

Demazure module の定義関係式は以下のようであることが知られている ([M],

[FoLi]).

命題 1. Demazure module D(ℓ, λ)は, 以下の定義関係式で v ̸= 0から生成される

cyclic Cg-moduleと同型である:

n+ ⊗ C[t].v = 0, h⊗ tC[t].v = 0, h.v = λ(h)v for h ∈ h,

(fα ⊗ ts)kα,s+1.v = 0 for all α ∈ ∆+, s ∈ Z≥0,

ただし

kα,s = max

{
0, ⟨λ, α∨⟩ − ℓ(θ, θ)

(α, α)

}
.

t の degree により, U(Cg) は自然な Z-grading を持つ. また上の D(ℓ, λ) の定義

関係式から, D(ℓ, λ)は Z-graded U(Cg)-moduleとなることもわかる. そこで以下,

D(ℓ, λ) の命題 1 における生成元 v の degree を m ∈ Z と定めることで得られる
Z-graded U(Cg)-moduleを D(ℓ, λ)[m]と表すことにする.

[J2]における結果から, 以下が従う:

定理 2. ([J2]) gが simply laced typeであると仮定する. このとき, 任意の正整数

の組 ℓ′ > ℓと λ ∈ P+ に対し, D(ℓ, λ)[0]には Z-graded Cg-module filtration

X0 = 0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xk = D(ℓ, λ)[0]

で, 各 subquotientが

Xi/Xi−1
∼= D(ℓ′, µi)[mi] for some µi ∈ P+,mi ∈ Z

となるものが存在する.

注. [J2]の結果は, 任意のKac-Moody Lie algebraに付随するQuantized envelop-

ing algebra の Demazure module (classical と同様にして定義することができる)

に関する結果である. 上の定理は、[J2]の結果の classical limitをとることで得られ

る.
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4 Weyl modules

定義. λ ∈ P+ に対し Cg-module W (λ)を以下の関係式によって v ̸= 0から生成さ

れる cyclic moduleとして定義する:

n+ ⊗ C[t].v = 0, h⊗ tC[t].v = 0, h.v = λ(h)v for h ∈ h, (1)

f
λ(α∨

i )+1
i .v = 0 for i ∈ I.

W (λ) も D(ℓ, λ) の場合と同様に, Z-graded structure を考えるときには

W (λ)[m] (m ∈ Z)と表すことにする.

注. W (λ) は (1) を満たすような v から生成される有限次元 Cg-module の中で

universalなものである ([CP], [FoLi]).

ここで

Ish = {i ∈ I | αi は short root}, Πsh = {αi | i ∈ Ish}

とおき (g が simply laced type の場合、Ish = ∅ とする), ∆ の subroot system

⟨Πsh⟩を
⟨Πsh⟩ = (

∑
i∈Ish

Zαi) ∩∆

と定める. また, hの部分空間 hsh を hsh :=
⊕

i∈Ish Cα∨
i とし, gの Lie subalgebra

gsh を
gsh =

⊕
α∈⟨Πsh⟩∩∆+

(Ceα + Cfα)⊕ hsh

とおく. このとき,

gsh ∼=


{0} gは type A, D, E,

sl2 gは type Bn,G2,

sl3 gは type F4,

sln−1 gは type Cn.

canonical projection: h∗ → (hsh)∗ の
∑

i∈Ish Cαi への制限は同型写像となる.

以下, その逆写像により (hsh)∗ を h∗ の部分空間とみなすことにする. このとき, h∗

は ( , )に関する直交分解

h∗ = (hsh)∗ ⊕
∑
i/∈Ish

Cϖi

を持つ. pi (i = 1, 2)でこの分解に関する h∗ から i-th factorへの projectionを表

すことにする.

また λ ∈ (hsh)∗ に対し, Dsh(ℓ, λ)で Cgsh = gsh ⊗ C[t] の Demazure moduleを

表すことにする.

以下が, 前半の主結果である:
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命題 3. r ∈ Z>0 を long root と short root の square length の比とし (simply

laced type の場合 r = 1 とする), λ ∈ P+ とする. また, λ′ = p1(λ), λ
′′ = p2(λ)

とおく. (定理 2 で存在が主張されている) Dsh(1, λ
′)[0] の level r の Demazure

moduleによる Z-graded Cgsh-module filtrationを

X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xk = Dsh(1, λ
′)[0],

Xi/Xi−1
∼= Dsh(r, µi)[mi], µi ∈ (hsh)∗,mi ∈ Z

とおく. このときW (λ)[0]は, Z-graded Cg-module filtration

Y0 = 0 ⊂ Y1 ⊂ · · · ⊂ Yk = W (λ)[0]

で, 各 subquotient Yi/Yi−1 が D(1, µi + λ′′)[mi]の quotientとなるものを持つ.

Z-graded h-diagonalizable Cg-module M に対し,

Mλ,m = {v ∈ M | h.v = λ(h)v for h ∈ h, v は degree m}

とおき, chM を
chM =

∑
λ∈h∗

m∈Z

dimMλ,me(λ+mδ)

と定める.

系 4.

ch W (λ)[0] ≤
∑

µ∈(hsh)∗

m∈Z

(Dsh(1, λ
′)[0] : Dsh(r, µ)[m])chD(1, µ+ λ′′)[m].

(定理の証明の sketch) W (λ)[0] ∋ v を定義における生成元とし W := U(Cgsh).v
とおくと, surjective Cgsh-homomorphism Φ : Dsh(1, λ

′)[0] → W が存在する.

Dsh(1, λ
′)[0]の元の列 x1, . . . , xk を, xi ∈ Xi であり, xi のXi/Xi−1 における像が

Dsh(r, µi)の定義関係式 (cf. 命題 1)を満たすようにとる. このとき,

Yi = U(Cg).Φ(xi)

とおけば, Φ(xi) の Yi/Yi−1 における像が D(1, µi + λ′′) の定義関係式を満たすこ

とが確認できる.

5 Demazure crystals

本節からは, crystalが扱うべき対象となる. まず, Demazure crystalについて必

要なことをまとめておく.
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定義. λ ∈ P+, ℓ ∈ Z>0,m ∈ Zに対し, Λ ∈ P̂+とw ∈ Ŵ をw(Λ) = λ+ℓΛ0+mδ

となるようにとり w の reduced expression w = sk . . . s1 を一つ fix する. このと

き, Uq(ĝ) の irreducible highest weight module Vq(Λ) に付随する Uq(ĝ)-crystal

B(Λ)の部分集合 D(ℓ, λ)[m] を

D(ℓ, λ)[m] =
∪

j1,...,jk∈Z≥0

f̃
jk
ik

. . . f̃ ji
i1
(uΛ)

(uΛ は B(Λ)の highest weight element)とおく.

Demazure moduleの quantum version Dq(ℓ, λ)[m]も classicalの場合と同様に

定義される. このとき, D(ℓ, λ)[m] は Dq(ℓ, λ)[m] の crystal base に当たるもので

ある. より正確に言えば, {GΛ(b) | b ∈ B(Λ)} を Vq(Λ) の lower global base とす

るとき,

Dq(ℓ, λ)[m] ∼=
⊕

b∈D(ℓ,λ)[m]

Q(q)GΛ(b)

が従う ([K1]). (上の同型において, Z-grading と degree operator d の作用を同一

視している).

命題 5. ([K1])

(1) D(ℓ, λ)[m]は w の reduced expressionの取り方によらない,

(2) ẽiD(ℓ, λ)[m] ⊆ D(ℓ, λ)[m] ∪ {0} for all i ∈ Î,

(3)

chD(ℓ, λ)[m] =
∑

b∈D(ℓ,λ)[m]

e(wt(b)).

projection: P̂ → P̂ /Zδ を cl で表す. また以下, P̂ /Zδ と P + ZΛ0 を同一

視することで, P̂ /Zδ を P̂ の部分集合と思うことにする. B(Λ) は weight map

を cl ◦ wt : B(Λ) → P̂ /Zδ に取り換えることで U ′
q(ĝ)-crystal ともみなせる.

D(ℓ, λ)[m] をこの方法で U ′
q(ĝ)-crystal の部分集合とみなすと, これは m によらな

い. そこでこれを D(ℓ, λ)と表す.

i ∈ I に関する level zero fundamental weight module (cf. [K3]) を Wq(ϖi),

その crystal base を B′(ϖi) と表す. このとき, B′(ϖi) と Demazure crystal の間

に以下の関係が成り立つ:

定理 6. ([K4]) i ∈ I とするとき, B(Λ0) ⊗ B′(ϖi) の部分集合 uΛ0 ⊗ B′(ϖi) から

D(1,ϖi)への weightを保つ全単射 Ψで,

Ψ(ẽj(uΛ0 ⊗ b)) = ẽjΨ(uΛ0 ⊗ b)

が任意の b ∈ B′(ϖi) と j ∈ Î に対し成り立つものが存在する. (ただし, Ψ(0) = 0

とする).
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6 Path crystals

(P̂ に weightをとる) pathとは, [0, 1] = {t ∈ R | 0 ≤ t ≤ 1}から ĥ∗R := R⊗ P̂

への piecewise linear, continuous map π で π(0) = 0, π(1) ∈ P̂ を満たすものの

ことである. P̂ に weightをとる pathの集合を Pと表す. Littelmannは各 i ∈ Î に

対し map ẽi, f̃i : P → P ∪ {0}を定義し, 以下を示した:

定理 7. [L] π ∈ Pに対し, wt(π) = π(1), εi(π) = max{k | ẽki (π) ̸= 0}, φi(π) =

max{k | f̃k
i (π) ̸= 0}と定めるとき, (P, wt, ẽi, f̃i, εi, φi (i ∈ Î))は Uq(ĝ)-crystal

となる.

π ∈ Pに対し, π を含む Pの connected componentを Bπ と表すことにする. ま

た, Λ ∈ P̂ に対し, πΛ で straight line path πΛ(t) = tΛを表すことにする.

定理 8.

(1) ([L]) π, π′ ∈ Pに対し, π ∗ π′ ∈ Pを

π ∗ π′(t) =

{
π(2t) t ∈ [0, 1

2
],

π(1) + π′(2t− 1) t ∈ [ 1
2
, 1]

でさだめる. このとき Λ1,Λ2 ∈ P̂ に対し, Uq(ĝ)-crystalの同型

BπΛ1 ⊗ BπΛ2
∼= BπΛ1 ∗ BπΛ2 := {π ∗ π′ | π ∈ BπΛ1 , π

′ ∈ BπΛ2}

が π ⊗ π′ 7→ π ∗ π′ により与えられる,

(2) ([L]) π ∈ Pが任意の i ∈ Î に対し

⟨π(t), α∨
i ⟩ ≥ 0 for t ∈ [0, 1]

を満たすとき, Λ = π(1)とおくと Uq(ĝ)-crystalの同型 Bπ → BπΛ で π を πΛ に写

すものがただ一つ存在する,

(3) ([K2], [J1]) Λ ∈ P̂+ のとき, Uq(ĝ)-crystalとして BπΛ
∼= B(Λ)となる.

Λ ∈ P̂+, λ ∈ P+(⊂ P̂ )に対し, Bπλ の部分集合 (Bπλ)
Λ を

(Bπλ)
Λ = {π ∈ Bπλ | ⟨Λ + π(t), α∨

i ⟩ ≥ 0 for t ∈ [0, 1]}

と定める. このとき, 定理 8を用いることで以下が示せる:

命題 9. Λ ∈ P̂+, λ ∈ P+ に対し, Uq(ĝ)-crystalとして

B(Λ)⊗ Bπλ
∼=

⨿
π∈(Bπλ)Λ

B(Λ + π(1))

となる.
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(命題 9の証明の skecth) π ∈ (Bπλ)
Λ のとき,

⟨πΛ ∗ π(t), α∨
i ⟩ ≥ 0 for t ∈ [0, 1]

となるから, 定理 8より B(πΛ ∗ π) ∼= B(Λ + π(1))となる. よって

BπΛ ∗ Bπλ =
⨿

π∈(Bπλ)Λ

B(πΛ ∗ π)

を示せばよい. これは任意の π1 ∈ BπΛ, π2 ∈ Bπλ に対し, ある列 i1, . . . , ik ∈ Î が

存在して
ẽik . . . ẽi1(π1 ∗ π2) ∈ πΛ ∗ (Bπλ)

Λ

とできることと同値である. この主張は BπΛ
∼= B(Λ) と, Bπλ の定義から示すこと

ができる.

π ∈ Pに対し, cl(π) : [0, 1] → P̂ /Zδ を

cl(π)(t) = cl(π(t))

と定める. λ ∈ P+ に対し,

cl(Bπλ) := {cl(π) | π ∈ Bπλ}

は有限集合であり,

wt(cl(π)) := cl(wt(π)) ∈ P̂ /Zδ, ẽicl(π) := cl(ẽiπ), f̃icl(π) := cl(f̃iπ)

と定めると, cl(Bπλ)は U ′
q(ĝ)-crystalとなる.

定理 10. [NS1] λ ∈ P+ が λ =
∑

i∈I λiϖi と表されるとき, U ′
q(ĝ)-crystalとして

cl(Bπλ) ∼=
⊗
i∈I

B′(ϖi)
⊗λi

となる.

以下,

B′(λ) :=
⊗
i∈I

B′(ϖi)
⊗λi

と表すことにする.

7 B′(λ)と Demazure crystalの関係

π ∈ Pに対し, π の initial direction ι(π) ∈ ĥ∗R を

π(t) = tι(π) for 0 ≤ t ≤ ε

(0 < ε ≪ 1) を満たす元とする. λ ∈ P+ のとき, 任意の η ∈ cl(Bπλ) に対し

cl(π) = η かつ ι(π) ∈ P となる π ∈ Bπλ がただ 1 つ存在することが知られている

([NS2]). η ∈ cl(Bπλ)に対しこの π ∈ Bπλ を πη と表すことにする.
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定義. ([NS2]) η ∈ cl(Bπλ)に対し, πη(1) ∈ P̂ が γ ∈ P と k ∈ Zによって

πη(1) = γ + kδ

と表されるとき, η の degree Deg(η) ∈ Z を Deg(η) = −k と定義する. (任意の η

に対し, Deg(η) ∈ Z≤0 であることが知られている).

E : B′(λ) → Zを B′(λ)上の energy function (cf. [HKOTY], [HKOTT])とす

る. 以下の定理は, degree が energy functionの path crystal における対応物であ

ることを示している:

定理 11. ([NS2]) λ =
∑

i∈I λiϖi ∈ P+ とする. 定理 10 の同型を T : cl(Bπλ) ∼=
B′(λ)と表すとき, ある定数 C ∈ Zが存在して, 任意の η ∈ cl(Bπλ)に対し

Deg(η) = E(T (η)) + C

が成り立つ.

λ ∈ P+ とすると, 命題 9より

B(Λ0)⊗ Bπλ
∼=

⨿
π∈(Bπλ)Λ0

B(Λ0 + π(1)) (2)

である. このとき, 以下が示せる:

命題 12. λ ∈ P+ に対し写像 κ : uΛ0 ⊗ cl(Bπλ) → uΛ0 ⊗ Bπλ (uΛ0 は B(Λ0) の

highest weight element)を

κ(uΛ0 ⊗ η) = uΛ0 ⊗ πη

とおくとき, 任意の i ∈ Î, η ∈ cl(Bπλ)に対し

κ(ẽi(uΛ0 ⊗ η)) = ẽiκ(uΛ0 ⊗ η)

(κ(0) = 0とおく)が成り立ち, また

wt(κ(uΛ0 ⊗ η)) = wt(uΛ0 ⊗ η)− δDeg(η)

が従う (上の等式の右辺では, wt(uΛ0 ⊗ η) ∈ P̂ /Zδ を P + ZΛ0 の元と同一視して

いる). しかも, Imκ = uΛ0 ⊗{πη | η ∈ cl(Bπλ)}は ((2)の同型のもとで) 有限個の

Demazure crystalの直和となる.

命題 12から以下が従う:

系 13. 有限個の列 µ1, . . . , µk ∈ P+ とm1, . . . ,mk ∈ Zが存在して,∑
η∈cl(Bπλ)

e(wt(η)− δDeg(η)) =
∑
i

chD(1, µi)[mi]

と表せる.
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cl(Bπλ)の部分集合 S を

S = {η ∈ cl(Bπλ) | wt(η) ∈ λ−
∑
i∈Ish

Z≥0αi}

とおく. このとき, 以下が示せる:

補題 14. λ ∈ P+ とし, λ′ = p1(λ), λ
′′ = p2(λ)とおく (cf. 4節). このとき,∑

η∈S

e(wt(η)− δDeg(η)) = e(λ′′)chDsh(1, λ
′)[0].

(4節で述べたように (hsh)∗ を h∗ の部分空間とみなしていることに注意).

(証明の sketch) gsh の highest rootを θsh ∈ ⟨Πsh⟩(⊂ ∆)とおき, αsh
0 := δ− θsh ∈

∆̂ とおく. P 上への ẽi, f̃i (i ∈ Î) の作用は αi に関する reflection si を用いて

定義されていた [L]. これと同様にして, αsh
0 に関する reflection sαsh

0
を用いて

P 上への作用素 ẽαsh
0
, f̃αsh

0
が定義できる. ẽαsh

0
, f̃αsh

0
は Bπλ を一般には保たない.

しかし以下の事実が示せる: π ∈ Bπλ が cl(wt(π)) ∈ λ −
∑

i∈Ish Z≥0αi ならば

ẽαsh
0
(π), f̃αsh

0
(π) ∈ Bπλ となる. 上の事実から, πλ に ẽi, f̃i(i ∈ I)および ẽαsh

0
, f̃αsh

0

を繰り返し施して得られる pathの集合を B′πλ とおくと, B′πλ ⊆ Bπλ となること

が証明できる. このことから,

{πη | η ∈ S} = Bπ′
λ ∩ {πη | η ∈ cl(Bπλ)} (3)

が示せる. 一方 (3)の右辺を S0 とおくと, [FoLi]による simply laced typeの結果

から ∑
π∈S0

e(wt(π)) = e(λ′′)chDsh(1, λ
′)[0]

が従う. よって (3)から補題が従う.

系 13と補題 14から以下の不等式が導かれる:

命題 15. λ ∈ P+ とし, λ′ = p1(λ), λ
′′ = p2(λ)とおく.また r ∈ Z>0 を命題 3と

同様に定義する. このとき∑
η∈cl(Bπλ)

e(wt(η)− δDeg(η))

≥
∑

µ∈(hsh)∗

m∈Z

(Dsh(1, λ
′)[0] : Dsh(r, µ)[m])chD(1, µ+ λ′′)[m]

となる.

8 主定理

定理 6および定理 10と, Feigin, Loktevによる fusion productの理論 ([FeLo])

から以下が成り立つ:
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補題 16. λ =
∑

i λiϖi のとき, dimW (λ) ≥ #cl(Bπλ)が成り立つ.

命題 3と命題 15の右辺は全く同じものである. 一方, 上の補題は二つの命題の左

辺について, 係数の総和に関する大小関係を示している. よってこれらの結果を総合

することで, 二つの命題の不等式はともに等号となることがわかる. すなわち, 以下

の定理が示されたことになる:

定理 17. λ ∈ P+ とし λ′ = p1(λ), λ
′′ = p2(λ)とおく. また r ∈ Z>0 を long root

と short rootの square lengthの比とする. このとき

chW (λ)[0] =
∑

η∈cl(Bπλ)

e(wt(η)− δDeg(η))

=
∑

µ∈(hsh)∗

m∈Z

(Dsh(1, λ
′)[0] : Dsh(r, µ)[m])chD(1, µ+ λ′′)[m]

となる.

系 18. W (λ)[0] は各 subquotient が level 1 の Demazure module と同型となる

ような Z-graded Cg-moduleの filtrationをもち, µ ∈ P+,m ∈ Zに対し,

(W (λ)[0] : D(1, µ)[m]) =

{
(Dsh(1, λ

′)[0] : Dsh(r, p1(µ))[m]) if p2(µ) = λ′′,

0 otherwise

となる.

定理 11と定理 17から以下も従う:

系 19. E : B′(λ) → Zを B′(λ)上の energy functionとするとき, ある C ∈ Zが
存在して

e(Cδ)
∑

b∈B′(λ)

e(wt(b)− δE(b))

=
∑

µ∈(hsh)∗

m∈Z

(Dsh(1, λ
′)[0] : Dsh(r, µ)[m])chD(1, µ+ λ′′)[m]

となる.
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