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1. はじめに
1956年，Bruhatによって Lie群や p進群の誘導表現の理論に Intertwining積分が導入さ

れ，それ以降，積分の解析接続など，いくつかの結果が報告されている (詳しいことについ
ては [2], [5], [6]参照). 特に，この積分を spherical functionに関して用いることによって得ら
れるMacdonaldの公式や spherical Whittaker 関数に用いることによって得られる Shintani-
Casselman-Shalikaの公式は，p-進群の表現論において代表される美しい公式である．([6],
[7])．本講演では，Iwahori fixed vectorの自然な基底 ψuに Intertwining 作用素Mvを作用さ
せて得られた以下の結果を紹介する．
Theorem 1.1. ワイル群の元 u, vに対して，u ≤ v (Bruhat order)を満たしているとする．
このとき，vが uに対して “good word”であると仮定すると，

(Mvψu)(1) =
∏
α

1 − q−1zα

1 − zα

が成り立つ．ここで，zは Langlands parameterであり，積は u ≤ vrα < vを満たす positive
root α ∈ Φ+を渡るものとする．
本結果を用いることにより，Casselman[6]が Intertwining作用素を用いて定義した Iwahori

fixed vectorの基底 (Casselman基底)の明示公式に関するBump-Nakasuji [3]の予想の一部を
証明することができる．

2. Intertwining作用素
Gを non-archimedean な体 F 上の split semisimple 代数群とする．また，oを F の整数

環，pを oの極大イデアル，qを剰余体の cardinalityとする．このとき，G(F )のBorel部分
群B(F )は，極大 split torus T (F )と unipotent radical N(F )を用いてB(F ) = T (F )N(F )
と表すことができる．
T (F )の指標 χに対し，χから誘導される G(F )の表現で, f(bg) = (δ1/2χ)(bg)を満たす

locally constantな関数で構成される spaceを
V (χ) = {f : G(F ) → C|f(bg) = (δ1/2χ)(b)f(g)}

とする．ここで，δ : B(F ) −→ Cはmodular quasicharacterとし，χは χ(tn) = χ(t)として，
N(F )上 trivialとなるように B上に拡張しておく．また，G(F )の作用は right translation
とする. KをGの極大コンパクト部分群，J をKの Iwahori部分群とすると，χが general
positionのとき，V (χ)は既約であり，χが unramifiedのとき，V (χ)J (J-fixed vetors)の次
元はワイル群W の orderに等しい．このことから，V (χ)J の基底がW で parametrizeされ
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ることは自然なことであり，その自然な基底の１つ {φw|w ∈ W}を次を満たすものとして定
義する．b ∈ B(F ), u ∈ W , k ∈ J に対し，

φw(buk) =

{
δ1/2χ(b) u = wの場合
0 その他の場合.

また，u, v ∈ W に対し，ψu =
∑

v≥u φvと定義する．
Φ̂をGの dual root systemとする．semisimple Lie algebra g = gF は T の Lie algebra tと

root eigenspace gα (α ∈ Φ̂)を用いて，g = t ⊕α∈Φ̂ gαに分解できる．Hα ∈ tを corootとし，
gαの element Xαを [Xα, Xβ] = ±(p+ 1)Xα+βとなるように選ぶ．ここで，α, β, α+ β ∈ Φ̂,

pは β − pα ∈ Φ̂を満たす最大の整数とする．このとき，α ∈ Φ+に対し，その differential
diα : sl2 −→ gが次を満たす homomorphism iα : SL2 −→ Gが存在する：

diα

(
0 1
0 0

)
= Xα, diα

(
0 0
1 0

)
= X−α, diα

(
1 0
0 −1

)
= Hα.

さて，w ∈ W に対し, Intertwining 作用素Mw : V (χ) −→ V (wχ)を次で定義する：

(Mwf)(g) =
∫

N∩wN−w−1
f(w−1ng) dn =

∫
(N∩wNw−1)\N

f(w−1ng) dn. (2.1)

Proposition 2.1. w−1α ∈ Φ−を満たすすべての positive root αに対し，積分 (2.1)は，∣∣∣∣∣χ
(
iα

(
$

$−1

))∣∣∣∣∣ < 1 (2.2)

で絶対収束する．ここで$は pの fixed generatorである．また，length function l : W −→ Z
が，l(ww′) = l(w) + l(w′)を満たすとき，Mww′ = Mw ◦Mw′が成り立つ．

Proof. 後者の証明から始める．w1, w2 ∈ W に対し，

Mw1w2f(g) =
∫

N∩(w1w2)N−(w1w2)−1
f((w1w2)

−1ng)dn

=
∫

N∩w1N−w−1
1

∫
w1(N∩w2N−w−1

2 )w−1
1

f(w−1
2 w−1

1 n2n1g)dn2dn1

=
∫

N∩w1N−w−1
1

∫
N∩w2N−w−1

2

f(w−1
2 w−1

1 w1n2w
−1
1 n1g)dn2dn1

=
∫

N∩w1N−w−1
1

∫
N∩w2N−w−1

2

f(w−1
2 n2w

−1
1 n1g)dn2dn1

= Mw1 ◦Mw2f(g).

次に前者の証明を行う．これは w = sα (αは simple root)の場合を証明すればよい．w =

sα = iα

(
−1

1

)
のとき，N ∩ wNw−1 = iα(F )なので，積分は

∫
F
f

(
sαiα

(
1 v

1

)
g

)
dv



と表される．v 6= 0のとき，(
−1

1

)(
1 v

1

)
=

(
1 −v−1

1

)(
v−1

v

)(
1
v−1 1

)

となることから，∫
F
f

(
sαiα

(
1 v

1

)
g

)
dv =

∫
F
f

(
iα

(
1 −v−1

1

)
iα

(
v−1

v

)
iα

(
1
v−1 1

)
g

)
dv

=
∫

F
|v|−1χ

(
iα

(
v−1

v

))
f

(
iα

(
1
v−1 1

)
g

)
dv

を得る．ここで，|v|−1は δ1/2から得られた値である．fが locally constantなので，vが十分
大きいなら，f の値は定数となる．すなわち，絶対収束は，ある０でない定数Cに対して，∫

|v|>C
|v|−1

∣∣∣∣∣χ
(
iα

(
v−1

v

))∣∣∣∣∣ dv
の収束に依存する．χの絶対値は$−ko×上定数であり，その値は qk(1− q−1)であること，お
よび |v|−1 = q−kを考えると，

∑
|qk|>C

∣∣∣∣∣χ
(
iα

(
$k

$−k

))∣∣∣∣∣
k

の収束を考えればよいことがわかる．よって，仮定 (2.2)が成立するとき，積分の収束が成
立する． �

3. Iwahori Hecke algebra

Iwahori Hecke algebra HJ は G上 compact supportを持つ関数 f で，f(kgk′) = f(g)
(k, k′ ∈ J)を満たす J-biinvariant 関数の convolution ringである．（その構造は，Iwahori-
Matsumoto [11]を参照）．ここでは，Haar measureを normalizeし，J の volumeを 1とす
る．また，twを JwJの characteristic functionとすると (簡単のため，tσi

を ti(1 ≤ i ≤ r)と
書く), tiは braid relation titjtitj · · · = tjtitjti · · · , および t2i = (q− 1)ti + qを満たす．このと
き，K = G(o)で supportを持つ関数で定義される部分環H(W )は，dim(H(W )) = |W |で
あり，{t1, · · · , tr}を generaorに持つ．
今，vector isomorphism α = α(χ) : V (χ)J −→ H(W )を f ∈ V (χ)J に対し，

α(f)(g) =

f(g−1) g ∈ Kの場合,
0 その他の場合

と定義する．

Proposition 3.1. αは left H(W )-moduleの isomorphismである．



Proof. H(W )のそれ自身への作用は left multiplication (convolution)であり, V (χ)J 上への
作用は，φ ∈ HJ , f ∈ V (χ)J に対し，

(φ · f)(x) = π(φ)f(x) =
∫

G
φ(g)f(xg)dg

である．よって，g ∈ Kとすると，

α(φ · f)(g) = (φ · f)(g−1) =
∫

G
φ(h)f(g−1h)dh =

∫
G
φ(gh)f(h)dh

となる．ここで，φがKで supportを持つことより，積分の範囲をKに制限し，h 7→ h−1と
変数変換すると，∫

K
φ(gh−1)f(h−1)dg =

∫
K
φ(gh−1)α(f)(h)dh =

∫
G
φ(gh−1)α(f)(h)dh

を得る．右辺は φ · α(f)(g)であることから，演算記号「·」は left convolutionであることが
わかる. よって，α(φ · f)と φ · α(f)はK上等しい． �

次に，w ∈ W に対し，写像Mw = Mw,z : H(W ) −→ H(W )を次の diagramが可換とな
るように定義する:

V (χ)J Mw−−−→ V (wχ)Jyα(χ)

yα(wχ)

H(W )
Mw−−−→ H(W )

ここで，H(W )のunit element 1Hに対し，µz(w) = Mw(1H) ∈ H(W )とすると，αχ(φ1) = 1H
であることから，

µz(w) = α(wχ)φ1

と表すことができる．

Proposition 3.2. 任意の h ∈ H(W )に対して，

Mw(h) = h · µz(w)

が成り立つ．

Proof. Mwは left H(W )-moduleなので，

Mw(h) = Mw(h · 1) = hMw(1) = h · µz(w).

�

Lemma 3.3. l(w1w2) = l(w1) + l(w2)のとき，

µz(w1w2) = µz(w2)µw2z(w1).



Proof. Proposition 2.1より，Mw1w2 = Mw1 ◦Mw2 . よって，次の diagramの可換性を用いれ
ばよい．

V (χ)J Mw2−−−→ V (w2χ)J Mw1−−−→ V (w1w2χ)Jyα(χ)

yα(w2χ)

yα(w1w2χ)

H(W ) −−−→
Mw2

H(W ) −−−→
Mw1

H(W )

�

Lemma 3.4. w = σiを simple reflectionとする．このとき，

µz(w) =
1

q
ti +

(
1 − 1

q

)
zαi

1 − zαi
.

Proof. Casselman[6] Theorem 3.4より

M(sk)φ1 =
1

q
φsk

+

(
1 − 1

q

)
zαk

1 − zαk
φ1

が成り立つ．写像 αによって，φ1, φsk
はそれぞれ 1H, tk ∈ H(W )に移る. �

以後，簡単のため，αχ(ψu)を ψ(u)と書く．ψ(u)の性質として以下が得られる．

Proposition 3.5. sを simple reflectionとする．us > uを満たす u ∈ W に対し，

ψ(u)ts = qψ(u)

ψ(u)µz(s) =

(
1 − q−1zα

1 − zα

)
ψ(u)

が成り立つ．

Proof. Bump-Nakasuji[3] Proposition 14参照． �

また，f, g ∈ H(W ), x ∈ W に対し，f − gにおいて係数が 0でないのが tw(w ∈ W,w ≥ x)
の係数であるとき，f ≡ g mod xと書くと，次の命題が成り立つ．

Proposition 3.6. sを simple reflectionとする．us > uを満たす u ∈ W に対し，

ψ(us)ts ≡ qψ(u) mod us, ψ(us)µz(s) ≡ ψ(u) mod us (3.1)

が成り立つ．

Proof. Bump-Nakasuji [3]，Proposition 15参照． �



4. 定理の証明
まず，定理の仮定である “good word”の説明からはじめる．
Φ̂を T の dual torus T̂ に関係する root systemとする．α ∈ Φ+のとき，rαを αに関する

reflectionとする．たとえば，αが simpleなとき，rαは simple reflection sαとなる．このと
き，任意の u ≤ y ≤ vに対し，

]{α ∈ Φ+|u ≤ yrα ≤ v} ≥ l(v) − l(u)

が成立する．これは「Deodharの予想」と呼ばれ，Deodhar [10]によって予想され，いくつ
かの場合についてはDeodhar自身によって証明された．その後，一般の場合について，Dyer
[9], Polo[12], Carrell, Paterson [4]等によって，独立に証明された．ここで，y = vととった
ものを

S(u, v) = {α ∈ Φ+|u ≤ vrα < v}

とおく．Deodharの予想より，cardinality は |S(u, v)| ≥ l(v) − l(u)である．
さて，u, v ∈ W , u ≤ v (Bruhat order)とする．vを simple reflectionの積に既約分解した

ものを v = s1 · · · snとする．すなわち，n = l(v). “hat”がその項を省くことを意味する記号
とし，Sを u ≤ s1 · · · ŝj · · · snを満たす整数 jの集合とする:

S = {j1, · · · , jd} (j1 < · · · < jd).

このとき，v = s1 · · · snに対して，u = s1 · · · ŝj1 · · · ŝjd
· · · snと表せるならば，「vはuに対して

“good word”である」と定義する．また，このとき dは u ≤ vr < vを満たす reflection r ∈ W
の数となる．実際，与えられた u ≤ vr < vを満たす reflection rに対して，

r = snsn−1 · · · sj+1sjsj+1 · · · sn

を満たす jは一意に定まる．すなわち，このとき

vr = s1 · · · ŝj · · · sn

と表される．よって，d = |S(u, v)|である，つまり，Deodharの予想から d ≥ l(v) − l(u)で
あることを考えると，vが uに対して “good word”であるとき，d = l(v) − l(u)が成立する．

今，定理の仮定より，vが uに対して “good word”であるとする．ここでは，v = s1 · · · sn，
u = s1 · · · ŝi1 · · · ŝim · · · snとする．添字の zを省略して µ(sn) = µz(sn)と書くことにすると，
Lemma 3.3より，µ(v) = µ(sn)µ(sn−1)...µ(s1)と書ける．このことに注意し，Proposition 3.5



を用いれば，

ψ(u)µz(v) = [ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝim · · · sn)µ(sn) − ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝim · · · sn−1)]µ(sn−1) · · ·µ(s1)

+ [ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝim · · · sn−1)µ(sn−1) − ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝim · · · sn−2)]µ(sn−2) · · ·µ(s1)
...

+ [ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝim)µ(sim) − C(m)ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝim)]µ(sim−1) · · ·µ(s1)

+ C(m)[ψ(s1 · · · ŝi1 · · · sim−1)µ(sim−1) − ψ(s1 · · · ŝi1 · · · sim−2)]µ(sim−2) · · ·µ(s1)
...

+ C(m) · · ·C(1)[ψ(s1)µ(s1) − ψ(1)]

+ C(m) · · ·C(1)ψ(1) (4.1)

を得る．ここで，

C(k) =
1 − q−1zγk

1 − zγk
, γk = snsn−1 · · · sik+1(αik),

αiは simple reflection siに対応する simple rootを意味する．
さて，f ∈ H(W )に対して，Λ(f)を f を basis elementに展開したときの１の係数と定義

する．このとき，Λによって，(4.1)は最後の項を残し，すべて０となることを次に示す．実
際，これが成りたてば，

(Mvψu)(1) = Λ(ψ(u)µz(v)) = C(m) · · ·C(1)

が得られる．µ(sik)の spectral parameterは sik+1
· · · sin(z)なので，

C(k) =
1 − q−1zγk

1 − zγk
=

1 − q−1(sik+1
· · · sin(z))αik

1 − (sik+1
· · · sin(z))αik

となり，定理が証明できる．

ここで，記号を１つ導入する．sを simple reflectionとし，

u	 s =

{
u if u < us,
us if us < u

と定義する．また，us < uが成り立つ状態を “descent”と呼ぶ．

Proposition 4.1. x ≥ u, y ≤ sのとき，xy ≥ u	 sが成り立つ.

Proof. Bump-Nakasuji [3]の Propotision 13参照． �

まず，∏
j>k

C(j)[ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝik)µ(sik) − C(k)ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝik)]µ(sik+1) · · ·µ(s1)



の項を考える．Proposition 3.5より，これが 0となることは容易にわかる．一方，最終項を
除く残りの項はすべて，

[ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝi2 · · · sj)µ(sj) − ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝi2 · · · sj−1)]µ(sj−1) · · ·µ(s1)

の定数倍となる．再び Proposition 3.5より，
ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝi2 · · · sj)µ(sj) − ψ(s1 · · · ŝi1 · · · ŝi2 · · · sj−1) ≥ s1 · · · ŝi1 · · · ŝi2 · · · sj

が得られる．ここでProposition 4.1より，右辺は≥ s1 · · · ŝi1 · · · ŝi2 · · · sj	sj−1	sj−2	· · ·	s1

と書ける．すなわち，
s1 · · · ŝi1 · · · ŝi2 · · · sj 	 sj−1 	 sj−2 	 · · · 	 s1 = 1 (4.2)

でなければ，Λによってこの項も 0となる．よって，(4.2)が成立しないことを示す．(4.2)が
成立すると仮定すると，

s1 · · · ŝi1 · · · ŝi2 · · · sjsj−1 · · · ŝjk
· · · ŝj1 · · · s1 = 1

を満たす．ここで，jk, jk−1, · · · j1は	が descentでない状態のときを表す. これより，
s1 · · · ŝi1 · · · ŝi2 · · · sj = s1 · · · ŝj1 · · · ŝjk

· · · sj−1 (4.3)

が成り立つ．よって，
u = s1 · · · ŝi1 · · · sn = s1 · · · ŝj1 · · · ŝjk

· · · sj−1ŝjsj+1 · · · ŝik+1
· · · sn (4.4)

と表すことができる．今，δ = snsn−1 · · · sj+1(αj)とすると，vrδは sjのみを除いた
v rδ = s1 · · · ŝj · · · sn

となる．vrδ < vは明らか．また，(4.4)より，u ≤ vrδも成立する．よって，δ ∈ S(u, v)で
あるが，v(α) ∈ Φ̂−を満たす positive root αのリスト

sn · · · sk+1(αk)

は重複を許さない (Corollary 2 to Proposition 17 in VI.1.6 of Bourbaki [1])．すなわち，jは
{j1, · · · , jm}に含まれない.　よって矛盾．
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