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1 序

「群Gの既約ユニタリ表現を部分群G′に制限して，G′の既約表現へ分解

せよ」というユニタリ表現の分岐則の問題を考える．この問題に対する結果

として次の 3つがある．

(1) 分解に現れる G′ の表現の中で特別なもの

(2) 重複度の上からの評価

(3) 分岐則の明示公式

(3)は (2)の結果を含むように思えるが，(3)は交代和や組み合わせ論的な量

を含むのに対して，(2)は比較的容易に計算できるという状況がしばしばあ

る．また表現の分解が無重複な場合，(3)よりも (2)の方が，それが見やすい

場合がある．(1)は，最高ウェイト，極小K-typeなどもとの表現の特徴づけ

に使われたり，応用上重要な役割を果たしたりする．

まずは，Gが連結コンパクトリー群で G′ が極大トーラスの場合について

上の 3つを見てみよう．この場合，分岐則の問題は有限次元表現のウェイト

分解である．(1)は表現の最高ウェイトにあたり，(3)はKostantの公式が知

られている．(2)としては，例えば有限次元表現のウェイト分解は Verma加

群のウェイト分解で上から抑えられるという事実がある．

本講演では (G,G′)を実簡約リー群の対称対として，Gについての Vogan-

Zuckerman導来関手加群Aq(λ) が代数的に離散分解する場合にその分岐則を

求めたい．この枠組みは小林 [4][5][6]によって与えられた．また [7]では，最

高ウェイト理論，K-typeの理論などとの比較が行われている．

2 導来関手加群

Vogan-Zuckerman導来関手加群について簡単に述べる．詳しいことは [3]

などに書かれている．

Gを連結な線型簡約リー群とする．すなわちGをGL(N,R)の連結な閉部
分群とし，転置で閉じている (tG = G)とする．Gの極大コンパクト部分群を

K とし，対応する Cartan対合を θで表す．Gのリー環を g0，その複素化を

gとする．k0, kなども同様に定める．Cartan対合の微分も θで表し，Cartan
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分解を g0 = k0 + p0 とする．qを gの θ不変な放物型部分代数とする．qの

Gにおける正規化群を L = NG(q)とすると，Lは連結な線型簡約リー群にな

る．qの nilradicalを uとすると，q = l+ uは qの Levi分解になる．

Zuckerman関手とは (g, L∩K)加群のなす圏 C(g, L∩K) から (g,K)加群

のなす圏 C(g,K) への共変関手である．(g, L∩K)加群 V に対して，そのK

有限ベクトルのなす空間 VK = {v ∈ V | dimU(k)v < ∞} は自然に (g,K)加

群になる．ΓK
L∩K : V 7→ VK は Zuckerman関手と呼ばれ，左完全である．自

然数 iに対してその i次右導来関手 ΓK,i
L∩K が存在する．

W を (l, L ∩K)加群とする．1次元空間
∧dim u

uを随伴表現で (l, L ∩K)

加群とみなしてW ⊗C
∧dim u

u に (l, L ∩K)加群の構造が入る．さらに，ū

を 0で作用させて (q̄, L ∩ K)加群とみなせる．ここで実形 g0 に対する q, u

の複素共役をそれぞれ q̄, ūで書いた．すると U(g)⊗U(q̄) (W ⊗C
∧dim u

u) は

(g, L ∩K)加群になる．Vogan-Zuckerman導来関手加群とは

Li(W ) = ΓK,i
L∩K

(
U(g)⊗U(q̄) (W ⊗C

dim u∧
u)

)

で定義される (g,K)加群である．特に Lのユニタリ指標 λに対応する 1次

元 (l, L ∩K)加群を Cλ として，

Aq(λ) = Ls(Cλ)

と定義する．ただし，s = dim (u ∩ k)．

l0 ∩ k0 の Cartan部分代数 t0 を固定する．中心化環 h0 = zl0(t0)は，l0 の

Cartan部分代数になる．hを含み，qに含まれる gの θ不変な Borel部分代

数をとり，bとする．bの hルートを正ルートとし，正ルートの和の半分を

ρ ∈ h∗とする．同様に，b∩ kの tルートを正ルートとし，正ルートの和の半

分を ρc ∈ t∗ とする．uのルートの和の半分を ρ(u) ∈ h∗ とする．Lのユニタ

リ指標 λについて，その微分を制限して，λ ∈
√
−1h∗0とみなす．次のように

定義する．

λは good ⇐⇒ Re⟨λ+ ρ, α⟩ > 0 α ∈ ∆(u, h)

λは fair ⇐⇒ Re⟨λ+ ρ(u), α⟩ > 0 α ∈ ∆(u, h)

等号つきなら成立するときは，それぞれ weakly good，weakly fairという．

goodなら fairであり，weakly goodなら weakly fairである．

次の性質が知られている ([3], [8])．

事実 2.1. (i) Aq(λ) は有限長の (g,K) 加群でその無限小指標の Harish-

Chandraパラメータは λ+ ρに等しい．

(ii) λが weakly goodのとき，Aq(λ)は既約 (g,K)加群か 0．

(iii) λが goodのとき，Aq(λ)は 0でない．
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(iv) λが weakly fairのとき，Aq(λ)はユニタリ．((g,K)加群は g0 が歪エ

ルミートで作用するような正定値内積があるときユニタリという)

(v) gと kのランクが等しく，qが gの Borel部分代数になっているとする．

λが goodのとき，Aq(λ)は離散系列表現になる．λが weakly goodだ

が goodでないとき，Aq(λ)は 0か離散系列表現の極限である．逆にす

べての離散系列表現とその極限はこのようにして得られる．

Aq(λ)がユニタリのとき，その完備化 Aq(λ) は Gのユニタリ表現になる．

λを weakly fairとしてAq(λ)のK への制限についての分岐則を考えよう．

事実 2.2 ([3], [8]). (i) µ0 = λ|t +2ρ(u∩ p)が dominant ならば µ0を最高

ウェイトにもつKの表現は重複度 1でAq(λ)|Kに現れる．(このK-type

は bottom layerとよばれる)

(ii) Aq(λ)の分解に現れるK-typeの最高ウェイトは

µ = µ0 +
∑

α∈∆(u∩p)

mαα mα ∈ Z≥0

の形で表せる．この表示の方法が p(µ − µ0)通りあるとき，重複度は

p(µ− µ0)以下である．

(iii) λを weakly fairとする．最高ウェイト µのK-typeの Aq(λ)における

重複度は
∑

w∈Wc
(−1)l(w)p(w(µ+ρc)−ρc−µ0)と等しい．ただし，Wc

は∆(k, t)に関するWeyl群とする．

λが goodなら (i)のµ0は dominantになる．(i), (ii), (iii)は序の (1), (2), (3)

に相当している．

Aq(λ)の実現としてD加群を使ったものがある．GCをGの複素化とする．

Qを q̄に対応する GC の部分群とする．X = GC/Qは一般旗多様体になる．

qが θ不変であることから，自然な写像 i : Y = KC/(Q∩KC) → GC/Q = X

は閉うめこみになる．λ ∈ (q̄)∗に対応するX上のねじれ微分作用素環をDX,λ

で表す ([2])．DX,0が普通の微分作用素環である．GCのXへの作用から環準

同型 U(g) → Γ(X,DX,λ)が定まっている．λは Lの指標であるから，λ|q̄∩k

はQ∩KC上の指標に持ちあがり，Y 上の正則直線束KC×Q∩KC
Cλ = OY (λ)

を定める．OY (λ)は Y 上のねじれ微分作用素環の加群とみなすことができ

る．OY (λ)のD加群の意味での押し出しを i+OY (λ)とすると，U(g)加群と

して Aq(λ) ≃ Γ(X, i+OY (λ)) が成り立つ ([1])．

i+OY (λ)の切断がどのようなものか局所的に見てみよう．X の局所座標

p1, . . . , pm, q1, . . . , qn を Y が q1, . . . , qn の共通零点になるようにとる．局所

的に自明化すると，i+OY (λ)の切断は f(p1, . . . , pm)(∂q1)
i1 · · · (∂qn)in という

形をしている．また gの元は 1階の微分作用素に対応して i+OY (λ)の切断に

作用する．
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3 離散分解性

(G,G′, σ)を連結な線型簡約リー群の対称対とする．すなわち，Gの対合 σ

についてその固定部分群Gσ の単位元を含む連結成分をG′とする．θを σと

可換な Gの Cartan対合とし，K = Gθ, K ′ = (G′)θ とおく．Cartan分解は

それぞれ g0 = k0 + p0，g′0 = k′0 + p′0 とする．

(g,K)加群の離散分解性の概念は小林 [4][5][6]により導入された．

定義 3.1. (g,K)加群 V が (g′,K ′)加群として離散分解するとは，フィルト

レーション {Vn}n∈N で V =
∪

n∈N Vn かつ Vn が有限長 (g′,K ′)加群となる

ものが存在することとする．

V が既約ユニタリ (g,K)加群で (g′,K ′)加群として離散分解する場合，V

は既約 (g′,K ′)加群の直和にわかれる: V =
⊕

Wi．既約ユニタリ (g,K)加

群 V の完備化 V は自然に Gの既約表現とみなせる．すると V の G′ への制

限の分岐則は V =
⊕

Wiとなる ([7])．すなわち，(g,K)加群が離散分解する

場合にはその分岐則から，対応するGの既約ユニタリ表現の分岐則もわかる．

特に V = Aq(λ)で λが weakly fairの場合には，離散分解のための判定条

件が知られている ([6])．

事実 3.2. (G,G′, σ)を対称対とする．qを θ不変な gの放物型部分代数として

u∩ k−σ = 0とする．λは weakly fairで Aq(λ)は 0でないとする．このとき，

Aq(λ)が (g′,K ′)加群として離散分解するための必要十分条件は σ(u∩ p) ⊂ q

である．

u ∩ k−σ = 0という仮定は，適当な元 k ∈ K をとって qを Ad(k)qで置き

換えて成立するようにできる．また qを Ad(k)qで置き換えてできる (g,K)

加群 Aq(λ)は自然にもとのものと同型になる．したがって与えられた Aq(λ)

の離散分解性を判定したければ，u∩ k−σ = 0 をみたすように qを Ad(k)qで

置き換えてから σ(u ∩ p) ⊂ q が成り立つかどうかを見ればよい．

この事実を使うと，次が示せる．

補題 3.3. 事実 3.2 の仮定の下で，λ は weakly fair で Aq(λ) は 0 でなく，

(g′,K ′)加群として離散分解すると仮定する．このとき，g′ の θ 不変な放物

型部分代数 q′ で q′ ∩ p′ = q ∩ p′ をみたすものが存在する．

4 分岐則

前節の設定でAq(λ)が離散分解する場合の分岐則について考える．(G,G′, σ)

を連結線形簡約リー群の対称対，qを θ不変な gの放物型部分代数とする．λ

は weakly fairで Aq(λ)は 0でなく，(g′,K ′)加群として離散分解すると仮定

する．

序の (1),(2)に対応する定理を順に述べよう．
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定理 4.1. 事実 2.2(i)の µ0が dominantであるとする．τ を対応するK の既

約表現とする．τ の既約K ′ 表現への分解を

τ |K′ =
⊕

mδδ mδ ∈ N

とする．このとき，ある g′ の θ不変な放物型部分代数 q′1 とmδ > 0なる各

δに対応してユニタリ指標 λδ が存在して，以下が成立する．

(i) Aq′
1
(λδ)は bottom layer をもち，そのK ′-typeは δと等しい．

(ii) Aq′
1
(λδ)の bottom layer で生成される (g′,K ′)加群 V (λδ)は既約ユニ

タリになる．

(iii) dim Homg′,K′(V (λδ), Aq(λ)) ≥ mδ.

定理 4.2. あるユニタリ指標 λiと自然数miが存在して，(g′,K ′)加群として

Aq(λ) ≤
⊕
i∈N

miAq′
1
(λi)

が成り立つ．

注意 4.3. • u ∩ k−σ = 0のとき，q′1は補題 3.3の条件 q′1 ∩ p′ = q ∩ p′を

みたすようにとれる．λi,miは有限次元表現の分岐則を使って計算可能

な値である．一般に λi が weakly fairになるとは限らない．

• 不等式の意味は，任意の既約 (g′,K ′)加群についてその左辺に現れる重

複度が右辺に現れる重複度以下になるという意味である．

2つの定理の証明には D 加群が用いられ，分類によらずに示される．(3)

にあたる分岐公式を得るには，ケースバイケースに不等式とK ′-typeなどの

情報を組み合わせることですべて計算できる．その際，分岐則に現れる λiが

weakly fairでなければ q′1をうまくとりかえて weakly fairなパラメータで表

すことが可能である．

5 例

G = SO∗(2n)，G′ = SO∗(2n− 2)× SO(2)とする (n ≥ 3)．k0 の Cartan

部分代数 t0 と，t∗ の基底 e1, . . . , en を

∆(k, t) = {ei − ej |1 ≤ i ̸= j ≤ n}

∆(p, t) = {±(ei + ej)|1 ≤ i < j ≤ n}
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となるように定める．tを含む放物型部分代数 qを，

∆(l, t) = {ei − ej |1 ≤ i ̸= j ≤ n− 1} ∪ {±(ei + en)|1 ≤ i ≤ n− 1}

∆(u, t) = {ei + ej |1 ≤ i < j ≤ n− 1} ∪ {ei − en|1 ≤ i ≤ n− 1}

q = l+ u

となるようにとる．L = U(n− 1, 1)となる．このとき，Aq(λ)は (g′,K ′)加

群として離散分解することが確かめられる．Aq(λ)は X = GC/Q上の D加
群として実現される．KC = GL(n,C)で Y = KC/(Q∩KC)は射影空間 Pn−1

と同型になる．K ′
C = GL(n − 1,C) × GL(1,C)のこの同型を通じた作用は

Pn−1 = {[x1 : · · · : xn]}の成分への自然な作用になるとする．K ′
C 軌道への

分解は，

Pn−1 = {[x1 : · · ·xn−1 : xn] | (x1, . . . , xn−1) ̸= (0, . . . , 0), xn ̸= 0}

∪ {[x1 : · · · : xn−1 : 0] | (x1, . . . , xn−1) ̸= (0, . . . , 0)}

∪ {[0 : · · · : 0 : xn] |xn ̸= 0}

となる．一般性を失うことなく，Y の原点 e(Q ∩KC)は [1 : 0 : · · · : 0 : 1]と

対応しているとしてよい．すると Y o = K ′
C/(Q ∩K ′

C)は Y の中で開軌道に

なる．また自然な写像Xo = G′
C/(Q∩G′

C) → X は開うめこみになっている．

次に，k′0 の Cartan部分代数を t′0 として，(t′)∗ の基底 f1, . . . , fn を，

∆(k′, t′) = {fi − fj |1 ≤ i ̸= j ≤ n− 1}

∆(p′, t′) = {±(fi + fj)|1 ≤ i < j ≤ n− 1}

となるように定める．ただし，fn が so(2,C)成分と対応するようにする．t′

を含む g′ の放物型部分代数 q′1 を，

∆(l′1, t
′) = {fi − fj |1 ≤ i ̸= j ≤ n− 2}

∆(u′1, t
′) = {fi + fj |1 ≤ i < j ≤ n− 1} ∪ {fi − fn−1|1 ≤ i ≤ n− 2}

q′1 = l′1 + u′1

となるようにとる．q̄′1 をリー環にもつ G′
C の放物型部分群を Q

′
1 とすると，

Q ∩G′
C ⊂ Q

′
1 より，次の可換図式を得る．

Y = KC/(Q ∩KC)
i // X = GC/Q

Y o = K ′
C/(Q ∩K ′

C)

OO

io //

��

Xo = G′
C/(Q ∩G′

C)

OO

π

��
Y ′ = K ′

C/(Q
′
1 ∩K ′

C)
i′ // X ′ = G′

C/Q
′
1
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横向きの写像はすべて閉うめこみになっている．また，下の可換図式にお

いて π−1i′(Y ′) = io(Y o) が成り立っている．π は G′
C の SO(2,C) 成分の

作用による商写像になっている．同型 Y ′ ≃ Pn−2 で，写像 Y o → Y ′ は

[x1 : · · · : xn] 7→ [x1 : · · · : xn−1] となる．

Aq(λ) ≃ Γ(X, i+OY (λ)) であったが，XoはX の開集合とみなすと制限に

より

Γ(X, i+OY (λ)) ⊂ Γ(Xo, i+OY (λ)|Xo)

となる．ただし右辺は K ′
C 有限な切断 (あるいは代数的切断) のみをとる．

Γ(Xo, i+OY (λ)|Xo)には SO(2,C)の作用があり，その固有値により

Γ(Xo, i+OY (λ)|Xo) =
⊕
l∈Z

Vl

と分解する．各 Vl は底空間 X ′ 上の D加群の切断 Γ(X ′, i′+OY ′(µl))の形で

書ける．Γ(X ′, i′+OY ′(µl)) ≃ Aq′
1
(µl) であるから，このようにして定理 4.2

の形の不等式を得る．

λ = k(e1 + · · ·+ en−1 − en)(k ≥ −n−1
2 , k ∈ Z)として，実際に計算すると

Aq(k(e1 + · · ·+ en−1 − en)) ≤
⊕
l∈Z

Aq′
1
(k(f1 + · · ·+ fn−2) + l(−fn−1 + fn))

となる．g′ = so(2n− 2,C)⊕ so(2,C)に応じて q′1 = q′′1 ⊕ so(2,C)と分解す
ると

Aq(k(e1 + · · ·+ en−1 − en)) ≤
⊕
l∈Z

Aq′′
1
(k(f1 + · · ·+ fn−2)− lfn−1)⊗ Cl

と書ける．

注意 5.1. この例ではXoがX の開集合になったが，これは一般には不成立

である．開でない場合，XoのX における余方向にフィルトレーションを入

れる必要がある．

注意 5.2. 定理 4.1にある V (λδ)は，この場合 −k ≤ l ≤ k + n− 2 に対する

Aq′
1
(k(f1 + · · ·+ fn−2) + l(−fn−1 + fn))である．

上の不等号の右辺はパラメータが悪いものも含んでいる．µl = k(f1+ · · ·+
fn−2)− lfn−1 とすると Aq′′

1
(µl)は lの値によって次のように変化する．

l < −k ⇒ Aq′′
1
(µl) = 0

−k ≤ l ≤ k ⇒ Aq′′
1
(µl)は正則離散系列表現

l = k + 1 ⇒ Aq′′
1
(µl)は正則離散系列表現の極限 (k ≥ 0)

−k ≤ l ≤ k +
1

2
(n− 1) ⇒ µlは weakly fairで Aq′′

1
(µl)は既約ユニタリ

−k ≤ l ≤ k + n− 2 ⇒ Aq′′
1
(µl)は既約ユニタリ

k + n− 1 ≤ l ⇒ Aq′′
1
(µl)は可約
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ここで，so(2n− 2,C)(⊂ g′)の放物型部分代数 q′′2 を，

∆(l′′2) = {fi − fj |2 ≤ i ̸= j ≤ n− 2} ∪ {±(fi + fn−1)|2 ≤ i ≤ n− 2}

∆(u′′2) = {f1 ± fi|2 ≤ i ≤ n− 1} ∪ {fi + fj |2 ≤ i < j ≤ n− 2}

∪ {fi − fn−1|2 ≤ i ≤ n− 2}

q′′2 = l′′2 + u′′2

となるようにとる．k + n − 1 ≤ l のとき，Aq′′
1
(µl)は Aq′′

2
((l − n + 2)f1 +

(k + 1)(f2 + · · ·+ fn−2 − fn−1)) を部分加群として含んでいる．実は Aq(λ)

の分岐則に現れるのは Aq′′
1
(µl)全体ではなく，この部分加群である．これは

Aq′′
1
(µl)の元をXo上のD加群の切断とみなしたとき，Y の余次元 1の閉K ′

C

軌道 {[x1 : · · · : xn−1 : 0]}に沿って極を持つものがあるためである．また，
k + (n− 1)/2 < l ≤ k + n− 2のとき µl は weakly fairでないが，q′′2 を使う

とAq′′
1
(µl)と同型な表現がweakly fairなパラメータで書ける．以上を合わせ

て，Aq(λ)の分岐則は

Aq(k(e1 + · · ·+ en−1 − en))

=
⊕

−k≤l≤k+(n−1)/2

Aq′′
1
(k(f1 + · · ·+ fn−2)− lfn−1)⊗ Cl

⊕
⊕

k+(n−1)/2<l

Aq′′
2
((l − n+ 2)f1 + (k + 1)(f2 + · · ·+ fn−2 − fn−1))⊗ Cl

となる．

参考文献
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