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概要. 有界対称領域のハリシュチャンドラ実現に相当する標準的な有界
等質領域の実現として, 代表領域が大変有力な候補であることが分かって
きた ([6]). 本講演では有界等質代表領域のベルグマン核の −s 乗の積分
を計算する. その結果は, 領域の次元を N としたとき, 自己同型群の構造
から明示的に定まる負の有理数を零点とする s の N 次式の逆数となる.

序.

ジーゲル円板Ur :=
{

Z ∈ Sym(r, C) ; Ir − ZZ̄ は正定値
}

について次のような積
分公式が知られている ([5], [13]):

∫

Ur

det(I − ZZ̄)t dV (Z) = vol(Ur)
p(0)

p(t)
(<t > −1), (1)

ただし p(t) :=
r

∏

i=1

(

t +
i + 1

2

)

r+1−i
. (2)

ここで dV は複素座標に関する標準的なルベーグ測度で vol(Ur) は dV による領域
Ur の測度を表し, (a)k := a(a + 1) · · · (a + r − 1) とする. 積分 (1) の類似の式は他の
古典領域, さらには一般の有界対称領域のハリシュチャンドラ実現についても成り
立ち ([13, Theorem 2.3]), そこでも p(t) は負の半整数を零点とする多項式 (Hua 多
項式とよばれる)で, その次数は領域の次元と等しい.

我々は (1) を有界等質領域に拡張することを考えたい. そのためには行列式に相
当する佳い被積分函数とハリシュチャンドラ実現に相当する佳い領域の実現を選ぶ
必要がある. 我々は有界等質領域 U の実現として代表領域 ([1], [6])を, 被積分函数
として U のベルグマン核 KU (を正規化したもの) の負ベキを考える (U = Ur の
ときKUr

(Z, Z) = vol(Ur)
−1 det(I − ZZ̄)−(r+1) に注意). 得られた結果は次のとお

りである: 有界等質代表領域 U ⊂ CN について明示的に定まる N 個の正の有理数
a1, . . . , aN が存在して

∫

U

{vol(U)KU(ζ, ζ)}−s dV (ζ) =
vol(U)

F (s)
(<s > −min ai), (3)

ただし F (s) :=

N
∏

i=1

(1 +
s

ai
).



代表領域 U と正則同値な複素領域 D および w ∈ D を任意にとると, (3) は次と同
値である.

∫

D

|F (s)KD(z, w)s+1|2KD(z, z)−sdV (z) = F (s)KD(w, w)s+1. (4)

これより,重みつきベルグマン空間 L2
a(D, KD(z, z)−sdV (z))の再生核は F (s)KD(z, w)s+1

で与えられることが分かり, この事実を利用して D 上のハルトークス領域のベルグ
マン核を計算することができる ([14]).

議論のポイントは D が等質ジーゲル領域のときに (4) を示すことにある. 実は,

その計算は本質的に既知であるが ([4], [9]), この機会を利用して概略を紹介したい.

§1. 有界等質代表領域.

1.1. 複素領域 D ⊂ CN 上の正則函数でルベーグ測度 dV に関して二乗可積分なも
の全体のなすヒルベルト空間を L2

a(D)で表わし,その再生核 KD : D×D → Cをベル
グマン核とよぶ. 領域 D が有界領域と正則同値のとき L2

a(D) は無限次元であり, そ
の完全正規直交系 {φλ}λ∈Λ を一つとるとKD(z, w) =

∑

λ∈Λ φλ(z)φλ(w) (z, w ∈ D)

が成り立つ. いま KD(z, w) 6= 0 のとき

TD(z, w) :=
( ∂2

∂zi∂w̄j
log KD(z, w)

)

i,j
∈ Mat(N, C)

と定める. 複素領域 D の代表領域とは KD と TD を用いてD 上に定義されるベル
グマン写像なるものの像であるが ([1], [6]), 本稿では有界等質領域のみを考えるの
で, 次の小節で述べる特徴付け ([6, Propositions 2.3, 3.4 ])をもって定義とする.

1.2. 一般に複素領域 D ⊂ CN は正則同型群 Hol(D) が推移的に作用するとき等質
であるという. 有界等質領域 U は次の二条件を満たすとき代表領域であるという:

(D1) 0 ∈ U ,

(D2) TU(ζ, 0) = IN (∀ζ ∈ U).

任意の有界等質領域は, ユニタリ変換を除いて唯一つ定まる有界等質代表領域と正
則同値である ([12], [6, Theorem 3.3]). 例えば単位円板 D = { z ∈ C ; |z| = 1 } の代
表領域は円板

√
2D であり, 一般に有界対称領域のハリシュチャンドラ実現は代表領

域と線型同値である.

1.3. 有界等質代表領域 U について次が成り立つ ([6, Proposition 3.8]):

KU(ζ, 0) =
1

vol(U)
(∀ζ ∈ U). (5)



これは平均値定理

F (0) =
1

vol(U)

∫

U

F (ζ)dV (ζ) (F ∈ L2
a(U))

と同値である. さらに, この性質から次の一般的な等式が従う.

定理 1. 有界等質代表領域 U と正則同値な複素領域Dおよび正則同型写像 Φ : D ∼→ U
について a := Φ−1(0) ∈ D とすると任意の z, w ∈ D について

KU(Φ(z), Φ(w)) =
1

vol(U)

KD(z, w)KD(a, a)

KD(z, a)KD(a, w)
. (6)

証明. ベルグマン核の変換公式から

KD(z, w) = KU(Φ(z), Φ(w)) det J(Φ, z)det J(Φ, w).

とくに w = a とすると (5) より

KD(z, a) =
det J(Φ, z)det J(Φ, a)

vol(U)
.

さらに z = a とすると
KD(a, a) =

| det J(Φ, a)|2
vol(U)

.

これらを組み合わせて (6) を得る.

§2. 主結果.

有界等質代表領域 U の正則同型群 Hol(U) は一般に複雑な構造をしているが, そ
の岩澤部分群 (極大連結分裂型可解リー部分群) B ⊂ Hol(U) のリー代数 b は特徴的
なルート空間分解をもつ. 我々の積分公式は, このルート部分空間の次元を用いて述
べることになる.

2.1. リー群 B は U に単純推移的に作用するので ([11]), 我々は線型同型 ι : b 3
Y 7→ Y · 0 ∈ T0U ≡ CN を得る. 線型空間 CN の複素構造と標準内積 (= T0U 上の
ベルグマン計量) を ι で引き戻したものをそれぞれ j : b → b と (·|·)b で表す. 内積
(·|·)b に関する [b, b] ⊂ b の直交補空間を a とすると a ⊂ b は可換なカルタン部分代
数である.



定理 2 (Piatetskii-Shapiro [8]). 双対ベクトル空間 a
∗ の基底α1, . . . , αr を次が成

り立つようにとることができる：b = b(1) ⊕ b(1/2) ⊕ b(0),

b(0) = a ⊕
∑⊕

1≤k<m≤r

b(αm−αk)/2, b(1/2) =
r

∑⊕

k=1

bαk/2,

b(1) =
r

∑⊕

k=1

bαk
⊕

∑⊕

1≤k<m≤r

b(αm+αk)/2,

ただし一般に α ∈ a
∗についてbα := {Y ∈ b ; [C, Y ] = α(C)Y (∀C ∈ a) }とする. さ

らに{α1, . . . , αr}に双対な aの基底を{A1, . . . , Ar}とし, Ek := −jAk (k = 1, . . . , r)

とすると bαk
= REk である. 一般に jb(0) = b(1), jb(1/2) = b(1/2) および

p, q = 0, 1/2, 1 について

[b(p), b(q)] ⊂ b(p + q) (ただし p > 1 のとき b(p) := {0}). (7)

が成り立つ.

部分空間 b(αm±αk)/2 および bαk/2 は {0} となることが (よって b(1/2) = {0} とな
ることも) あり得る.

2.2. 次のように定数 pk, qk, bk (k = 1, . . . , r) を定める:

pk :=
∑

i<k

dim b(αk−αi)/2, qk :=
∑

m>k

dim b(αm−αk)/2, bk := (dim bαk/2)/2.

以下が我々の主結果である.

定理 3. 多項式 P (s) を

P (s) :=

r
∏

k=1

(

s(2 + pk + qk + bk) + 1 + qk/2
)

1+pk+bk

(8)

と定義すると, P (s) の各因数の実部が正となるような複素数 s について
∫

U

{vol(U)KU(ζ, ζ)}−s dV (ζ) = vol(U)
P (0)

P (s)
(9)

が成り立つ.

無論 (3) での F (s) は P (s)/P (0) のことである. 実際, 多項式 P (s) の次数は
∑r

k=1(1 + pk + qk) = dim b(0) + (dim b(1/2))/2 = (dim b)/2 であり, これは U の複
素次元 N に他ならない.



§3. 等質ジーゲル領域上の積分計算.

群 B は有界等質代表領域 U に単純推移的に作用するが, 同じ B がアファイン変
換群として単純推移的に作用するジーゲル領域D で U と正則同値なものを常に構
成することができる. この U と D の関係は単位円板と上半平面の関係の一般化で
ある. 我々は U 上の積分 (9) を定理 1 を用いて等質ジーゲル領域 D 上の積分計算
に帰着させ, Gindikin [3] による積分公式を援用して計算を実行し, 定理 3 を証明す
る.

3.1. 関係式 (7) から b(0), b(1) はそれぞれ b の部分代数および可換なイデアルで,

b(0) に対応するリー群 B(0) := exp b(0) は b(1) に随伴表現によって作用している.

ここでE := E1 + · · ·+ Er ∈ b(1) とおいてΩ := B(0) ·E ⊂ b(1) とする. 軌道 Ω は
b(1) の中の開凸錐であり, その上に群 B(0) は単純推移的に作用している. 部分空間
b(1/2)には j|g(1/2) により複素構造が定まる. 複素ベクトル空間 (b(1/2), j)上のエル
ミート写像Q : (b(1/2), j) × (b(1/2), j) → b(1)C を Q(u, u′) := ([ju, u′] + i[u, u′])/4

と定義する. 我々の考えるジーゲル領域は, 複素ベクトル空間 b(1)C × (b(1/2), j) の
中の次のような複素領域

D := {Z = (z, u) ∈ b(1)C × (b(1/2), j) ; =z − Q(u, u) ∈ Ω }

である. 定義から a0 := (iE, 0) は D に属する. 群 B の D へのアファイン変換群と
しての作用は [8] で記述されている. 領域 D から代表領域 U の上への正則同型写像
C : D → U で C(a0) = 0 となるものが具体的に構成できる ([6], [7]).

パラメータ σ = (σ1, . . . , σr) ∈ Cr について群 B(0)の 1 次元表現χσ : B(0) → C×

を χσ(exp C) := e
P

σiαi(C) (C ∈ a) によって定義し (b(0) = a ⊕ [b(0), b(0)] に注意),

錐 Ω 上の函数 ∆σ を∆σ(h · E) := χσ(h) (h ∈ B(0)) で定める. このとき ∆σ は有
理式のベキ乗の積として具体的に書け, 領域 Ω + ib(1) 上の正則函数として一価に解
析接続される. 組 d = (d1, . . . , dr) を dk := 1 + (pk + qk)/2 (k = 1, . . . , r) と定める
と∆−d(x) dx はΩ 上の B(0)-不変測度を与える.

命題 4 (Gindikin). ジーゲル領域 D のベルグマン核 KD は

KD(Z, Z ′) = CD∆−(2d+b)(
z − z̄′

2i
− Q(u, u′)) (Z = (z, u), Z ′ = (z′, u′) ∈ D)

で与えられる. ただしCD は Z, Z ′ に依らない定数.

3.2. 線型形式 E∗ ∈ b(1)∗ を x =
∑r

k=1 xkkEk +
∑

1≤k<m≤r Xmk ∈ b(1) (xkk ∈
R, Xmk ∈ b(αm+αk)/2) について 〈x, E∗〉 =

∑r
k=1 xkk となるように定義する. このと



き E∗ は Ω の双対錐Ω∗ := {ξ ∈ b(1)∗ ; 〈x, ξ〉 > 0 (∀x ∈ Ω \ {0})} の元であり, しか
も任意の ξ ∈ Ω∗ について ξ = E∗ ◦ h となる h ∈ B(0) が唯一つ存在する. これか
ら Ω∗ 上の函数 δσ を δσ(E∗ ◦ h) := χσ(h) (h ∈ B(0)) によって定義できる.

命題 5 (Gindikin). (i) パラメータ σ = (σ1, . . . , σr) ∈ C
r について, 積分 ΓΩ(σ) :=

∫

Ω
e−〈x,E∗〉∆σ−d(x) dx が収束する必要十分条件は<σk > pk/2 (k = 1, . . . , r) で, こ

のとき ΓΩ(σ) = CΓ

∏r
k=1 Γ(σk − pk/2) となる (CΓ は σ に依らない定数). さらに次

が成り立つ:

δ−σ(ξ) =
1

ΓΩ(σ)

∫

Ω

e−〈x,ξ〉∆σ−d(x) dx (ξ ∈ Ω∗). (10)

(ii)積分γΩ∗(σ) :=
∫

Ω∗
e−〈E,ξ〉δσ−d(ξ) dxが収束する必要十分条件は<σk > qk/2 (k =

1, . . . , r) で, このとき γΩ∗(σ) = ΓΩ(σ + (p − q)/2) = CΓ

∏r
k=1 Γ(σk − qk/2). さらに

次が成り立つ:

∆−σ(z) =
1

γΩ∗(σ)

∫

Ω

e−〈z,ξ〉δσ−d(ξ) dξ (z ∈ Ω + ib(1)). (11)

(iii) 任意の ξ ∈ Ω∗ について
∫

b(1/2)

e−〈Q(u,u),ξ〉 dV (u) = CQδ−b(ξ), (12)

ただし CQ は ξ に依らない定数.

3.3. ベルグマン核の性質から,変数変換 ζ = C(Z) (Z ∈ D)についてKU(ζ, ζ) dV (ζ) =

KD(Z, Z) dV (Z) が成り立つ. この事と定理 1 から, (9) の左辺は

vol(U)

KD(a0, a0)s+1

∫

D

|KD(Z, a0)
s+1|2KD(Z, Z)−s dV (Z)

と等しく, これは命題 4 を用いて

CD vol(U)

∫

D

|∆−(s+1)(2d+b)

(z + iE

2i
)|2∆s(2d+b)

(z − z̄

2i
− Q(u, u)

)

dV (Z)

と書き直せる. この積分の計算には変数変換

Z = (x + iy + iQ(u, u), u) ∈ D (x ∈ b(1), y ∈ Ω, u ∈ b(1/2))

が有効である. まず (11) とプランシュレルの等式から
∫

b(1)

|∆−(s+1)(2d+b)

(z + iE

2i
)|2dx

=
(4π)n

γΩ∗((s + 1)(2d + b))2

∫

Ω∗

e−〈E+y+Q(u,u),ξ〉δ2(s+1)(2d+b)−2d(ξ) dξ.



ただし n := dim b(1) である. 次に (12) から
∫

b(1/2)

∫

b(1)

|∆−(s+1)(2d+b)

(z + iE

2i
)|2dx dV (u)

=
(4π)nCQ

γΩ∗((s + 1)(2d + b))2

∫

Ω∗

e−〈E+y,ξ〉δ(2s+1)(2d+b)(ξ) dξ.

さらに (10) から
∫

Ω

∫

b(1/2)

∫

b(1)

|∆−(s+1)(2d+b)

(z + iE

2i
)|2∆s(2d+b)(y) dx dV (u) dy

=
(4π)nCQΓΩ(s(2d + b) + d)

γΩ∗((s + 1)(2d + b))2

∫

Ω∗

e−〈E,ξ〉δ(s+1)(2d+b)−d(ξ) dξ

=
(4π)nCQΓΩ(s(2d + b) + d)

γΩ∗((s + 1)(2d + b))
,

ここで二番目の等式では命題 5 (ii)を用いた. 以上から (9)の左辺は定数倍を除いて

ΓΩ(s(2d + b) + d)

γΩ∗((s + 1)(2d + b))

に等しく, 他方この値は (8) で定義された P (s) の逆数に等しいことが命題 5 (i) と
(ii) からわかり, したがって定理 3 が得られる.
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