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1 イントロダクション
無限変数対称函数環の中に新しいクラスの対称函数を導入する. 対称群の通常表現は,

シューア函数を考察することによりその諸性質を知ることができる. しかし, 対称群のモ
ジュラー表現は対称函数との関連性が未だに知られていない. モジュラー表現の対称函数
環への対応物としてブラウアーシューア函数を導入する. この函数は, シューア函数のフ
ロベニウス表示における対称群の通常既約指標を既約ブラウアー指標に取り替えたもの
として定義される. まだ実験的な段階で表現論との関連性は分かっていないが, 対称函数
として興味深い性質を持っている様に思われる. そこでこの対称函数を考察しその諸性質
を調べることを目的とする. また, ブラウアーシューア函数とシューア函数との積からな
る混合基底を構成し, 自然なシューア基底との変換行列を決定する.このとき, この行列式
が数え上げの性質を持つことをみる [1].

V を無限変数対称多項式環:

V = Q[tj; j ≥ 1] =
∞⊕

n=0

Vn,

とする. ここで Vn は deg tj = jとする時, n次の斉次多項式全体のなす環を表す. V の基
底としてシューア函数がとれる. この函数はGL(n, C)の多項式表現の既約指標として知
られている. シューア函数を佐藤変数 t = (t1, t2, . . .)を用いて定義する. nの分割λ ∈ P (n)

に対して
Sλ(t) =

∑
ρ=(1m12m2 ··· )∈P (n)

χλ
ρ

tm1
1 tm2

2 · · ·
m1!m2! · · ·

∈ Vn.

ここで χλ
ρ は対称群 Snの共役類 ρでの既約指標 χλの値. 佐藤変数 tjを

tj =
1

j
(xj

1 + xj
2 + · · · )

と置くことによりオリジナルのシューア函数を復元することができる. また V に内積

〈F,G〉 = F (∂)G(t)|t=0, ∂ = (
∂

∂t1
,
1

2

∂

∂t2
,
1

3

∂

∂t3
, · · · ),
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を入れることによりシューア函数は正規直交基底となる. V に別の基底 (混合基底)を構成
する. pを素数とし V (p) := Q[tj; j ≥ 1, j 6≡ 0 (mod p)], V(p) := Q[tpj; j ≥ 1]とおく. この
時, V = V (p) ⊗ V(p)とかける. p = 2に対して, V の基底がアフィンリー環A

(1)
1 の基本表現

からシューアのQ函数とシューア函数の積の形で自然に構成できることが知られている
[2],[9]:

{Qλr(2)(t)Sλd(2)(t(2)); λ ∈ P}.

私たちはこの基底を自然な形で一般化したい. pが 2以外のとき, シューアのQ函数に対
応する新たな函数が必要になる. そこでブラウアーシューア函数B

(p)
λ を導入する. シュー

アのQ函数とブラウアーシューア函数B
(2)
λ は非常に似ている. これに関しては [2]を参照

のこと.

2 ブラウアーシューア函数
Sn のモジュラー表現から導入される新しいクラスの対称函数を定義する. pを素数

とする. 分割 λ = (λ1, λ2, · · · , λ`)が p-レギュラーとは各成分の重複度が pよりも小さ
いことをいい, p-クラスレギュラーとは各成分が pの倍数とはならないものをいう. ま
た, nの p-レギュラー全体の集合を P p(n), p-クラスレギュラー全体の集合を Pp(n)で表
す. 例えば, 2-レギュラーはストリクトな分割, 2-クラスレギュラーは奇分割を表す. ま
た, p = 3, n = 4の時 P 3(4) = {4, 31, 22, 212}, P3(4) = {4, 14, 22, 212}となる. P p(n)

と Pp(n)の間には一対一の対応がある. この対応はグレイシャー写像として知られてい
る. グレイシャー写像を γ :P p(n) −→ Pp(n), λ 7−→ λ̃で書くことにし, 次で定義する.

λ ∈ P p(n)に対して, pの倍数パート kpを p個の kの並び (k, . . . , k)とする. 各パート
が pで割り切れなくなるまで同じ操作を続ける. 例えば, λ = (6252431) ∈ P (3)(30)の時,

λ = (6252431) 7−→ (2323524131) = (5242614) = λ̃.

λ ∈ P p(n)に対してブラウアーシューア函数B
(p)
λ (t)を以下で定義する.

B
(p)
λ (t) =

∑
ρ∈Pp(n)

ϕλ
ρ

tm1
1 tm2

2 · · ·
m1!m2! · · ·

∈ Vn,

ここで ϕλ
ρ は Snの共役類 ρでの既約ブラウアー指標 ϕλの値を表す. この函数はベクトル

空間 V
(p)
n = V (p) ∩ Vnの基底となることが分かる. シューア函数を調べることにより対称

群の通常表現の諸性質が分かるのと同じようにこの函数はモジュラー表現の性質を知るた
めの可能性を持つ. 以後ブラウアーシューア函数の持つ諸性質について述べる.

対称群 Snの通常表現とモジュラー表現は分解定数により結びつく. これは, 被約シュペ
ヒト加群の組成列に現れる既約な加群の重複度として定義されるが指標の言葉で言うと

Xn = DnΨn,

が成り立つ. ここでDnは分解定数のなす行列 (dλµ)λ∈P (n),µ∈P p(n)を表し, 通常指標, ブラ
ウアー指標からなる行列をそれぞれXn := (χλµ)λ∈P (n),µ∈Pp(n), Ψn := (ϕλµ)λ∈P p(n),µ∈Pp(n)
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とおく. Snの分解行列は次の性質をもつ [8]:

• dλµ ∈ Z≥0, • λp 6= µp ⇒ dλµ = 0, • µ ≥ λでない⇒ dλµ = 0, • dλλ = 1.

ここで λpは λの pコア, “ ≥ ”はドミナンス順序を表す. p被約シューア函数 S
(p)
λ (t)を用

いることにより上の関係式を対称函数の言葉で言い換えることができる. 被約シューア函
数S

(p)
λ (t)をシューア函数Sλ(t)に対して, tの添字が pの倍数となるものを形式的に 0とす

ることで定義する:

S
(p)
λ (t) = Sλ(t)|tjp=0.

定義により
S

(p)
λ (t) =

∑
µ∈P p(n)

dλµB
(p)
µ (t),

とかける.

シューア函数は, Vnに入れた内積 〈 , 〉で正規直交していた. しかしブラウアーシュー
ア函数は一般にこの内積に関して直交しない. そこでこの内積で直交する相方の函数が必
要となる. その函数は次のような函数として決まる. λ ∈ P p(n)に対して函数 B̃

(p)
λ (t)を次

で定義する:

B̃
(p)
λ (t) =

∑
ρ∈Pp(n)

ϕ̃λ
ρ

tm1
1 tm2

2 · · ·
m1!m2! · · ·

∈ Vn,

ここで ϕ̃λ
ρ は, 行列

Ψ̃n := tDnDnΨn,

の成分とする. この時ブラウアー指標の直交性は

〈B(p)
λ (t), B̃

(p)
µ (t)〉 = 〈B̃(p)

λ (t), B(p)
µ (t)〉 = δλµ,

を意味する.

これらの函数は,ソリトン理論に現れる佐藤変数 t = (t1, t2, . . .)を用いて記述しているが
議論するにあたっては扱いづらいことがある. そこで “オリジナル”の変数 x = (x1, x2, . . .)

に直して議論する.ブラウアー指標の直交性によりコーシー恒等式を得る.

命題 2.1. ∑
λ∈P p

B
(p)
λ (px)B̃

(p)
λ (y) =

∏
i,j

1 − xp
i y

p
j

(1 − xiyj)p
,

ここで px := (x1, . . . x1︸ ︷︷ ︸
p

, x2, . . . x2︸ ︷︷ ︸
p

, . . .).
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3 モノミアル展開
シューア函数のモノミアル対称函数による展開係数はコストカ数として知られている.

では, ブラウアーシューア函数に対してはどのような係数が得られるのかという自然な疑
問がわく.

B
(p)
λ (px) =

∑
µ∈P (n)

κλµmµ,

とかいた時の係数 κλµはどのような数なのだろうか？ 私たちの予想はこの係数が整数で
あって p`(µ)で割り切れるというものである. この現象はシューアのQ函数に対してもみ
られ, モノミアル展開係数は 2の冪で割れることが知られている. しかも組合せ論的記述
もある. 少し表を載せておく. ここでK

(p)
n := (κλµ)λ∈P p(n),µ∈P (n)とおく.

K
(2)
3 =

( (3) (21) (13)

(3) 2 4 8

(21) 2 8 16

)

K
(2)
4 =

( (4) (31) (22) (212) (14)

(4) 2 4 4 8 16

(31) 0 4 8 16 32

)

K
(2)
5 =


(5) (41) (32) (312) (221) (213) (15)

(5) 2 4 4 8 8 16 32

(41) 2 8 12 24 32 64 128

(32) −2 0 8 16 32 64 128



K
(3)
3 =

( (3) (21) (13)

(3) 9 18 27

(21) 0 9 27

)

K
(3)
4 =



(4) (31) (22) (212) (14)

(4) 12 27 36 54 81

(31) 15 54 72 135 243

(22) −3 0 9 27 81

(211) 3 27 45 108 243


一般の分割に対しての答えは持っていないが λ = (n)のときの係数はコーシー恒等式よ
り決定できる.
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命題 3.1. an (n = 0, 1, 2, . . .)を次の母函数で定義する:

1 − qp

(1 − q)p
=

∞∑
n=0

anq
n.

このとき µ = (µ1, µ2 . . . µl) ∈ P (n)に対して

κ(n)µ = aµ1aµ2 · · · aµl
.

特に κ(n)µは p`(µ)で割り切れる.

4 混合基底
分割の間の全単射を構成する. これらの全単射は任意の自然数 pで定義できるが, ここ

では素数として考える. 最初の全単射

ψ(p) : P (n) −→
⋃

n1+pn2=n

P p(n1) × P (n2), λ 7−→ (λr(p), λd(p)),

をパートの重複度mi(λ
r(p)), mi(λ

d(p)), i ≥ 1で定義する:

mi(λ
r(p)) = k if mi(λ) ≡ k (mod p),

mi(λ
d(p)) =

mi(λ) − k

p
if mi(λ) ≡ k (mod p).

例えば, p = 3, λ = (544621112)のとき λr(3) = (52212), λd(3) = (54223). この全単射を通
して函数

B
(p)

λr(p)(t)Sλd(p)(t(p)), t(p) = (tp, t2p, t3p, · · · ),

を定義することができる. この函数は一次独立なので Vnの基底をなす. 基底

{B(p)

λr(p)(t)Sλd(p)(t(p)); λ ∈ P (n)}

を Vnの p-混合基底とよぶ. 残念ながらこの基底に関しては, まだアフィンリー環との関係
は分かっていない. しかし, これはQ函数との混合基底の自然な拡張になっていて, いろ
いろな現象が素数 pで記述できる.

二つ目の全単射

π(p) : P (n) −→
⋃

n1+pn2=n

Pp(n1) × P (n2), λ 7−→ (λo(p), λe(p)),

を定義する. λ = (1m12m23m3 . . .)とする時, λo(p)は λから pの倍数パートを取り去ったも
の, λe(p)は λe(p) := (1mp2m2p3m3p . . .)とする. 例えば, p = 3, λ = (7463453 2612)のとき,

λo(p) = (74452612), λe(p) = (231).
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グレイシャー写像と上の全単射を合成して, P (n)の間の写像をつくる:

Φ(p) : P (n) −→ P (n), Φ(p)(λ) := π(p)−1
(γ ⊗ id)(ψ(p)(λ)).

p = 3, n = 6のときの対応は以下の通りである.

P (n) −→ P p(n1) × P (n2) −→ Pp(n1) × P (n2) −→ P (n)

6 7−→ 6, ∅ 7−→ 23, ∅ 7−→ 23

51 7−→ 51, ∅ 7−→ 51, ∅ 7−→ 51

42 7−→ 42, ∅ 7−→ 42, ∅ 7−→ 42

412 7−→ 412, ∅ 7−→ 412, ∅ 7−→ 412

32 7−→ 32, ∅ 7−→ 16, ∅ 7−→ 16

321 7−→ 321, ∅ 7−→ 214, ∅ 7−→ 214

2212 7−→ 2212, ∅ 7−→ 2212, ∅ 7−→ 2212

313 7−→ 3, 1 7−→ 13, 1 7−→ 313

214 7−→ 21, 1 7−→ 21, 1 7−→ 321

23 7−→ ∅, 2 7−→ ∅, 2 7−→ 6

16 7−→ ∅, 12 7−→ ∅, 12 7−→ 32

n1 + pn2 = nを満たすペア (n1, n2)に対して, 集合 ψ(p)−1

(P p(n1) × P (n2))を “(n1, n2)-

block”と呼ぶ. 上の表をみると分割の長さの間の関係式に気づく.

命題 4.1.

(i)
∑

λ∈P (n)

`(λ) =
∑

λ∈P (n)

(`(λr(p)) + p`(λd(p))) =
∑

λ∈P (n)

(`(λo(p)) + `(λe(p)))

=
∑

λ∈P (n)

(`(λ̃r(p)) + `(λe(p))),

(ii)
`(λ̃r(p)) − `(λr(p))

p − 1
= `((Φ(p)(λ))d(p)).

5 変換行列
2つの基底の間の変換行列を調べる. 行列A

(p)
n := (aλµ)λ,µ∈P (n)を

Sλ(t) =
∑

µ∈P (n)

aλµB
(p)

µr(p)(t)Sµd(p)(t(p)), λ ∈ P (n),
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で定義する. この時, 変換行列A
(p)
n は整数行列であり, その行列式が組合せ論的表記をも

つことをみる. オリジナル変数 xで考える:

Sλ(px) =
∑

µ∈P (n)

aλµB
(p)

µr(p)(px)Sµd(p)(xp),

ここで xp := (xp
1, x

p
2, . . .).

コーシー恒等式から次の命題が成立する.

命題 5.1. ∑
λ∈P

Sλ(px)Sλ(y) =
∑
λ∈P

B
(p)

λr(p)(px)Sλd(p)(xp)B̃
(p)

λr(p)(y)Sλd(p)(yp).

チェン-ガルシア-レンメルのプレシズムの公式 [4]を適応すると次の定理が得られる.

定理 5.2. 係数 aλµは,

aλµ = 〈B̃(p)

λr(p)(y)Sλd(p)(yp), Sµ(y)〉,

で与えられる. 特に aλµは整数.

p = 3, n = 5のときの行列A
(p)
n を与える. 列のラベルは (µr(3), µd(3))とする.

A
(3)
5 =

(5, ∅) (221, ∅) (41, ∅) (32, ∅) (312, ∅) (2, 1) (12, 1)

(5) 1 0 0 0 0 1 0

(41) 0 0 1 0 0 0 1

(32) 0 0 1 1 0 0 −1

(312) 0 0 0 0 1 0 0

(221) 1 1 0 0 0 −1 0

(213) 0 1 0 0 0 1 0

(15) 0 0 0 1 0 0 1

.

シューア函数 Sλ(x)と pブラウアーシューア函数B
(p)
λ (x)を冪和対称函数 pρ(x) で展開

すると
Sλ(x) =

∑
ρ∈P (n)

Yλ,ρpρ(x), B
(p)
λ (x) =

∑
ρ∈Pp(n)

B
(p)
λ,ρpρ(x),

となる. ここで,

Yn := (Yλ,ρ)λ,ρ∈P (n), B(p)
n := (B

(p)
λ,ρ)λ∈P p(n),ρ∈Pp(n),

とおく. 明らかに, 次の関係式
B(p)

n = ΨnZ−1
n ,

Zn := diag(zρ; ρ ∈ Pp(n)), zρ := 1m12m2 · · ·m1!m2! · · · , が成り立つ.
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行列式を議論するが “det”と書いてその絶対値を表すものとする. 指標の直交性から

1 = (det Yn)2
∏

ρ∈P (n)

zρ,

が成立する. Vnの基底W から基底 U への変換行列をM(W,U)で表すと,

det M(S(px), B(p)(px)S(xp)) = det M(S(px), p(px)) det M(p(px), B(p)(px)S(xp))

= det M(S(x), p(x)) det M(p(px), B(p)(px)S(xp))

= det M(S(x), p(x)) det M(p(px), p(x)) det M(p(x), B(p)(px)S(xp)).

また, λ ∈ P p(n1), µ ∈ P (n2)に対して,

B
(p)
λ (px)Sµ(xp) =

∑
ρ∈Pp(n1),σ∈P (n2)

B
(p)
λ,ρYµ,σpρ(px)pσ(xp)

=
∑

ρ∈Pp(n1),σ∈P (n2)

B
(p)
λ,ρYµ,σp

`(ρ)pρ(x)ppσ(x),

ここで pσ := (pσ1, pσ2, . . .)と書ける. これは,行列M(B(p)(px)S(xp), p(x))がn1+pn2 = n

を満たすペア (n1, n2)でインデックス付けされたブロック対角行列となることをあらわす.

命題 5.3.

det M(B(p)(px)S(xp), p(x)) =
∏

n1+pn2=n

(det B(p)
n1

)(det Yn2)(det Ln1),

Ln :=diag(p`(ρ); ρ ∈ Pp(n)).

Snのカルタン行列Cn = tDnDnの単因子のコンパクトな式が宇野-山田により知られ
ている [10]:

{p
`(λ̃)−`(λ)

p−1 ; λ ∈ P p(n)}.

明らかに,

det Cn =
∏

λ∈P p(n)

p
`(λ̃)−`(λ)

p−1 .

命題 5.4. ∏
ρ∈Pp(n)

zρ = (det Ψn)2 ×
∏

λ∈P p(n)

p
`(λ̃)−`(λ)

p−1 .

私たちの主結果は次の行列式の値が簡単な数え上げで決定できるというものである.

定理 5.5.

det A(p)
n = pT .

ここで

T =
∑

λ∈P (n)

`(λ̃) − `(λ)

p − 1
=

∑
λ∈P (n)

`(λd(p)).
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例えば, n = 5, p = 3のとき P (5) = {5, 41, 3©2, 3©11, 221, 21111, 11111}. よって
det A

(3)
5 = 32.

p = 3のときの T の表を載せる.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 · · ·
T 0 0 1 1 2 5 7 11 · · ·

.
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