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1. 概要

本稿では、線形常微分方程式における middle convolutionについて、ドリー
ニュ・シンプソン問題や index of rigidity、オイラー変換など関連する対象や超幾
何微分方程式など例を絡めて解説する。フックス型微分方程式系におけるmiddle

convolutionのみならず、現在発展途上である不確定特異点を含む場合についても
解説する。

2. ドリーニュ・シンプソン問題

2.1. 加法的ドリーニュ・シンプソン問題. C0, . . . , Crをそれぞれn×n行列の共役
類とする。共役類の一つの代表元としてはジョルダン標準形をとってくることがで
き、ジョルダン標準形Dが含まれている共役類CはC = {P−1DP |P ∈ GL(n)}
と表せる。
加法的ドリーニュ・シンプソン問題とは、

(1) A0 + A1 + · · · + Ar = 0, Ai ∈ Ci

を満たす行列の組A0, . . . , Arで既約なものが存在するような共役類C0, . . . , Crの
特徴付けを与えよ、というものである。ここでの既約性は、すべての i ∈ {0, . . . , r}
に対してAiW ⊂ W をみたすCnの部分空間W は {0}または全体のみ、というこ
とである。
別の言い方をすると、n×n行列のジョルダン標準形D0, . . . , Drを与えたとき、

(2) A0 + A1 + · · · + Ar = 0, Ai = P−1
i DiPi

を満たす行列の組A0, . . . , Arで既約なものが存在するようなものの特徴付けを行
え、というようになる。
式 (1)でトレースをとることにより、

(3)
r∑

i=0

trCi =
r∑

i=0

(Ciの固有値の和) = 0

が加法的ドリーニュ・シンプソン問題に解がある必要条件になることがわかる。
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2.2. 乗法的ドリーニュ・シンプソン問題. 乗法的ドリーニュ・シンプソン問題とは、

(4) A0A1 . . . Ar = In, Ai ∈ Ci

を満たす行列の組A0, . . . , Arで既約なものが存在するような共役類C0, . . . , Crの
特徴付けを与えよ、というものである。（Inはサイズ nの単位行列。）∏r

i=0(Ciの固有値の積) = 1は、この問題の必要条件である。

2.3. フックス型微分方程式系. ドリーニュ・シンプソン問題とフックス型微分方
程式系との関係を述べる。
加法的ドリーニュ・シンプソン問題の解となっている行列の組A0, A1, . . . , Arに

対してサイズ nのフックス型微分方程式系

(5)
dY

dz
=

r∑
i=1

Ai

z − ti
Y

を対応させると、z = ∞に対応する留数行列はA0 = −(A1 + · · · + Ar)となって
いる。そして、Miをフックス型微分方程式系 (5)の解に対する z = tiでのモノド
ロミー行列とし、M0を z = ∞でのモノドロミー行列とする。
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すると、リーマン球面の基本群の関係式より、M0M1 · · ·Mr = 1が成立する。よっ
て、フックス型微分方程式系を介して、加法的ドリーニュ・シンプソン問題と乗
法的ドリーニュ・シンプソン問題が関係している。

2.4. 記号 (m, λ). n×n行列の共役類Ciに対してはジョルダン標準形が対応する
が、本稿では以下の (mi, λi)を対応させる。ここでmi = (mi,1, . . . ,mi,ni

) ∈ Z≥1,

(mi,1 + · · · + mi,ni
= n, mi,1 ≥ · · · ≥ mi,ni

), λi = (λi,1, . . . , λi,ni
) ∈ Cni であり、

λi,1, . . . , λi,ni
が相異なる場合には (mi, λi)には固有値λi,jの固有空間の次元がmi,j

となっている対角化可能な行列が属する共役類が対応する。一般には、(mi, λi)

と [15]での行列 L(mi; λi)が対応している。

(6) L(mi; λi) =



λi,1Imi,1

Imi,2

0mi,1−mi,2,mi,2

0mi,1,mi,3
· · ·

0 λi,2Imi,2

Imi,3

0mi,2−mi,3,mi,3

. . .

0 0 λi,3Imi,3

. . .
...

. . . . . . . . .


.



n × n行列の組A = (A1, . . . , Ar, A0)に対して、(m, λ) (m = (m1; . . . ;mr;m0),

λ = (λ1; . . . ; λr; λ0), Ai ∼ (mi, λi))を対応させる。

2.5. Index of rigidity. Index of rigidityとは、Katzが乗法的ドリーニュ・シ
ンプソン問題を研究する際に [10]にて導入されたもので、n × n行列の組A =

(A0, A1, . . . , Ar)に対して

(7) idx(A) =
r∑

i=0

dim Z(Ai) − (r − 1)n2,

で定義される。ここでZ(Aj)はAjと可換なn×n行列たちの集合であり、dim Z(Ai) =∑ni

j=1(mi,j)
2と計算される。既約なAに対して index of rigidityは 2以下の偶数と

なることが知られている。idx(m)を、(m, λ)に対応するAについての index of

rigidityとして定義する。
加法的ドリーニュ・シンプソン問題において、A0, A1, . . . , Arが解である（A0 +

A1+· · ·+Ar = 0）ならば、一斉相似変換をした行列の組P−1A0P, P−1A1P, . . . , P−1ArP

も解となり、フックス型微分方程式系 (5)においては解の変換 Y 7→ P−1Y が対応
する。A0の固有値がすべて相異なる場合には、一斉相似変換によりA0を対角行
列ととることがあるが、そうしても対角行列による一斉相似変換による不定性が
残っている。
ところで、アクセサリーパラメーターとは、行列の組A0, A1, . . . , Ar (A0 +A1 +

· · · + Ar = 0)に対してAi (i = 0, . . . , r)の共役類を決めても、一斉に相似変換す
る以外の自由度として不定に残るパラメーターのことである。フックス型微分方
程式系 (5)において各特異点での局所解の構造を決めても残ってしまうパラメー
ターに対応するが、

(8) アクセサリーパラメーターの個数 = 2 −（index of rigidity）

と計算される。

2.6. Addition. A1, . . . , Ar (A0 = −(A1+· · ·+Ar))に対してパラメーター (µ1, . . . , µr) ∈
Crに関する additionとは、

(9) (A1, . . . , Ar) から (A1 + µ1In, . . . , Ar + µrIn)

を対応させるものであり、A0からA0 − (µ1 + · · · + µr)Inが対応する。フックス
型微分方程式系 (5)においては解の関数倍 Y 7→ (z − t1)

µ1 . . . (z − tr)
µrY が対応

する。
また、additionを行っても index of rigidityが不変なことは、その定義から直

ちに従う。

3. 2 × 2フックス型微分方程式系

3.1. 3点 {0,1,∞}に確定特異点をもつ 2 × 2フックス型微分方程式系. 2 × 2行
列 3個についての加法的ドリーニュ・シンプソン問題 (A0 + A1 + A2 = 0)と、3

点に確定特異点をもつ 2 × 2フックス型微分方程式系について考察する。この節
では、2 × 2行列A0, A1, A2の代わりにA∞, A0, A1を用いる。



A∞, A0, A1の固有値はそれぞれ相異なるとし、各固有値たちを固定したときに
A∞ + A0 + A1 = 0をみたす行列たちA∞, A0, A1を探すが、あらかじめ addition

を行うことにより、A0の固有値は θ0, 0、A1の固有値は θ1, 0とし、一斉相似変

換によりA∞ = −(A0 + A1) =

(
κ1 0
0 κ2

)
としておく。

A0 =

(
u0 + θ0 −w0

u0(u0 + θ0)/w0 −u0

)
, A1 =

(
u1 + θ1 −w1

u1(u1 + θ1)/w1 −u1

)
,(10)

とおくと、解は θ0+θ1+κ1+κ2 =0のとき（トレース= 0の条件に対応）に存在し、

w0 = k
w1 = −k

, u0 =
κ2(κ2 + θ1)

2κ2 + θ0 + θ1

=
κ2(κ2 + θ1)

κ2 − κ1

, u1 =
κ2(κ2 + θ0)

κ2 − κ1

,(11)

となる。kは対角行列による相似変換で吸収されるので、条件 θ0+θ1+κ1+κ2 =0

のもとでの解は一意的である。つまり、”リジッド”である。
なお、ここで考えた加法的ドリーニュ・シンプソン問題は、m = (1, 1; 1, 1; 1, 1),

λ = (0, θ0; 0, θ1; κ1, κ2)に関するものである。idx(m) = dim Z(A∞)+dim Z(A0)+

dim Z(A1)− (2− 1)22 = 2であるのでアクセサリーパラメーターの個数は 0とな
り、加法的ドリーニュ・シンプソン問題の解の一意性と整合している。
特異点を {0, 1,∞}としたときに対応するフックス型微分方程式を書く。

dY

dz
=

(
A0

z
+

A1

z − 1

)
Y, Y =

(
y1(z)
y2(z)

)
.(12)

一般に微分方程式系

(13)
d

dz

(
y1(z)
y2(z)

)
=

(
a11(z) a12(z)
a21(z) a22(z)

)(
y1(z)
y2(z)

)
から y1(z)のみたす単独微分方程式を求めると、それは以下のようになる。

d2y1

dz2
+ p1(z)

dy1

dz
+ p2(z)y1 = 0, p1(z) = −a11(z) − a22(z) − a′

12(z)

a12(z)
,(14)

p2(z) = a11(z)a22(z) − a12(z)a21(z) − a′
11(z) +

a11(z)a′
12(z)

a12(z)
.

式 (12)の場合では、

p1(z) =
1 − θ0

z
+

1 − θ1

z − 1
, p2(z) =

κ1(κ2 + 1)

z(z − 1)
, (θ0+θ1+κ1+κ2 =0)(15)

となり、超幾何微分方程式

(16) z(1 − z)y′′ + (γ − (α + β + 1)z)y′ − αβy = 0,

において

(17) γ = 1 − θ0, {α, β} = {κ1, κ2 + 1}

の場合に対応する。
つまり、「超幾何微分方程式」と「3点 {0, 1,∞}に特異点をもつ 2 × 2フックス

型微分方程式系」が１対１に対応している。



3.2. ４点に確定特異点をもつ 2× 2のフックス型微分方程式系. 次に、2× 2行列
4個についての加法的ドリーニュ・シンプソン問題 (A0 + A1 + A2 + A3 = 0)と、
4点に確定特異点をもつ 2 × 2フックス型微分方程式系について考察する。この
節では、2 × 2行列A0, A1, A2, A3の代わりにA∞, A0, A1, Atを用いる。

A∞, A0, A1, Atの固有値はそれぞれ相異なるとし、各固有値たちを固定したと
きにA∞ + A0 + A1 + At = 0をみたす行列たちA∞, A0, A1, Atを探すが、あらか
じめ additionを行うことでA0の固有値は θ0, 0、 A1の固有値は θ1, 0、Atの固有
値は θt, 0とし、一斉相似変換により

A∞ = −(A0 + A1 + At) =

(
κ1 0
0 κ2

)
, κ1 − κ2 = θ∞,(18)

としておく。トレースの和が 0という条件より、

(19) κ1 = (θ∞ − θ0 − θ1 − θt)/2, κ2 = −(θ∞ + θ0 + θ1 + θt)/2

となる。

A0 =

(
u0 + θ0 −w0

u0(u0 + θ0)/w0 −u0

)
, A1 =

(
u1 + θ1 −w1

u1(u1 + θ1)/w1 −u1

)
,(20)

At =

(
ut + θt −wt

ut(ut + θt)/wt −ut

)
,

とおき、特異点を {0, 1, t,∞}としたときの対応するフックス型微分方程式を書い
ておく。

(21)
dY

dz
= A(z)Y, A(z) =

A0

z
+

A1

z − 1
+

At

z − t
=

(
a11(z) a12(z)
a21(z) a22(z)

)
.

ここでの加法的ドリーニュ・シンプソン問題は、m = (1, 1; 1, 1; 1, 1; 1, 1), λ =

(0, θ0; 0, θ1; 0, θt; κ1, κ2)に関するもので、idx(m) = 0であるのでアクセサリーパ
ラメーターの個数は 2となる。[8]で定められたアクセサリーパラメーターを以下
で導入していく。式 (18)から z(z − 1)(z − t)a12(z)は高々一次式となることがわ
かるので、一つのパラメーター λを

a12(z) = −w0

z
− w1

z − 1
− wt

z − t
=

k(z − λ)

z(z − 1)(z − t)
,(22)

と定める。そして、別のパラメーター µを

a11(λ) =
u0 + θ0

λ
+

u1 + θ1

λ − 1
+

ut + θt

λ − t
= µ,(23)

を満たすものとして導入する。



簡単のため、λ ̸= 0, 1, t,∞とする。u0, u1, ut, w0, w1, wtを式 (18), (22), (23)

から求めると、

w0 =
kλ

t
, w1 = −k(λ − 1)

t − 1
, wt =

k(λ − t)

t(t − 1)
,

(24)

u0 = −θ0 +
λ

tθ∞
[λ(λ − 1)(λ − t)µ2 + {2κ1(λ − 1)(λ − t) − θ1(λ − t)

− tθt(λ − 1)}µ + κ1{κ1(λ − t − 1) − θ1 − tθt}],

u1 = −θ1 −
λ − 1

(t − 1)θ∞
[λ(λ − 1)(λ − t)µ2 + {2κ1(λ − 1)(λ − t) + (θ∞ − θ1)(λ − t)

− tθt(λ − 1)}µ + κ1{κ1(λ − t + 1) + θ0 − (t − 1)θt}],

ut = −θt +
λ − t

t(t − 1)θ∞
[λ(λ − 1)(λ − t)µ2 + {2κ1(λ − 1)(λ − t) − θ1(λ − t)

+ t(θ∞ − θt)(λ − 1)}µ + κ1{κ1(λ − t + 1) + θ0 + (t − 1)(θ∞ − θt)}],

となる。パラメーター kは対角行列による一斉相似変換で吸収され、４点に確定
特異点をもつ 2 × 2のフックス型微分方程式系における加法的ドリーニュ・シン
プソン問題はアクセサリーパラメーターとしてλ, µを導入して解かれたことにな
る。式 (20)から決まるフックス型微分方程式系 (21)をDY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k)と
記す。式 (21)において y2(z)を消去することにより、以下の二階線形微分方程式
が得られる。

d2y1(z)

dz2
+

(
1 − θ0

z
+

1 − θ1

z − 1
+

1 − θt

z − t
− 1

z − λ

)
dy1(z)

dz
(25)

+

(
κ1(κ2 + 1)

z(z − 1)
+

λ(λ − 1)µ

z(z − 1)(z − λ)
− t(t − 1)H

z(z − 1)(z − t)

)
y1(z) = 0,

H =
1

t(t − 1)
[λ(λ − 1)(λ − t)µ2 − {θ0(λ − 1)(λ − t) + θ1λ(λ − t)

+ (θt − 1)λ(λ − 1)}µ + κ1(κ2 + 1)(λ − t)].

これをDy1(θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ)と記すことにする。特異点 z = 0, 1, t, λ,∞はすべ
て確定特異点となっており、z = λは特性指数が 0, 2の見かけの特異点である。
ところで、第六パンルヴェ方程式系は式 (25)での λ, µ, tについての関数Hを

用いて

dλ

dt
=

∂H

∂µ
,

dµ

dt
= −∂H

∂λ
(26)

と記述される非線形常微分方程式系である。tを変数とみなしたときに λ, µが式
(26)を満たすとき、微分方程式 (21) のモノドロミーが保存されることが知られ
ている。つまり、フックス型微分方程式系 (式 (21))からモノドロミー保存変形に
より第六パンルヴェ方程式系 (式 (26))が導出され、それの従属変数としてアクセ
サリーパラメーター λ, µが用いられる。



また、微分方程式 (25)において、λを確定特異点 {0, 1, t,∞}のいずれかに合流
させ、伴って µについても適当な極限をとれば、ホインの微分方程式

(27)
d2y

dz2
+

(
γ

z
+

δ

z − 1
+

ϵ

z − t

)
dy

dz
+

αβz − q

z(z − 1)(z − t)
y = 0,

(γ + δ + ϵ = α + β + 1)を得ることができる。この操作をより精密に見るために、
第六パンルヴェ方程式系の初期値空間を考慮に入れると見通しが良くなる。そし
て、第六パンルヴェ方程式系の初期値空間は、λ = 0, 1, t,∞ の場合も込めて考え
た加法的ドリーニュ・シンプソン問題の解の表示に対しても有用である ([21])。

4. Middle convolution

Middle convolutionはKatzによる著書「Rigid local systems」([10])で定式化さ
れているものであり、層やコホモロジーの演算などが用いられている。Dettweiler

とReiterは [4, 5]においてKatzのmiddle convolutionをより平易な道具立てで再
定式化した。ここでは、DettweilerとReiterによるフックス型微分方程式に対し
てのmiddle convolutionの定式化について解説する。

n, rを正の整数とする。n×n行列の組A1, A2, . . . , Arとこれらに付随するフッ
クス型微分方程式系

(28)
dY

dz
=

(
A1

z − t1
+

A2

z − t2
+ · · · + Ar

z − tr

)
Y

に対して、ν ∈ Cに依存する convolution行列B1, B2, . . . , Br ∈ Cnr×nrを

B1 =


A1 + ν A2 . . . Ar

0 0 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . 0

 , B2 =


0 0 . . . 0
A1 A2 + ν . . . Ar
...

...
...

0 0 . . . 0

 ,(29)

. . . . . . , Br =


0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
...

A1 A2 . . . Ar + ν

 ,

で定め、これらの行列の組に対してフックス型微分方程式系

(30)
dU

dz
=

(
B1

z − t1
+

B2

z − t2
+ · · · + Br

z − tr

)
U,

を付随させる。
t0 = ∞とおき、Ĉ \ {t1, . . . , tr, tr+1(= ∞)}におい積分の基点 oを固定する。

p ∈ Ĉに対して αpは、始点が w = oであり点 w = pを反時計周りに回り始点
w = oに戻ってくる径路とする。また、[α, β] = α−1β−1αβを Pochhammerの径
路とする。すると、以下の Propositionが成り立つ。



Proposition 1. ([5]) Y = t(y1(z), . . . , yn(z))を微分方程式 (28)の解とする。そ
れぞれの i ∈ {0, 1, . . . , r}に対し、関数

(31) U =



∫
[αz ,αti ]

(w − t1)
−1y1(w)(z − w)νdw

...∫
[αz ,αti ]

(w − t1)
−1yn(w)(z − w)νdw∫

[αz ,αti ]
(w − t2)

−1y1(w)(z − w)νdw
...∫

[αz ,αti ]
(w − t2)

−1yn(w)(z − w)νdw
...
...∫

[αz ,αti ]
(w − tr)

−1y1(w)(z − w)νdw
...∫

[αz ,αti ]
(w − tr)

−1yn(w)(z − w)νdw



,

は微分方程式 (30)の解となる。

Proposition 1により、微分方程式 (28)の解が与えられたら式 (31)の形の関数
が convolution行列によって表される微分方程式 (30)の解となることがわかった。
さて

K1 =


Ker(A1)

0
...
0

 , . . . ,Kr =


0
...
0

Ker(Ar)

 ,(32)

K = K1 ⊕ · · · ⊕ Kr, L(ν) = Ker(B1) ∩ · · · ∩ Ker(Br).

とおく。Cnr/(K + L(ν))の次元をmとすると、これは Cmがベクトル空間とし
て同型になるが、Bk (k = 1, . . . , r)の商空間 Cmへの作用をあらわすm × m行
列を B̃kと記すとき、（加法的）middle convolution mcνをmcν(A1, A2, . . . , Ar) =

(B̃1, B̃2, . . . , B̃r)で定める。これは、r個のn×n行列からr個のm×m行列への対応
となっており、mはν ̸= 0のときm = nr−dim(Ker(A0−ν))−

∑r
j=1 dim(Ker(Aj))

と計算され、νに依存している。また、微分方程式 (28)から B̃1, B̃2, . . . , B̃rに付
随するフックス型微分方程式系

(33)
dŨ

dz
=

(
B̃1

z − t1
+

B̃2

z − t2
+ · · · + B̃r

z − tr

)
Ũ ,

への対応についても（加法的）middle convolutionと呼ぶことにする。微分方程
式 (28)の解から微分方程式 (33)の解への積分変換は、同型Cnr/(K+L(ν)) ≃ Cm

のとり方とCmにおける基底の選び方を決めておけばProposition 1を用いること
で原理的に計算することができる。

DettweilerとReiterによって示されたmiddle convolution mcνに関する命題を
記しておく。



Proposition 2. ([4]) ベクトル空間 V はA = (A0, A1, . . . , Ar)の作用で既約とす
る。
(i) additionや middle convolutionを施したものも既約となり、これらの操作で
index of rigidityは不変である。
(ii) mcν+µ(V ) = mcν(mcµ(V )), mc0(V ) = V であり、とくに mc−ν ◦mcν = idが
成立する。

5. Middle convolutionの例

5.1. 3点 {0,1,∞}に確定特異点をもつ 2 × 2フックス型微分方程式系. 3.1節で
扱った微分方程式

dY

dz
=

(
A0

z
+

A1

z − 1

)
Y, Y =

(
y1(z)
y2(z)

)
.(34)

に対してmiddle convolutionを考える。ここでA0, A1は式 (10), (11)により与え
られている。まず、convolution行列は 4 × 4行列となり、それは

B0 =

(
A0 + ν A1

0 0

)
, B1 =

(
0 0
A0 A1 + ν

)
(35)

と与えられる。A0, A1はそれぞれ 0固有値をもつのでK0, K1は 1次元となり、

K0 =

(
Ker(A0)

0

)
= C


w0

u0 + θ0

0
0

 , K1 =

(
0

Ker(A1)

)
= C


0
0
w1

u1 + θ1

(36)

となる。また、A∞ = −(A0 +A1) =

(
κ1 0
0 κ2

)
より、L(ν) = Ker(B0)∩Ker(B1)

は ν ̸= 0, κ1, κ2のときはL(ν) = {0}でmiddle convolitionを施した後の微分方程
式も 2 × 2となる。ν = 0のときは、middle convolitionを施した後の微分方程式
も同一の方程式となる。ν = κ1のときには L(ν) = C(1 0 1 0)T, ν = κ2のときに
はL(ν) = C(0 1 0 1)Tとなり、middle convolitionを施した後の微分方程式 1 × 1

となることが期待される。ν = κ1のときを考える。

S =


1 1 w0 0
0 0 u0 + θ0 0
0 1 0 w1

0 0 0 u1 + θ1

 ,(37)

とし、Ũ = S−1U とおく。U は n = 2, r = 2, t1 = 0, t2 = 1の場合の微分方程式
(30)の解であり、Sの第 2列、第 3列、第 4列はそれぞれ式 (32)の対応物である
L(ν), K0, K1のベクトルとなっている。このとき、Ũ は次の形の微分方程式

(38)
dŨ

dz
=


θ0+κ1

z
+ θ1+κ1

z−1
0 0 0

− θ1+κ1

z−1
0 0 0

u0

kz
0 κ1

z
0

u1

k(z−1)
0 0 κ1

z−1

 Ũ ,



をみたすことがわかる。Ũ = (ũ1(z), ũ2(z), ũ3(z), ũ4(z))T, ỹ(z) = ũ1(z)とおくと、
middle convolution mcκ1を施して後の微分方程式

dỹ(z)

dz
=

(
θ0 + κ1

z
+

θ1 + κ1

z − 1

)
ỹ(z),(39)

が得られる。同様にして計算すると、middle convolution mcκ2を施して得られる
微分方程式は

dỹ(z)

dz
=

(
θ0 + κ2

z
+

θ1 + κ2

z − 1

)
ỹ(z),(40)

となる。
さて、微分方程式 (39)の解は ỹ(z) = Czθ0+κ1(z−1)θ1+κ1である。mc−κ1mcκ1 =

idとなることから微分方程式 (39)にmc−κ1 を施してみよう。この場合では商空
間をとる必要はなく、得られる微分方程式は

dW

dz
=

(
1

z

(
θ0 θ1 + κ1

0 0

)
+

1

z − 1

(
0 0

θ0 + κ1 θ1

))
W,(41)

となり、Proposition 10より得られる積分表示は

(42) W =

( ∫
[αz ,αi]

1
w
wθ0+κ1(w − 1)θ1+κ1(z − w)−κ1dw∫

[αz ,αi]
1

w−1
wθ0+κ1(w − 1)θ1+κ1(z − w)−κ1dw

)
,

(i = 0, 1,∞)となる。無限遠点にて対角化すると、

(43) W̃ =

( κ2+θ0

κ1−κ2
− k

κ2

− κ2+θ1

κ1−κ2
− k

κ2

)−1

W,
dW̃

dz
=

(
A0

z
+

A1

z − 1

)
W̃

となって微分方程式 (34)が復元される。そして、
(44)

W̃ =

( −1 1
(κ2+θ1)κ2

k(κ1−κ2)
(κ2+θ0)κ2

k(κ1−κ2)

) ( ∫
[αz ,αi]

wθ0+κ1−1(w − 1)θ1+κ1(z − w)−κ1dw∫
[αz ,αi]

wθ0+κ1(w − 1)θ1+κ1−1(z − w)−κ1dw

)
,

(i = 0, 1,∞)という解の積分表示が得られたことになる。これの第一成分をとる
ことにより、関数

(45) y(z) =

∫
[αz ,αi]

wα−γ(w − 1)γ−β−1(z − w)−αdw, (i = 0, 1)

は超幾何微分方程式 (16)の解であることがわかる。

5.2. 4点 {0,1, t,∞}に確定特異点をもつ 2 × 2フックス型微分方程式系. 3.2節
で扱った微分方程式DY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k)、つまり

(46)
dY

dz
= A(z)Y, A(z) =

A0

z
+

A1

z − 1
+

At

z − t
=

(
a11(z) a12(z)
a21(z) a22(z)

)
.

で A0, A1, At は式 (20), (24)により与えられているものに対して middle con-

volutionを考える。まず、convolution行列は 6 × 6行列となる。A0, A1, At は
それぞれ 0固有値をもち、K0, K1, Kt はそれぞれ 1次元となる。また、A∞ =



−(A0 + A1 + At) =

(
κ1 0
0 κ2

)
より、L(ν) = Ker(B0) ∩ Ker(B1) ∩ Ker(Bt)は

ν ̸= 0, κ1, κ2のときは L(ν) = {0}で middle convolitionを施した後の微分方程
式は 3 × 3となる。ν = 0のときは、middle convolitionを施した後の微分方程
式も同一の方程式となる。ν = κ1, κ2のときには dimL(ν) = 1となり、middle

convolitionを施した後の微分方程式は 2 × 2となる。
ν = κ1のとき、middle convolitionを施した後の微分方程式はFilipukによって

計算されている。また、積分変換の式も計算することができ、まとめると以下の
定理のようになる。

Theorem 3. ([6, 20]) フックス型微分方程式系DY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k)から ν =

κ1 についての middle convolutionを施して得られる微分方程式系は、DY (κ1 +

θ0, κ1 + θ1, κ1 + θt,−κ2; λ + κ1/µ, µ; k)である。
また、Y = t(y1(z), y2(z))をフックス型微分方程式系 DY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k)

の解としたとき、関数 Ỹ = t(ỹ1(z), ỹ2(z))を

ỹ1(z) =

∫
[αz ,αi]

{
κ1y1(w) + (w − λ̃)

dy1(w)

dw

}
(z − w)κ1

w − λ
dw,(47)

ỹ2(z) =
−θ∞
κ2

∫
[αz ,αi]

dy2(w)

dw
(z − w)κ1dw.

で定めると、これはそれぞれの i ∈ {0, 1, t,∞}に対しフックス型微分方程式系
DY (κ1 + θ0, κ1 + θ1, κ1 + θt,−κ2; λ + κ1/µ, µ; k)の解となる。

第六パンルヴェ方程式の対称性W (D
(1)
4 )のディンキン図式D

(1)
4 の真ん中の頂

点に対応する変換 s2は、式としては

s2 : θ0 → κ1 + θ0, θ1 → κ1 + θ1, θt → κ1 + θt, θ∞ → −κ2,(48)

λ → λ + κ1/µ, µ → µ, t → t.

で与えられるが、これが ν = κ1についてのmiddle convolutionから実現された
ことになる。
よって、フックス型微分方程式系DY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k)の解が求められれば、

岡本変換 s2によって得られるフックス型微分方程式系DY (θ̃0, θ̃1, θ̃t, θ̃∞; λ̃, µ̃; k̃)の
解の積分表示を得ることができる。ところで、微分方程式(21)の解はθ0, θ1, θt, θ∞ ∈
Z+ 1

2
の場合にはHermite-Krichever仮設法により求められる ([19])。この解を用い

てTheorem 3を適用することにより、θ0, θ1, θt, θ∞ ∈ Zかつθ0+θ1+θt+θ∞ ∈ 2Z+1

の場合に解の積分表示を得ることができる ([20])。rigidとは限らない場合でも「可
積分」となり得るのである。

ν = κ2の場合には、以下の定理と系が得られる。

Theorem 4. ([21])

λ̃ = λ − κ2

µ − θ0

λ
− θ1

λ−1
− θt

λ−t

, µ̃ =
κ2 + θ0

λ̃
+

κ2 + θ1

λ̃ − 1
+

κ2 + θt

λ̃ − t
+

κ2

λ − λ̃
,(49)



とおく。Y = t(y1(z), y2(z))がフックス型微分方程式系DY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k)の
解ならば、以下で定義される関数 Ỹ = t(ỹ1(z), ỹ2(z))はそれぞれの i ∈ {0, 1, t,∞}
に対してDY (κ2 + θ0, κ2 + θ1, κ2 + θt, κ2 + θ∞; λ̃, µ̃; k)の解となる。

ỹ1(z) =

∫
[αz ,αi]

dy1(w)

dw
(z − w)κ2dw,

(50)

ỹ2(z) =
κ2λ(λ − 1)(λ − t)

k(λ − λ̃)

∫
[αz ,αi]

{
dy1(w)

dw
− µy1(w)

λ − w
+

µ

κ1

dy1(w)

dw

}
(z − w)κ2dw.

Corollary 5. ([14, 21]) y1(z)がフックス型微分方程式Dy1(θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ)の
解であれば、

ỹ(z) =

∫
[αz ,αi]

y1(w)(z − w)κ2−1dw,(51)

はDy1(κ2 + θ0, κ2 + θ1, κ2 + θt, κ2 + θ∞; λ̃, µ̃)の解である。ここで、λ̃, µ̃は式 (49)

により定まるものである。

この系はNovikov([14])によって別の方法で得られたものと一致する。
µを固定して λ → 0という極限を考えるとホインの微分方程式についての定理

が得られる。

Theorem 6. ([11, 21])

(µ − α)(µ − β) = 0, γ′ = γ + 1 − µ, δ′ = δ + 1 − µ, ϵ′ = ϵ + 1 − µ,(52)

α′ = 2 − µ, β′ = −2µ + α + β + 1,

q′ = q + (1 − µ)(ϵ + δt + (γ − µ)(t + 1)),

とおき、v(w)をホインの微分方程式

(53)
d2v

dw2
+

(
γ′

w
+

δ′

w − 1
+

ϵ′

w − t

)
dv

dw
+

α′β′w − q′

w(w − 1)(w − t)
v = 0,

の解とする。それぞれの i ∈ {0, 1, t,∞}に対して

y(z) =

∫
[αz ,αi]

v(w)(z − w)−µdw(54)

は次のホインの微分方程式の解となる。

(55)
d2y

dz2
+

(
γ

z
+

δ

z − 1
+

ϵ

z − t

)
dy

dz
+

αβz − q

z(z − 1)(z − t)
y = 0.

この定理は、Kazakovと Slavyanovによって [11]で得られたものと本質的に同
じものになっているが、導出法は異なっている。他の極限でもホインの微分方程
式の積分変換が出てくるが、第六パンルヴェ方程式の初期値空間を用いると記述
がすっきりとなる ([21])。

Theorem 6において、γ, δ, ϵ, α+1/2, β+1/2 ∈ Zならばγ′, δ′, ϵ′, α′−β′ ∈ Z+1/2

が成立する。また、γ′, δ′, ϵ′, α′ − β′ ∈ Z + 1/2のときのホインの微分方程式 (53)



では有限帯ポテンシャルに関連する解が知られており、モノドロミーの計算など
も試みられている ([23, 7, 16, 17, 18])。よって、ホインの微分方程式 (55)におい
て γ, δ, ϵ, α + 1/2, β + 1/2 ∈ Zの場合に、γ′, δ′, ϵ′, α′ − β′ ∈ Z + 1/2のときの有限
帯ポテンシャルに関連する解を用いることで積分 (54)の形の解が得られる。

6. Middle convolutionによるサイズの縮小化

(A0, A1, . . . , Ar)が一組与えられたとき、additionとmiddle convolutionを繰り
返すことで行列のサイズを小さくしていって微分方程式を簡易化していき、行き着
く先を調べる。実際には、(A0, A1, . . . , Ar)からadditionにより各Ai (i = 1, . . . , r)

の kernel(固有値 0の固有空間)を大きくし、A0 − νのKernelが大きくなるよう
に νを選んでmiddle convolutionmcν を施す、という操作を繰り返す。行き着く
先に関して次の定理が成立する。

Theorem 7. ([15] (c.f. [13]) 既約な (A0, A1, . . . , Ar)に対し、additionとmiddle

convolutionを繰り返すことで、次元ベクトルmの行き着く先は以下のようにな
る。
(1) Index of rigidityが 2の場合にはm = (1)に帰着される。
(2) Index of rigidityが 0の場合、ある正の数 dについての以下のいずれかに対応
する。

(56) m =


(d, d; d, d; d, d; d, d) D

(1)
4 case, (r = 3)

(d, d, d; d, d, d; d, d, d) E
(1)
6 case, (r = 2)

(2d, 2d; d, d, d, d; d, d, d, d) E
(1)
7 case, (r = 2)

(3d, 3d; 2d, 2d, 2d; d, d, d, d, d, d) E
(1)
8 case, (r = 2)

(3) (1), (2)以外の場合、つまり index of rigidityが負の数になる場合、その数を
決めると次元ベクトルmは有限個のパターンのいずれかに帰着される。たとえば
index of rigidityが−2の場合にはm = (1, 1; 1, 1; 1, 1; 1, 1; 1, 1)など 13個の場合
のいずれかに帰着され、m = (1, 1; 1, 1; 1, 1; 1, 1; 1, 1)には確定特異点５点の 2× 2

のフックス型微分方程式系の一般形が対応する。

(1)に対応する主張はKatzによって得られていたが、Theorem 7ではリジッド
でない場合にも拡張されている。リジッドな常微分方程式として、超幾何微分方
程式以外には Jordan-Pochhammerの微分方程式や一般超幾何級数 rFr−1(z)の満
たす r階の微分方程式がある。ここで、Jordan-Pochhammerの微分方程式とは、
b, c ∈ {t1, . . . , tr,∞}としたときに

(57) y(z) =

∫ c

b

(w − z)ρ−1(w − t1)
α1(w − t2)

α2 . . . (w − tr)
αrdw

が満たす単独 r階線形常微分方程式である。一般超幾何級数 rFr−1(z)は

rFr−1(z) = rFr−1

(
α1, α2, . . . , αr

β1, . . . , βr−1
; z

)
=

∞∑
j=0

(α1)j(α2)j . . . (αr)j

j!(β1)j . . . (βr−1)j

zj,(58)

(α)j = α(α + 1) . . . (α + j − 1),



で与えられる関数であり、積分表示をもっている。
なお、Theorem 7では帰着されるmに対するドリーニュ・シンプソン問題の可

解性には触れられていない。

7. Crawley-Boeveyによるドリーニュ・シンプソン問題の解答

7.1. Crawley-Boeveyの定理. Crawley-Boeveyは、加法的ドリーニュ・シンプ
ソン問題に対する解答を以下のディンキン図形をもつ一般化対称カルタン行列C

から決まるKac-Moodyリー代数のルート系を用いて与えた。
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Cの行と列にはそれぞれ頂点の集合 I = {o}∪{[i, j] | 0 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ni−1}が
対応し、対角成分はCvv = 2 (v ∈ I)であり、非対角成分は一つの辺で結ばれている
か否かで−1か0とする。v ∈ Iに関するZI（各成分が整数であるIで添字付けされ
た列ベクトルの集合）における reflection sv : ZI → ZIを sv(α) = α−(ϵT

v Cα)ϵvで
定義し、reflectionから生成される群をワイル群と呼ぶ。ここで ϵvはv成分のみが1

である単位ベクトルとする。Fundamental regionとは、α ∈ ZI
≥0で support（0でな

い成分）はディンキン図形において連結であり、ベクトルCαの各成分は 0以下で
あるものたちの集合とする。Cに付随する rootの集合は、ϵv (v ∈ I)、fundamental

regionの元たちと、これらのベクトルのワイル群による像および符号を一斉に反
転させたものとして実現される。ϵv (v ∈ I)から移される rootを real rootと呼び、
fundamental regionから移される rootを imaginary rootと呼ぶ。µ ∈ CI に対し
てR+

µ を、positive root(α ∈ ZI
≥0で rootとなるもの)で µ ·α :=

∑
v∈I µvαv = 0を

みたすものたちの集合とする。α ∈ ZI に対して p(α) = 1 − 1
2
αTCα ∈ Zとする。

すると、root αに対しては p(α) ≥ 0が成立し、等号成立条件はちょうどαが real

rootになることである。Σµを、α ∈ R+
µ で α = β(1) + β(2) + . . . というR+

µ の元
による２つ以上の和に書けるときには必ず p(α) > p(β(1)) + p(β(2)) + . . . をみた
す αたちの集合とする。

Theorem 8. (Crawley-Boevey [3]) α ∈ ZI を αo = nと α[i,j] =
∑ni

l=j+1 mi,lで定
め、µ ∈ CI を µo = −

∑r
i=0 λi,1と µ[i,j] = λi,j − λi,j+1で定める。加法的ドリー

ニュ・シンプソン問題が解をもつ（(1)をみたす既約なAi ∈ Ciが存在する）ため
の必要十分条件は、α ∈ Σµとなることである。

αが real rootのときには一斉相似変換を除いて加法的ドリーニュ・シンプソン
問題の解はただ一つであり、αが imaginary rootのときには一斉相似変換を除い
ても既約な解が無限個存在する。



この定理は、加法的ドリーニュ・シンプソン問題の可解性をさきほどのディン
キン図形から決まる quiverに関するある quiver varietyの実在性の問題に言い換
えて [2]での結果に帰着させて証明されているようであるが、[2]はドリーニュ・
シンプソン問題とは無関係に書かれたようである。
ところで、ZIには reflectionでKac-Moodyルート系のワイル群の構造が入って

いるのだが、ワイル群の構造に関してKacによる本 ([9])に載っている定理より、
positive imaginary rootに対してそれを reflectionで移していったときに funda-

mental regionの中に移る先は存在して唯一である。また、次元ベクトルに対する
middle convolutionはワイル群の合成で実現できる。よって、middle convolution

の合成によって次元ベクトルを小さくしていったときに行き着く先の次元ベクト
ルは、middle convolutionの合成の仕方に依らずに一意に決まる。しかし、固有
値たちの行き着く先は一般に一意に決まらない。例えばD

(1)
4 型では、5.2節での

変換によって固有値たちの行き着く先が変化しうる。

7.2. 各固有空間の次元の最大公約数が 1にならない場合のドリーニュ・シンプソ
ン問題. Index of rigidityの定義より、idxm = lならば次元ベクトル dm (dは 2

以上の整数)に対応する行列の組の index of rigidityは、idx(dm) = d2lとなるこ
とが従う。とくに、idx(m) = 0 ⇔ idx(dm) = 0、idx(m) < 0 ⇔ idx(dm) < 0

が成り立つ。次元ベクトルmを固定したときにドリーニュ・シンプソン問題が
genericに可解であるということを、トレースの和 = 0という条件をみたす固有
値の組 λに対して、それ以外の有限個の (λ1,1, . . . )についての超平面の外ではド
リーニュ・シンプソン問題の解が存在するということで定める。

Theorem 9. ([15]) 次元ベクトルmの最大公約数は 1とし、dは 2以上の整数と
する。
(1) idx(dm) = 0ならば、dmに対するドリーニュ・シンプソン問題はどんな固有
値の組 λに対しても解が存在しない。
(2) idx(dm) < 0ならば、「dmに対するドリーニュ・シンプソン問題が genericに
可解である」は「mに対するドリーニュ・シンプソン問題が genericに可解であ
る」ことは同値となる。

Theorem 9(1)より、index of rigidityが 0で既約な (A0, A1, . . . , Ar)に対し、
additionとmiddle convolutionを繰り返すことで次元ベクトルmの行き着く先は

(59) m =


(1, 1; 1, 1; 1, 1; 1, 1) D

(1)
4 case,

(1, 1, 1; 1, 1, 1; 1, 1, 1) E
(1)
6 case,

(2, 2; 1, 1, 1, 1; 1, 1, 1, 1) E
(1)
7 case,

(3, 3; 2, 2, 2; 1, 1, 1, 1, 1, 1) E
(1)
8 case,

のいずれかになることがわかる。これはKostovによって別方法で本質的に得ら
れている。

7.3. 固有値がすべて 0の場合. R+
µ ⊂ R+

0 = { positive root全体 }より、与えられ
た次元ベクトルmに対して固有値がすべて 0の場合にドリーニュ・シンプソン問



題が解をもてば、トレース= 0の条件をみたすすべての固有値の場合についても
解をもつ。
固有値がすべて 0の場合 (nilpotent case)のドリーニュ・シンプソン問題につい

ては、次元ベクトルmが fundamental regionに入る rootになることが必要条件
となる。言い換えると、次元ベクトルmが additionとmiddle convolutionでサ
イズが小さくできないことが必要条件となる。
次元ベクトルmが fundamental regionに入る rootである場合については、以

下の��のパターンでは解をもたず、それ以外の場合は解をもつ。
� アフィンルート系の imaginary rootで、次元ベクトルmの最大公約数が 1で
ない場合（以下で d ≥ 2）。このときは任意の固有値でドリーニュ・シンプソン問
題は解をもたない。

(60) m =


(d, d; d, d; d, d; d, d) D

(1)
4 case, (r = 3)

(d, d, d; d, d, d; d, d, d) E
(1)
6 case, (r = 2)

(2d, 2d; d, d, d, d; d, d, d, d) E
(1)
7 case, (r = 2)

(3d, 3d; 2d, 2d, 2d; d, d, d, d, d, d) E
(1)
8 case, (r = 2)

� Kostovが almost specialと呼んでいる場合。これは、以下で d ≥ 2の場合。こ
のときは、genericな固有値でドリーニュ・シンプソン問題は解をもつ。

(61) m =


(d, d − 1, 1; d, d; d, d; d, d)
(d, d, d − 1, 1; d, d, d; d, d, d)
(2d, 2d; d, d, d, d − 1, 1; d, d, d, d)
(3d, 3d; 2d, 2d, 2d; d, d, d, d, d, d − 1, 1)

8. 不確定特異点をもつ場合のmiddle convolution

8.1. 背景. 不確定特異点を含みうる線形常微分方程式系

(62)
dY

dz
=

(
−

m0∑
j=1

A
(0)
j zj−1 +

r∑
i=1

mi∑
j=0

A
(i)
j

(z − ti)j+1

)
Y, Y ∈ V = Cn

を考察していく。A
(i)
j はすべて n× n行列としている。特異点は z = t1, . . . , tr,∞

である。mi = 0 (i ̸= 0)ならば、z = tiは確定特異点であり、m0 = 0ならば z = ∞
は確定特異点である、とくに、m0 = · · · = mr = 0の場合は Fuchs型微分方程式
系となり、前に考察したものとなっている。
さて、川上拓志は、(∞以外の)不確定特異点も含む場合のmiddle convolution

を、一般化大久保型方程式に帰着させることで考察した ([12])。ここで、大久保
型方程式とは

(63) (zIn − T )
dΨ

dz
= AΨ,

という形の微分方程式で、T は対角行列としたものである。T が対角行列（また
は対角化可能な行列）とすると、T の固有値が確定特異点となる。また、z = ∞
も確定特異点となっている。一般大久保型方程式とは、微分方程式 (63)であって
T に条件をつけないものである。T の固有値 tが半単純でない、つまり固有値 tの



固有空間の次元とその広義固有空間の次元が異なるとき、一般に z = tは不確定
特異点となってしまう。また、z = ∞は確定特異点となっている。
大久保型方程式では convolutionに対応するオイラー変換は記述しやすい。つ

まり、パラメーター µに付随するオイラー変換の結果は、式 (63)では右辺の行列
をA + µInと変えたものとなっている。川上はこの命題を念頭におき、[12]にて
(∞以外の)不確定特異点も含む場合のmiddle convolutionを、一般大久保型方程
式に対応させることで考察した。そこでは、一般大久保型方程式 (63)からm0 = 0

の場合の微分方程式 (62)への対応を構築しており、その全射性が重要性をもって
いる。
本稿では、不確定特異点も含む場合のmiddle convolutionを一般大久保型方程

式を経由せずに直接定義していく。直接定義のメリットは、m0 ̸= 0の場合にも
定義できること、および商空間をとり方が明示的であることである。

A = (A
(0)
m0 , . . . , A

(0)
1 , A

(1)
m1 , . . . , A

(1)
0 , A

(2)
m2 , . . . , A

(r)
0 )とおく。Aに対して、convo-

lution(商空間をとる前)、middle convolutionを定義していく。

8.2. Convolutionとオイラー変換. A = (A
(0)
m0 , . . . , A

(0)
1 , A

(1)
m1 , . . . , A

(r)
0 )と書き

(A
(i)
j ∈ End(V ))、V ′ = V ⊕M = CnM , M = r +

∑r
i=0 mi, µ ∈ Cとしたとき、

cµ(A) = Ã = (Ã
(0)
m0 , . . . , Ã

(0)
1 , Ã

(1)
m1 , . . . , Ã

(r)
0 ), Ã

(i)
j ∈ End(V ′) = CnM×nM を以下の

ように定義する。（空白部分は 0とする。）

Ã(0)
m0

=


A

(0)
m0 · · ·A(0)

2 A
(0)
1 A

(1)
m1 · · · A

(1)
0 A

(2)
m2 · · · · · · A

(r)
0

 ,(64)

Ã
(0)
j =



µ
. . .

µ

m0−j

A
(0)
m0 · · ·A(0)

2 A
(0)
1 A

(1)
m1 · · · A

(1)
0 A

(2)
m2 · · · · · · A

(r)
0


,

Ã(i)
mi

=



m0+(m1+1)+···+(mi−1+1)

A
(0)
m0 · · · A

(i)
mi · · · A

(i)
1 A

(i)
0 + µ A

(i+1)
mi+1 · · · A

(r)
0


,(65)



Ã
(i)
j =



m0+(m1+1)+···+(mi−1+1)

µ
. . .

µ

mi−j

A
(0)
m0 · · · A

(i)
mi · · · A

(i)
1 A

(i)
0 + µ A

(i+1)
mi+1 · · · A

(r)
0


.

これを成分を用いて書く。

V ′ = CnM = Cnm0 ⊕
r⊕

i=1

Cn(mi+1) ∋



v
(0)
m0

...

v
(0)
1

v
(1)
m1

...

v
(r)
0


,



v
(0)
m0

′

...

v
(0)
1

′

v
(1)
m1

′

...

v
(r)
0

′


= Ã

(i)
j



v
(0)
m0

...

v
(0)
1

v
(1)
m1

...

v
(r)
0



(66)

とおくと、i = 0のときは

v
(i′)
j′

′ =


µv

(0)
j′−j i′ = 0, j′ > j,∑r

i0=0

∑mi0
j0=δi0,0

A
(i0)
j0

v
(i0)
j0

i′ = 0, j′ = j,

0 その他,

(67)

i ̸= 0のときは

v
(i′)
j′

′ =


µv

(i)
j′−j i′ = i, j ′ > j,

µv
(i)
0 +

∑r
i0=0

∑mi0
j0=δi0,0

A
(i0)
j0

v
(i0)
j0

i′ = i, j ′ = j,

0 その他.

(68)

となる。
次のPropositionは、行列の convolutionはオイラー変換に対応していることを

示している。

Proposition 10. ([22]) Y =

 y1(z)
...

yn(z)

は、微分方程式

(69)
dY

dz
=

(
−

m0∑
j=1

A
(0)
j zj−1 +

r∑
i=1

mi∑
j=0

A
(i)
j

(z − ti)j+1

)
Y



の解とする。
(i) γを適切な径路とし、CnM に値をとる関数 U を

U =



U
(0)
m0 (z)

...

U
(0)
1 (z)

U
(1)
m1 (z)

...

U
(r)
0 (z)


,

U
(0)
j (z) = −

(j=1,...m0)


∫

γ
wj−1y1(w)(z − w)µdw

...∫
γ
wj−1yn(w)(z − w)µdw

,(70)

U
(i)
j (z) =

(i ̸=0)


∫

γ
(w − ti)

−j−1y1(w)(z − w)µdw
...∫

γ
(w − ti)

−j−1yn(w)(z − w)µdw

(71)

で定義すると、これは

(72)
dU

dz
=

(
−

m0∑
j=1

Ã
(0)
j xj−1 +

r∑
i=1

mi∑
j=0

Ã
(i)
j

(x − ti)j+1

)
U.

の解となる。
(ii) µ = −N − 1, N ∈ Z≥0ならば、

(73) U
(0)
j (z) = −

(
d

dz

)N

zj−1Y, U
(i)
j (z) =

(
d

dz

)N
Y

(z − ti)j+1
, (i ̸= 0)

としたときの U は微分方程式 (72)の解となる。

8.3. Convolutionでの部分空間. Middle convolutionを定めるために商空間を決
めよう。V ′ = V ⊕M = CnM の部分空間を以下のように定める。

K(i) =
(i=1,...,r)





...
0

v
(i)
mi

v
(i)
mi−1
...

v
(i)
0

0
...




A

(i)
mi A

(i)
mi−1 . . . A

(i)
0

0 A
(i)
mi . . . A

(i)
1

0 0
. . .

...

0 · · · 0 A
(i)
mi




v
(i)
mi

v
(i)
mi−1
...

v
(i)
0

=


0
0
...
0




,(74)

K =
r⊕

i=1

K(i), L(0) =





v
(0)
m0

...

v
(0)
1

v
(1)
m1

...

v
(r)
0


r∑

i=0

mi∑
j=δi,0

A
(i)
j v

(i)
j = 0


,



L(µ) =
(µ ̸= 0)





v
(0)
m0

...

v
(0)
1

v
(1)
m1

...

v
(r)
0



v
(i)
j = 0 (i ̸= 0, j ̸= 0),

v
(1)
0 = · · · = v

(r)
0 = −ℓ,

A
(0)
m0 . . . A

(0)
1 A

(0)
0 −µ

0 A
(0)
m0 . . . A

(0)
1

0 0
. . .

...

0 · · · 0 A
(0)
m0




v
(0)
m0

...

v
(0)
1

ℓ

 =


0
...
0
0




.

Proposition 11. ([22]) KとL(µ)は ⟨Ã⟩の作用で不変である。つまり、Ã
(i)
j K ⊂ K

と Ã
(i)
j L(µ) ⊂ L(µ)がすべての i, jで成立する。

Proof. Kに関しての証明を与えておく。v = (v
(0)
m0 . . . v

(0)
1 v

(1)
m1 . . . v

(r)
0 )T ∈ Kとし

よう。すると、(v
(0)
m1 . . . v

(0)
1 )T = 0と (v

(i)
mi . . . v

(i)
0 )T ∈ K(i)(⊂ V (i))が i = 1, . . . , r

で成立する。よって、
∑m0

j=1 A
(0)
j v

(0)
j = 0と

∑mi

j=0 A
(i)
j v

(i)
j = 0が i = 1, . . . , rに対し

て成り立つ。Ã
(i)
j の定義より、i′ ̸= iのときの Ã

(i)
j vの (i′)成分は 0となる。Ã

(i)
j v

(i ̸= 0)の (i)成分は

Ã
(i)
j v =



µv
(i)
mi−j
...

µv
(i)
1

µv
(i)
0 +

∑r
i′=0

∑mi′
j′=δi′,0

A
(i′)
j′ v

(i′)
j′

0
...


= µ



v
(i)
mi−j
...

v
(i)
1

v
(i)
0

0
...


,(75)

と書け、(v
(i)
mi . . . v

(i)
0 )T ∈ K(i) より (v

(i)
mi−j . . . v

(i)
0 0 . . . )T ∈ K(i) が従う。よっ

て、i = 1, . . . , rに対して Ã
(i)
j v ∈ Kが成り立つ。また、(v

(0)
m0 . . . v

(0)
1 )T = 0から

Ã
(0)
j v = 0 ∈ Kが成り立つ。 ¤

8.4. Middle convolution. Convolution cµ(A) = Ã = (Ã
(0)
m0 , . . . , Ã

(0)
1 , Ã

(1)
m1 , . . . , Ã

(r)
0 )

での各成分は V ′ = CnM への作用として定義されていたが、さきほどのProposi-

tionより、Ãの各成分はK+L(µ)に閉じて作用する。よって、V ′/(K+L(µ))に
も作用が定義できる。
ベクトル空間 V ′/(K + L(µ))への Ãの作用をmcµ(A)と記す。V ′/(K + L(µ))

を作用込みでmcµ(V )(= mcµ(Cn))と記し、ベクトル空間 V の µに関するmiddle

convolutionと呼ぶ。DettweilerとReiterが [4]にてフックス型微分方程式（とその
モノドロミー）に対して理論展開したものと同様に、以下の命題たちが成り立つ。

Proposition 12. ([22]) (i) µ ̸= 0ならば、K ∩ L(µ) = {0}.
(ii) µ = 0ならば、K ⊂ L(µ).

Proposition 13. ([22])
∪r

i′=0

∪mi′
j′=δi′,0

Im(A
(i′)
j′ ) = V が成立するならば、写像

(76) (v(0)
m0

. . . v
(0)
1 v(1)

m1
. . . v

(r)
0 )T 7→

r∑
i=0

mi∑
j=δi,0

A
(i)
j v

(i)
j



は同型mc0(V ) ≃ V を与える。

Proposition 14. ([22]) (i) V が既約ならば、mcµ1(V )も既約。
(ii) V が既約ならば、V ≃ mc−µ(mcµ(V )).

Conjecture 1. V が既約ならば、mcµ1+µ2(V ) ≃ mcµ2(mcµ1(V )).

8.5. Addition. µ = (µ
(0)
m0 , . . . , µ

(0)
1 , µ

(1)
m1 , . . . , µ

(r)
0 ) ∈ CM とし、

Mµ(A) = (A(0)
m0

+ µ(0)
m0

In, . . . , A
(0)
1 + µ

(0)
1 In, A

(1)
m1

+ µ(1)
m1

In, A
(r)
0 + µ

(r)
0 In)(77)

をAの µに付随する additionと呼ぶ。これは、微分方程式

(78)
dY

dz
=

(
−

m0∑
j=1

A
(0)
j zj−1 +

r∑
i=1

mi∑
j=0

A
(i)
j

(z − ti)j+1

)
Y

の解において、以下のように関数倍する変換に対応する。

Y 7→ exp

(
−

m0∑
j=1

µ
(0)
j

j
zj −

r∑
i=1

mi∑
j=1

µ
(i)
j

j(z − ti)j+1

)
r∏

i=1

(z − ti)
µ

(i)
0 Y.(79)

8.6. Index of rigidity. A = (A
(0)
m0 , . . . , A

(0)
1 , A

(1)
m1 , . . . , A

(r)
0 ), A

(i)
j ∈ End(V )と

し、A(i) ∈ End(V ⊕(mi+1)) (i = 0, . . . , r)を

A(i) =


A

(i)
mi A

(i)
mi−1 . . . A

(i)
0

0 A
(i)
mi . . . A

(i)
1

0 0
. . .

...

0 · · · 0 A
(i)
mi

 ,(80)

で定める。ただし、A
(0)
0 = −(A

(1)
0 + . . . A

(r)
0 )である。C(i)を、End(V ⊕(mi+1))の

部分空間として以下で定める。

C(i) =

C(i)=


C

(i)
mi C

(i)
mi−1 . . . C

(i)
0

0 C
(i)
mi . . . C

(i)
1

0 0
. . .

...

0 · · · 0 C
(i)
mi


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ A(i)C(i) = C(i)A(i)

 .(81)

このとき、

idx(A) =
r∑

i=0

dim(C(i)) −

((
r∑

i=0

mi

)
+ r − 1

)
(dim(V ))2(82)

を、Aの index of rigidityと呼ぶ。条件A(i)C(i) = C(i)A(i)は
k∑

l=0

(
A

(i)
mi−lC

(i)
mi−(k−l) − C

(i)
mi−(k−l)A

(i)
mi−l

)
= 0, k = 0, . . . ,mi.(83)

と書き換えられ、この表示より以下の Propositionが成立する。

Proposition 15. Index of rigidityはadditionにより不変である。つまり idx(Mµ(A)) =

idx(A)がすべての µ ∈ CM で成り立つ。



Conjecture 2. V が既約ならば、index of rigidityはmiddle convolutionにより
不変である。つまり、idx(mcµ(A)) = idx(A)がすべての µ ∈ Cで成り立つ。

これから、条件式 (83)を iを固定してmi = 1の場合に調べる。添え字 (i)を省
略すると条件式は

A1C1 = C1A1, A1C0 − C0A1 + A0C1 − C1A0 = 0.(84)

と書き換えられる。
以下、A1は半単純とする。このとき、ある正則行列 P を用いて

P−1A1P =


d1In1 0 . . . 0

0 d2In2 . . . 0

0 0
. . .

...
0 · · · 0 dkInk

 ,(85)

(diは相異なる)とできる。P−1A0P での対応する対角ブロックも半単純と仮定す
る。対角ブロックを対角化することで、

Q−1P−1A0PQ =


A

[1,1]
0 A

[1,2]
0 . . . A

[1,k]
0

A
[2,1]
0 A

[2,2]
0 . . . A

[2,k]
0

...
...

. . .
...

A
[k,1]
0 A

[k,2]
0 . . . A

[k,k]
0

 , Q =


Q[1] 0 . . . 0
0 Q[2] . . . 0

0 0
. . .

...
0 · · · 0 Q[k]

 ,

(86)

A
[l,l]
0 =


dl,1Inl,1

0 . . . 0
0 dl,2Inl,2

. . . 0

0 0
. . .

...
0 · · · 0 dl,kl

Inl,kl

 , dl,i ̸= dl,j (i ̸= j).

を満たすような正則行列Qをとることができる。また、Q−1P−1A1PQ = P−1A1P

が成立する。A1C1 = C1A1より、C1は

Q−1P−1C1PQ =


C

[1]
1 0 . . . 0

0 C
[2]
1 . . . 0

0 0
. . .

...

0 · · · 0 C
[k]
1

 ,(87)

C
[l]
1 =


C

[l],[1,1]
1 C

[l],[1,2]
1 . . . C

[l],[1,kl]
1

C
[l],[2,1]
1 C

[l],[2,2]
1 . . . C

[l],[2,kl]
1

...
...

. . .
...

C
[l],[kl,1]
1 C

[l],[kl,2]
1 . . . C

[l],[kl,kl]
1

 ,



と書ける。ここでC
[l]
1 は nl × nl行列、C

[l],[i,j]
1 は nl,i × nl,j行列である。

Q−1P−1C0PQ =


C

[1,1]
0 C

[1,2]
0 . . . C

[1,k]
0

C
[2,1]
0 C

[2,2]
0 . . . C

[2,k]
0

...
...

. . .
...

C
[k,1]
0 C

[k,2]
0 . . . C

[k,k]
0

 ,(88)

と記すと、A1C0 − C0A1 + A0C1 − C1A0 = 0より C
[l],[i,j]
1 = 0 (i ̸= j)と C

[i,j]
0 =

−(A
[i,j]
0 C

[j]
1 − C

[i]
1 A

[i,j]
0 )/(di − dj) (i ̸= j)が成立することがわかる。よって、独立

なパラメーターはC
[l],[i,i]
1 とC

[i,i]
0 の各成分であり、その次元は

k∑
l=1

kl∑
j=1

(nl,j)
2 +

k∑
l=1

(nl)
2(89)

である。
これより、A1とA0がさきほどの仮定をみたし d1 = 0かつ d1,1 = 0のときに、

Kの定義で出てきた以下の条件を調べていく。

A1v0 = 0, A1v1 + A0v0 = 0.(90)

ここで

v1 = Q−1P−1

 v1,1
...

v1,n

 , v0 = Q−1P−1

 v0,1
...

v0,n

 ,(91)

とおく。A1v0 = 0より v0,i = 0 (i > n1)が成立し、さらに

(A0v0)i =

{
0, i ≤ n1,1,
d1,jv0,i, n1,1 + · · · + n1,j−1 < i ≤ n1,1 + · · · + n1,j−1 + n1,j,

(92)

が i ≤ n1のときに満たされる。他方、

(A1v1)i =

{
0, i ≤ n1,
djv1,i, n1 + · · · + nj−1 < i ≤ n1 + · · · + nj−1 + nj,

(93)

より、A1v1 + A0v0 = 0から v0,i = 0 (n1,1 < i ≤ n1)が成立し、v1,i (n1 < i)もそ
れぞれ定まる。よって、v0,1, . . . , v0,n1,1 , v1,1, . . . , v1,n1が独立にとれる変数であり、
式 (90)をみたすベクトル v0, v1たちのなす空間の次元は n1 + n1,1である。
ここでの設定のもとでmiddle convolutionを行った結果の行列を記述する。Ã1,

Ã0をmiddle convolutionを行ったのちの商空間での行列表示とする。Ã1を対角



化することで、ある正則行列Rを用いて

R−1Ã1R =


d2In2 0 · · · · · · 0

0
. . . 0

. . . 0
... 0 dkInk

0 0
...

. . . 0 0 0
0 · · · · · · 0 0

 , Ã′=

(d1,2+µ)In1,2 0 0

0
. . . 0

0 0 (d1,k1+µ)In1,k1

 ,

(94)

R−1Ã0R =


A

[2,2]
0 + 2µIn2 ∗ · · · · · · ∗

∗ . . . ∗ . . . ∗
... ∗ A

[k,k]
0 + 2µInk

∗ ∗
...

. . . ∗ Ã′ 0
∗ · · · ∗ 0 0

 ,

とできる。よって、A1の固有値の集合と Ã1の固有値の集合は一致し、その重複
度は 0固有値以外では一致している。0固有値の重複度の違いは、A1と Ã1のサ
イズの違いに対応している。i ̸= 1のとき、A1の固有値 diでの固有空間のブロッ
クにおけるA0（つまりA

[i,i]
0 ）の固有値 αでの固有空間の次元と、Ã1の固有値 di

での固有空間のブロックにおける Ã0の固有値 α + 2µでの固有空間の次元は等し
くなる。α ̸= 0のとき、α + µ ̸= 0という条件のもとでA1の固有値 d1での固有空
間のブロックにおけるA0の固有値αでの固有空間の次元と、Ã1の固有値 d1での
固有空間のブロックにおける Ã0の固有値 α + µでの固有空間の次元は等しくな
る。また、ñを行列 Ã0のサイズとすると、A1の固有値 d1での固有空間のブロッ
クにおけるA0の固有値 0での固有空間の次元と ñ− n1,1の和は、Ã1の固有値 d1

での固有空間のブロックにおける Ã0の固有値 0での固有空間の次元と等しくな
る。mi = 0のときに固有値の重複度を次元ベクトル ni = (n1, n2, . . . , nk) のよう
な形で表したが、mi = 1のときでA1, A0がここまでで述べた形であるとき、次
元ベクトルに対応するものを

(95) (n1, n2, . . . , nk) − ((n1,1, . . . , n1,k1), (n2,1, . . . , n2,k2), . . . , (nk,1, . . . , nk,kk
))

と記す。m1 = 1で他のmi (i ̸= 1)が 0となっているとき、middle convolutionと
additionを繰り返して行列のサイズを小さくしていったときの行き着く先として、
次の Propositionが成り立つ。

Proposition 16. ([22]) m1 = 1かつm0 = m2 = · · · = mr = 0とし、既約性と半
単純性を仮定し、固有値たち λは genericとする。
(i) もし idx(A) = 2ならば、Aはmiddle convolutionと additionを繰り返すこと
により、 r = 1, A

(1)
1 = A

(1)
0 = 0という自明な場合に帰着される。

(ii) もし、idx(A) = 0ならば、Aはmiddle convolutionと additionを繰り返すこ



とにより、以下のいずれかに帰着される。

D
(1)
4 : (l, l) − ((l), (l)), (l, l), (l, l)(96)

E
(1)
6 : (l, l, l) − ((l), (l), (l)), (l, l, l)

E
(1)
7 : (l, l, l, l) − ((l), (l), (l), (l)), (2l, 2l)

(2l, 2l) − ((l, l), (l, l)), (l, l, l, l)

(3l, 2l) − ((l, l, l), (2l)), (l, l, l, l, l)

E
(1)
8 : (2l, 2l, 2l) − ((l, l), (l, l), (l, l)), (3l, 3l)

(3l, 3l, 2l) − ((l, l, l), (l, l, l), (2l)), (4l, 4l)

(5l, 4l, 3l) − ((l, l, l, l, l), (2l, 2l), (3l)), (6l, 6l)

(5l, 4l) − ((l, l, l, l, l), (2l, 2l)), (3l, 3l, 3l)

(3l, 3l) − ((l, l, l), (l, l, l)), (2l, 2l, 2l)

(5l, 3l) − ((l, l, l, l, l), (3l)), (2l, 2l, 2l, 2l)

(4l, 3l) − ((2l, 2l), (3l)), (l, l, l, l, l, l, l)

m0 = m1 = · · · = mr = 0のときの (ii)に対応するものは (59)で述べられてい
る４つの場合で、さらに既約性により最大公約数 lは 1となる。Proposition 16

(ii)でのリストにおいて、l ≥ 2の場合で既約なものが存在するかは不明であり、
そもそも l = 1の場合でも不明である。
例として、r = 1, m0 = 0, m1 = 1で 2 × 2の場合で、A

(1)
1 , A

(1)
0 のそれぞれの

固有値が相異なる場合を考える。このときの index of rigidityは 2であり、フッ
クス型のときでは rigidな場合に対応する。A

(1)
1 を対角化し、A

(1)
1 , A

(1)
0 の両方に

additionを施すことにより

(97) A
(1)
1 =

(
0 0
0 β

)
, A

(1)
0 =

(
0 a1,2

a2,1 a2,2

)
,

とおくことができる。これに対応する微分方程式 dY/dz = (A
(1)
1 /z2 + A

(1)
0 /z)Y

は、z = 1/xと変数変換することでクンマーの合流型超幾何微分方程式に帰着さ
れる。ところで

(98)

(
A

(1)
1 A

(1)
0

0 A
(1)
1

)
=


0 0 0 a1,2

0 β a2,1 a2,2

0 0 0 0
0 0 0 β


の kernelは 2次元となり、dim(K) = 2となる。もし A

(1)
0 が 0固有値をもてば、

A
(1)
1 , A

(1)
0 は同時固有ベクトルをもつことが示され既約性が壊れるので、A

(1)
0 は 0

固有値をもたない。−A
(1)
0 の固有値 µ(̸= 0)に対して dim(K + L(µ)) = 3となり、

middle convolution mcµにより一階の微分方程式に落ちることになる。



他の例として、r = 1, m0 = 0, m1 = 1で 2 × 2の場合で、A
(1)
1 は冪零であり

A
(1)
0 の固有値が相異なる場合を考える。このときの index of rigidityも 2となる。

(99) A
(1)
1 =

(
0 1
0 0

)
, A

(1)
0 =

(
a1,1 a1,2

a2,1 a2,2

)
,

とおくとき、additionを施したものでも

(100)

(
A

(1)
1 + βI2 A

(1)
0 + αI2

0 A
(1)
1 + βI2

)
=


β 1 a1,1 + α a1,2

0 β a2,1 a2,2 + α
0 0 β 1
0 0 0 β


となることから、a2,1 ̸= 0ならばこれのkernelはつねに1次元以下であり、dim(K) ≤
1となる。A

(1)
0 の固有値は相異なるので dim(L(µ)) ≤ 1がµ ̸= 0で成り立つ。よっ

て、微分方程式の階数は落ちない。また、a2,1 = 0のときには既約性が壊れてい
る。この例では半単純性が成り立っていないのでProposition 16の範疇から外れ
ている。フックス型の場合では index of rigidityが 2で既約なものは一階の方程
式に帰着されたが、不確定特異点を含む場合は index of rigidityが 2で既約なも
のでも additionとmiddle convolutionの繰り返しで一階の方程式に帰着されると
は限らない。

9. おわりに

前半では、フックス型微分方程式系のmiddle convolutionをドリーニュ・シンプ
ソン問題との関連を込めて解説した。一般論では、additionとmiddle convolution

によって方程式のサイズを小さくしていくというアルゴリズムとCrawley-Boevey

の定理が顕著である。後半での不確定特異点を含む微分方程式系のmiddle con-

volutionについては、理論展開と具体例の計算の双方において、今後の研究の進
展が期待される。フックス型微分方程式系での Crawley-Boeveyの定理に対応す
ることが不確定特異点を含む微分方程式系でどのように記述されるかは気になる
ところである。Boalchによる結果 ([1])がこの方向の研究のアプローチを与えて
いるようだが、よりわかりやすい結果が世に出ることを期待したい。
線形微分方程式にmiddle convolutionを適用することでより易しい微分方程式

に帰着できるという描像とmiddle convolutionそのものが表現論をはじめさまざ
まな分野や対象に応用されることを願っている。
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