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1 序

Cayleyによる（といわれている）恒等式

(1.1) det
(

∂

∂vij

)
det(v)s+1 = (s + 1)(s + 2) · · · (s + m) · det(v)s (v ∈ Mm)

は Capelli恒等式の発見の契機になり，古典的不変式論において重要な役割を果たした（cf. Howe-

Umeda [5]）．現代的な立場では，(1.1)式は正方行列のなす概均質ベクトル空間 (GLm×GLm,Mm)

の b-関数としてみることができるが，M. Sato-Kimura [11]により分類された 29系列の既約な正

則概均質ベクトル空間に対する b-関数は非常に複雑で，M. Sato-Kashiwara-Kimura-Oshima [10]

による超局所計算法というきわめて高度な理論を用いて計算された．一方，最近になって可約な概

均質ベクトル空間の b-関数について研究が進み（Ukai [13]），都合のよい状況では可約な概均質ベ

クトル空間の b-関数の計算は，既約概均質ベクトル空間の b-関数の計算（結果）に帰着できる，と

いうことが分かってきている（F. Sato-Sugiyama [8]）．このノートでは，可約な概均質ベクトル

空間の代表的な例である A型の
えびら

箙（quiver）から構成される概均質ベクトル空間に対して b-関数

を計算した結果について報告する．

まず，箙の表現がつくる概均質ベクトル空間について説明する．r 個の頂点を持つ Ar-型の箙

Q :
1· ←− 2· ←− 3· −→ · · · ←− r·

を考える．r 個の正整数の組 n = (n1, n2, . . . , nr) ∈ Zr
>0（これを次元ベクトルとよぶ）が一つ与

えられたとき，GL(n)および Rep(Q,n)を

GL(n) = GL(n1) × GL(n2) × · · · × GL(nr),

Rep(Q,n) =
⊕

i→i+1 in Q

M(ni+1, ni) ⊕
⊕

j+1→j in Q

M(nj , nj+1),

と定義する．このとき，GL(n) は Rep(Q, n) へ作用する: g = (g1, g2, . . . , gr) ∈ GL(n) とし，

Rep(Q,n) の元を v = ({Xi+1,i}i→i+1 in Q, {Xj,j+1}j+1→j in Q)とかくとき

g · v =
(
{gi+1 Xi+1,i g−1

i }i→i+1 in Q, {gj Xj,j+1 g−1
j+1}j+1→j in Q

)
と定める．箙の表現論の言葉では，Rep(Q, n)の元を（次元ベクトル nをもつ）Qの表現といい，

GL(n)でうつりあう Rep(Q,n)の元は（箙の表現として）同型であるという．すると，Gabrielの
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定理より，任意の n ∈ Zr
>0 に対して，Rep(Q,n) は有限個の GL(n)-軌道に分かれることが分か

る．特に，(GL(n), Rep(Q,n))は概均質ベクトル空間になる．

例 1.1. 向きが一定（equioriented）の A5-型の箙を考える:

Q :
1· −→ 2· −→ 3· −→ 4· −→ 5·

次元ベクトルを n = (n1, . . . , n5)とするとき，GL(n)および Rep(Q,n)は

GL(n) = GL(n1) × GL(n2) × GL(n3) × GL(n4) × GL(n5),

Rep(Q,n) = M(n2, n1) ⊕ M(n3, n2) ⊕ M(n4, n3) ⊕ M(n5, n4),

となり，作用は g = (g1, . . . , g5) ∈ GL(n) および v = (X2,1, X3,2, X4,3, X5,4) ∈ Rep(Q,n) に対

して
g · v = (g2X2,1g

−1
1 , g3X3,2g

−1
2 , g4X4,3g

−1
3 , g5X5,4g

−1
4 )

で与えられる．

例 1.2. 次の A5-型の箙を考える:

Q :
1· −→ 2· ←− 3· −→ 4· ←− 5·

次元ベクトルを n = (n1, . . . , n5)とするとき，GL(n)および Rep(Q,n)は

GL(n) = GL(n1) × GL(n2) × GL(n3) × GL(n4) × GL(n5),

Rep(Q,n) = M(n2, n1) ⊕ M(n2, n3) ⊕ M(n4, n3) ⊕ M(n4, n5),

となり，作用は g = (g1, . . . , g5) ∈ GL(n) および v = (X2,1, X2,3, X4,3, X4,5) ∈ Rep(Q,n) に対

して
g · v = (g2X2,1g

−1
1 , g2X2,3g

−1
3 , g4X4,3g

−1
3 , g4X4,5g

−1
5 )

で与えられる．

2 相対不変式について

Ar 型の箙（向きは任意とする）

Q :
1· −→ 2· ←− · · · ←− r−2· −→ r−1· −→ r·

から現れる表現について，次元ベクトルがどのような条件を満たすとき相対不変式が存在するかを

一般的に記述する（詳しくは Abeasis [1], Koike [7]を参照）．

Qの向きは sourceないし sinkとなっている頂点の部分列

{1 = ν(0) < ν(1) < ν(2) < · · · < ν(h) < ν(h + 1) = r}
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により決まる．向きを一斉に反対にすると概均質ベクトル空間の方では双対になるので，各 ν(κ)

が sourceか sinkのどちらになっているかというのは本質的な問題ではない．

次元ベクトル n = (n1, . . . , nr) を一つ fix する．(GL(n), Rep(Q,n)) の基本相対不変式を考え

たい．集合 In(Q)を p < q なるペア (p, q)で次の条件 (I1)∼(I4)をみたすもの全体とする．

ν(α− 1) ≤ p < ν(α), ν(β) < q ≤ ν(β + 1)という条件から添え字 α = α(p), β = β(q)が定まる

が，このとき

(I1) p < t ≤ ν(α)なる tに対して，nt > np,

(I2) κ = 0, 1, . . . , β − α − 1および ν(α + κ) < t ≤ ν(α + κ + 1)をみたす tに対して，

nt > nν(α+κ) − nν(α+κ−1) + · · · + (−1)κnν(α) + (−1)κ+1np,

(I3) ν(β) < t < q なる tに対して

nt > nν(β) − nν(β−1) + · · · + (−1)β−αnν(α) + (−1)β−α+1np,

(I4) nq = nν(β) − nν(β−1) + · · · + (−1)β−αnν(α) + (−1)β−α+1np.

定理 2.1 (Abeasis [1]). (GL(n), Rep(Q,n))の余次元 1の軌道の集合と In(Q)の間に全単射が存

在する．特に，In(Q)と基本相対不変式の間に 1対 1対応がある．

(p, q) ∈ In(Q)に対応する既約相対不変式を具体的に構成してみよう．Qの 2頂点 µ, ν (µ < ν)

の間に sinkも sourceもないとすると，

(a)
µ
· −→

µ+1
· −→ · · · −→ ν−1· −→ ν·

(b)
µ
· ←−

µ+1
· ←− · · · ←− ν−1· ←− ν·

のどちらかであるが，(a)の場合には

Xν,µ = Xν,ν−1Xν−1,ν−2 · · ·Xµ+1,µ

とおき，(b)の場合には
Xµ,ν = Xµ,µ+1Xµ+1,µ+2 · · ·Xν−1,ν

とおく．

いま，pが sourceで q が sinkであると仮定する:

p
· −→ · · · −→

ν(α)
· ←−

ν(α)+1
· ←− · · · ←−

ν(α+1)
· −→ · · · ←−

ν(β)
· −→ · · · −→

q
·

このとき，v ∈ Rep(Q,n)に対して行列 Y(p,q) を

Y(p,q) =



Xν(α),p Xν(α),ν(α+1) 0 · · · 0 0

0 Xν(α+2),ν(α+1) Xν(α+2),ν(α+3)

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · Xν(β−1),ν(β−2) Xν(β−1),ν(β)

0 0 0 · · · 0 Xq,ν(β)


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とおき，f(p,q)(v) = det Y(p,q) とおくと，f(p,q)(v)は (GL(n),Rep(Q,n)) の（恒等的に 0ではな

い）相対不変式になる．

また，p, q の両方が sourceであるとき，すなわち

p
· −→ · · · −→

ν(α)
· ←−

ν(α)+1
· ←− · · · ←−

ν(α+1)
· −→ · · · −→

ν(β)
· ←− · · · ←−

q
·

のときには，v ∈ Rep(Q,n)に対して行列 Y(p,q) を

Y(p,q) =



Xν(α),p Xν(α),ν(α+1) 0 · · · 0 0

0 Xν(α+2),ν(α+1) Xν(α+2),ν(α+3)

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · Xν(β−2),ν(β−1) 0
0 0 0 · · · Xν(β),ν(β−1) Xν(β),q


とおき，f(p,q)(v) = det Y(p,q) とおくと，f(p,q)(v)は (GL(n),Rep(Q,n)) の（恒等的に 0ではな

い）相対不変式になる（他の場合，すなわち「p が sink で q が source」あるいは「p, q の両方が

sink」であるときも同様に構成できる）．

例 2.2. 例 1.1において，n1 < n2 < n3 = n4, n5 = n1 とすると，In(Q) = {(1, 5), (3, 4)} であ
る．基本相対不変式は具体的には，

f(3,4)(v) = det X4,3, f(1,5)(v) = det X5,1 = det(X5,4X4,3X3,2X2,1)

で与えられる．

例 2.3. 例 1.2 において，n1 + n3 = n2 + n4, n1 < n2 < n3, n5 = n1 とすると，In(Q) =

{(1, 4), (2, 5)}である．基本相対不変式は具体的には，

f(1,4)(v) = det
(

X2,1 X2,3

O X4,3

)
, f(2,5)(v) = det

(
X2,3 O
X4,3 X4,5

)
で与えられる．

例 2.4. A8 型の箙
1· −→ 2· −→ 3· ←− 4· −→ 5· −→ 6· ←− 7· ←− 8·

から現れる表現 (GL(n), Rep(Q,n))を考える．次元ベクトル nが

nt > n1 (t = 2, 3), nt > n3−n1 (t = 4, 5), nt > n4−n3 +n1 (t = 6, 7), n8 = n6−n4 +n3−n1

という条件をみたすとき，(1, 8) ∈ In(Q)であり，対応する相対不変式は

f(1,8)(v) = det
(

X3,1 X3,4 O
O X6,4 X6,8

)
= det

(
X3,2X2,1 X3,4 O

O X6,5X5,4 X6,7X7,8

)
で与えられる．
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3 1変数 b-関数

概均質ベクトル空間の理論（cf. [6]）より，ある b(p,q)(s) ∈ C[s]が存在して，

f(p,q)

(
∂

∂v

)
f(p,q)(v)s+1 = b(p,q)(s) · f(p,q)(v)s

となる（cf. (1.1)）．b(p,q)(s)は b-関数の分解公式（F. Sato-Sugiyama [8]）を用いることにより計

算できる．κ = 0, 1, . . . , β − αに対して，

nν(α+κ) =
κ∑

τ=0

(−1)τnν(α+κ−τ) + (−1)κ+1np

= nν(α+κ) − nν(α+κ−1) + · · · + (−1)κnν(α) + (−1)κ+1np

とおく．このとき

定理 3.1.

b(p,q)(s) =
ν(α)∏

t=p+1

np∏
λ=1

(s + nt − np + λ)

×
β−α−1∏

κ=0

ν(α+κ+1)∏
t=ν(α+κ)+1

nν(α+κ)∏
λ=1

(s + nt − nν(α+κ) + λ)

×
q∏

t=ν(β)+1

nν(β)∏
λ=1

(s + nt − nν(β) + λ)

注意 3.2. この公式は p および q が source の sink どちらであるかということによらず常に成立

する．

例 3.3. 例 2.2の場合だと，

b(3,4)(s) = (s + 1)(s + 2) · · · (s + n3),

b(1,5)(s) =
5∏

t=2

n1∏
λ=1

(s + nt − n1 + λ)

= (s + 1) · · · (s + n1) × (s + n2 − n1) · · · (s + n2)

× (s + n3 − n1 + 1)2 · · · (s + n3)2.

例 3.4. 例 2.3の場合だと，

b(1,4)(s) = (s + n2 − n1 + 1) · · · (s + n2) × (s + n3 − n2 + n1 + 1) · · · (s + n3)

× (s + n4 − n3 + n2 − n1 + 1) · · · (s + n4)

= (s + 1) · · · (s + n3) × (s + n2 − n1 + 1) · · · (s + n2).
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同様に
b(2,5)(s) = (s + 1) · · · (s + n4) × (s + n3 − n2 + 1) · · · (s + n3).

例 3.5. 例 2.4の相対不変式 f(1,8)(v)の b-関数 b(1,8)(s)を定理 3.1にしたがって書くと，

b(1,8)(s) =
3∏

t=2

(s + nt − n1 + 1) · · · (s + nt)

×
5∏

t=4

(s + nt − n3 + n1 + 1) · · · (s + nt)

×
7∏

t=6

(s + nt − n4 + n3 − n1 + 1) · · · (s + nt)

× (s + 1) · · · (s + n8)

となる．

4 箙の表現論からの準備

多変数の b-関数の結果を記述するのに必要なので，箙の表現論についていくつかの事柄を復習す

る（詳細は Abeasis-Del Fra [2]を参照）．Qが Ar 型の箙

Q :
1· −→ 2· ←− · · · ←− r−2· −→ r−1· −→ r·

であるとする．n = (n1, . . . , nr) ∈ Zr
>0 に対して，Li を dim Li = ni なるベクトル空間と

する．i → i + i in Q のとき，Ai+1,i ∈ Hom(Li, Li+1) を任意に選び，j + 1 → j in Q

のとき，Aj,j+1 ∈ Hom(Lj+1, Lj) を任意に選ぶ．Li の適当な基底をとり Hom(Li, Li+1) ∼=
M(ni+1, ni), Hom(Lj+1, Lj) ∼= M(nj , nj+1)と同一視すると，

A := ({Ai+1,i}i→i+1 in Q, {Aj,j+1}j+1→j in Q) ∈ Rep(Q,n)

とみなすことができる．ν(κ)が sinkで，ν(κ − 1), ν(κ + 1)が sourceであるとき，

(4.1) ψA
κ : Lν(κ−1) ⊕ Lν(κ+1) → Lν(κ) ; (z, w) 7→ (Aν(κ),ν(κ−1)z − Aν(κ),ν(κ+1)w)

という写像が定まる．但し，ν(κ − 1)や ν(κ + 1)が Q内に存在しないときは，対応するベクトル

空間を {0}と考える．
さて，1 ≤ i ≤ j ≤ rをみたす正整数の組 (i, j)に対して，Q(i,j) を iからはじまり j でとまる Q

の subquiverとする（Q(i,j) は頂点 i, j を含むとする）．さらに，線形写像

φA
ij :

⊕
t

Lt −→
⊕

t′

Lt′

(
tは Q(i,j) の sourceをわたり
t′ は Q(i,j) の sinkをわたる

)
を (4.1)のような ψA

κ をまとめ合わせてできる写像とする．
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例 4.1. A5-型の箙
1· −→ 2· ←− 3· −→ 4· −→ 5·

のとき，

φA
14 : L1 ⊕ L3 → L2 ⊕ L4 ; (z1, z3) 7−→ (A2,1z1 − A2,3z3, A4,3z3)

φA
25 : L3 → L2 ⊕ L5 ; z3 7−→ (−A2,3z3, A5,4A4,3z3)

φA
15 : L1 ⊕ L3 → L2 ⊕ L5 ; (z1, z3) 7−→ (A2,1z1 − A2,3z3, A5,4A4,3z3)

となる．

A ∈ Rep(Q,n)に対して，

NA
ij :=

{
rankφA

ij (i < j)
dim Li = ni (i = j)

と定める．ランクパラメータ NA := {NA
ij}1≤i≤j≤r は GL(n)-軌道を特徴づける不変量である．す

なわち，A ∈ Rep(Q,n)に対して OA を Aを通る GL(n)-軌道とするとき，OA = OB となるため

の必要十分条件は NA
ij = NB

ij (1 ≤ i ≤ j ≤ r)となることである．さらに，ランクパラメータ全体

の集合には（半）順序がはいるが，これは軌道の閉包順序と一致する．すなわち，OA ⊂ OB とな

るための必要十分条件は NA
ij ≤ NB

ij (1 ≤ i ≤ j ≤ r)となることである．

b-関数の話に戻る．(p, q) ∈ In(Q) とする（cf. 定理 2.1）．A ∈ Rep(Q,n) が f(p,q)(A) ̸= 0

をみたすならば，φA
pq は同型写像になる（f(p,q)(A) は φA

pq の表現行列の行列式を適当に ±1

倍したものになる）．φA
pq が同型写像となる A ∈ Rep(Q,n) に対するランクパラメータ NA

のうち，上記の順序関係で最小になるものを N (p,q) とかく．N (p,q) に対応する軌道 O(p,q) は

{A ∈ Rep(Q,n) ; f(p,q)(A) ̸= 0}内の閉 GL(n)-軌道であり，一意的である（Gyoja [4]）．

N (p,q) = {N (p,q)
ij }1≤i≤j≤r に対して，

F (p,q) :=
{{

N
(p,q)
22 − N

(p,q)
12 + 1, . . . , N

(p,q)
22 (= n2)

}
;{

N
(p,q)
33 − N

(p,q)
23 + 1, . . . , N

(p,q)
33 (= n3)

}
; . . .(4.2)

. . . ;
{

N (p,q)
rr − N

(p,q)
r−1,r + 1, . . . , N (p,q)

rr (= nr)
}}

とおく．F (p,q) は r − 1個の集合からなる集合で，各集合は連続する自然数から構成されているこ

とに注意．但し，N
(p,q)
k−1,k = 0のときは，{N (p,q)

kk − N
(p,q)
k−1,k + 1, . . . , N

(p,q)
kk (= nk)}は空集合 ∅で

あると考える．さらに，F (p,q) から 1次式の集合を

s + F (p,q) :=
{{

s + N
(p,q)
22 − N

(p,q)
12 + 1, . . . , s + N

(p,q)
22 (= s + n2)

}
;{

s + N
(p,q)
33 − N

(p,q)
23 + 1, . . . , s + N

(p,q)
33 (= s + n3)

}
; . . .

. . . ;
{

s + N (p,q)
rr − N

(p,q)
r−1,r + 1, . . . , s + N (p,q)

rr (= s + nr)
}}

のようにしてつくると，次の定理が成り立つ．
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定理 4.2. (p, q) ∈ In(Q)に対して，s+F (p,q) 内の 1次式をすべて掛け合わせると b-関数 b(p,q)(s)

に一致する．

例 4.3. 例 3.3において，n = (2, 5, 6, 6, 2)とする．このとき，

b(3,4)(s) = (s + 1)(s + 2)(s + 3)(s + 4)(s + 5)(s + 6),

b(1,5)(s) = (s + 1)(s + 2)(s + 4)(s + 5)3(s + 6)2.

ランクパラメータ N (3,4) および N (1,5) は

N (3,4) : 2 0 0 0 0
5 0 0 0

6 6 0
6 0

2

N (1,5) : 2 2 2 2 2
5 2 2 2

6 2 2
6 2

2

である．このことは下の図 1をみると容易に分かる（このような図をレース・ダイアグラム(lace

diagram, lacing diagram)とよぶことがあるようである．cf. [3]）．図において，点はベクトル空間

Li たちの基底を表しており，i列にある頂点と i + 1列にある頂点が矢印で結ばれているというこ

とは，線形写像 Ai+1,i でその基底がうつる，ということを意味している．下図において現れる矢

印を 1本でも減らすと f(p,q)(A) ̸= 0という条件をみたさなくなり，逆にこれ以上矢印を増やすと

最小の軌道という条件をみたさなくなる．

N (3,4)

•
•

•
•
•
•
•

•
•
•
•
•
•

-

-

-

-

-

-

•
•
•
•
•
•

•
•

N (1,5)

•
•

-

-

•
•
•
•
•

-

-

•
•
•
•
•
•

-

-

•
•
•
•
•
•

-

-

•
•

図 1 N (3,4) と N (1,5) に対応するレース・ダイアグラム

ランクパラメータから，(4.2)にしたがって F (3,4), s + F (3,4) および F (1,5), s + F (1,5) を書き下

すと

F (3,4) = {∅ ; ∅ ; {1, 2, 3, 4, 5, 6} ; ∅} ,

s + F (3,4) = {∅ ; ∅ ; {s + 1, s + 2, s + 3, s + 4, s + 5, s + 6} ; ∅} ,

F (1,5) = {{4, 5} ; {5, 6} ; {5, 6} ; {1, 2}} ,

s + F (1,5) = {{s + 4, s + 5} ; {s + 5, s + 6} ; {s + 5, s + 6} ; {s + 1, s + 2}}

となる．s + F (3,4) （resp. s + F (1,5)）にでてくる 1次式と b(3,4)(s) （resp. b(1,5)(s)）の因子が

重複度をこめて一致していることに注意せよ．
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例 4.4. 例 3.4において，n = (2, 5, 7, 4, 2)とする．このとき，

b(1,4)(s) = (s + 1)(s + 2)(s + 3)(s + 4)2(s + 5)2(s + 6)(s + 7),

b(2,5)(s) = (s + 1)(s + 2)(s + 3)2(s + 4)2(s + 5)(s + 6)(s + 7).

ランクパラメータ N (1,4) および N (2,5) が

N (1,4) : 2 2 5 9 9
5 3 7 7

7 4 4
4 0

2

N (2,5) : 2 0 5 7 9
5 5 7 9

7 2 4
4 2

2

となることは，下のレース・ダイアグラムをみると容易に分かる．矢印の向きが入れ替わるところ

で，頂点を上揃えにするか下揃えにするかが変わっている（[1, p. 467] に倣った）．したがって，

N (1,4)

•
•

-

-

•
•
•
•
•

¾

¾

¾

•
•
•
•
•
•
•

-

-

-

-

•
•
•
•

•
•

N (2,5)

•
•

•
•
•
•
•

¾

¾

¾

¾

¾

•
•
•
•
•
•
•

-

-

•
•
•
•

•
•

¾

¾

図 2 N (1,4) と N (2,5) に対応するレース・ダイアグラム

F (1,4), s + F (1,4) および F (2,5), s + F (2,5) は

F (1,4) = {{4, 5} ; {5, 6, 7} ; {1, 2, 3, 4} ; ∅} ,

s + F (1,4) = {{s + 4, s + 5} ; {s + 5, s + 6, s + 7} ; {s + 1, s + 2, s + 3, s + 4} ; ∅} ,

F (2,5) = {∅ ; {3, 4, 5, 6, 7} ; {3, 4} ; {1, 2}} ,

s + F (2,5) = {∅ ; {s + 3, s + 4, s + 5, s + 6, s + 7} ; {s + 3, s + 4} ; {s + 1, s + 2}}

となる．s + F (1,4) （resp. s + F (2,5)）にでてくる 1次式と b(1,4)(s) （resp. b(2,5)(s)）の因子が

重複度をこめて一致していることに注意せよ．

5 多変数 b-関数

まず，一般の簡約可能概均質ベクトル空間 (G,V ) に対する多変数 b-関数の定義を復習する

（M. Sato [9]）．f1, . . . , fl を基本相対不変式として，fi に対する指標を χi とすると，双対三つ組

(G, V ∗) も再び概均質ベクトル空間で，指標 χ−1
1 , . . . , χ−1

l に対応する基本相対不変式 f∗
1 , . . . , f∗

l

9



が存在する．多重変数 s = (s1, . . . , sl)に対して，fs =
∏l

i=1 fsi
i , f∗s =

∏l
i=1 f∗si

i とする．この

とき，m = (m1, . . . ,ml) ∈ Zl
≥0 に対して，s1, . . . , sl についての多項式 bm(s)が存在して，

f∗m

(
∂

∂v

)
fs+m(v) = bm(s) · fs(v)

となる．bm(s)を f = (f1, . . . , fl)に対する多変数 b-関数とよぶ．

(GL(n), Rep(Q,n))の多変数 b-関数 bm(s) の計算法を述べる．In(Q)の元に適当に番号をふり，

In(Q) = {(p1, q1), (p2, q2), . . . , (pl, ql)}

とし，以後は，f(p1,q1) = f1, N (p2,q2) = N (2), F (p3,q3) = F (3), . . . などのような書き方をする．

1◦. まず，s1 + F (1), s2 + F (2), . . . , sl + F (l) の第 (k − 1)成分たち{
s1 + N

(1)
k,k−1 − N

(1)
kk + 1, . . . , s1 + N

(1)
kk (= s1 + nk)

}
{

s2 + N
(2)
k,k−1 − N

(2)
kk + 1, . . . , s2 + N

(2)
kk (= s2 + nk)

}
. . . . . . . . . . . . . . . . . .{

sl + N
(l)
k,k−1 − N

(l)
kk + 1, . . . , sl + N

(l)
kk (= sl + nk)

}
に対して，「定数項が同じならば，1次の項を足し合わせて一つにまとめる」という操作を行う．ま

た空集合 ∅は無視する．

例 5.1.
{s1 + 3, s1 + 4, s1 + 5}

{s2 + 4, s2 + 5}
∅

{s4 + 1, s4 + 2, s4 + 3, s4 + 4, s4 + 5}

に対しては，あらたに

s4 + 1, s4 + 2, s1 + s4 + 3, s1 + s2 + s4 + 4, s1 + s2 + s4 + 5

という 1次式が構成される．

2◦. 上の 1◦ の操作をすべての k = 2, . . . , r に対しておこなう．

3◦. 上の 2◦ で得られた 1次式を

si1 + si2 + · · · + sit + α 7−→ [si1 + si2 + · · · + sit + α]mi1+mi2+···+mit

に置き換えてから全部掛け合わせる．ここで，記号は

[A]m := A(A + 1)(A + 2) · · · (A + m − 1)

という意味である．以上の操作により得られた多項式が bm(s)である．
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例 5.2. 例 4.3において，f1 := f (3,4), f2 := f (1,5) と番号をふる（これは恣意的）．

s1 + F (1) = s1 + F (3,4) = {∅ ; ∅ ; {s1 + 1, s1 + 2, s1 + 3, s1 + 4, s1 + 5, s1 + 6} ; ∅} ,

s2 + F (2) = s2 + F (1,5) = {{s2 + 4, s2 + 5} ; {s2 + 5, s2 + 6} ; {s2 + 5, s2 + 6} ; {s2 + 1, s2 + 2}}

に対して，上記の 1◦ の操作を行うと，F (3,4) の第 1,2,4成分が空集合なので，第 1,2,4成分からは

そのまま {s2 + 4, s2 + 5} {s2 + 5, s2 + 6}, {s2 + 1, s2 + 2}が現れ，第 3成分で

{s1 + 1, s1 + 2, s1 + 3, s1 + 4, s1 + 5, s1 + 6}
{s2 + 5, s2 + 6} 7−→ s1 + 1, s1 + 2, s1 + 3, s1 + 4,

s1 + s2 + 5, s1 + s2 + 6

という重ね合わせがおこる．すべての 1次式を並べると（上記 2◦ の操作），

s1 + 1, s1 + 2, s1 + 3, s1 + 4,
s2 + 1, s2 + 2, s2 + 4, (s2 + 5)×2, s2 + 6,
s1 + s2 + 5, s1 + s2 + 6

となり，上記 3◦ のようにして掛け合わせると多変数 b-関数 bm(s)が得られる．すなわち，

bm(s) = [s1 + 1]m1 [s1 + 2]m1 [s1 + 3]m1 [s1 + 4]m1

× [s2 + 1]m2 [s2 + 2]m2 [s2 + 4]m2 [s2 + 5]2m2
[s2 + 6]m2

× [s1 + s2 + 5]m1+m2 [s1 + s2 + 6]m1+m2

である．レース・ダイアグラムを使うと，重なり方の様子が見やすくなる．まず，s1 + F (3,4) と

s2 +F (1,5) に現れる因子を次のようにレース・ダイアグラム内の矢印に対応させる．この 2つのダ

s1 + F (3,4)

•
•

•
•
•
•
•

•
•
•
•
•
•

-

-

-

-

-

-s1 + 1

s1 + 2

s1 + 3

s1 + 4

s1 + 5

s1 + 6•
•
•
•
•
•

•
•

s2 + F (1,5)

•
•

-

-s2 + 4

s2 + 5•
•
•
•
•

-

-s2 + 5

s2 + 6•
•
•
•
•
•

-

-s2 + 5

s2 + 6•
•
•
•
•
•

-

-s2 + 1

s2 + 2•
•

図 3 s1 + F (3,4) と s2 + F (1,5) に対応するダイアグラム

イアグラムを重ね合わせたときに，同じ矢印に対応している因子のところで「因子の重ね合わせ」

が生じている．

•
•

-

-s2 + 4

s2 + 5 •
•
•
•
•

-

-s2 + 5

s2 + 6 •
•
•
•
•
•

-

-

-

-

-

-s1 + 1

s1 + 2

s1 + 3

s1 + 4

s1 + s2 + 5

s1 + s2 + 6 •
•
•
•
•
•

-

-s2 + 1

s2 + 2•
•
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例 5.3. 例 4.4において，f1 := f (1,4), f2 := f (2,5) と番号をふる．

s1 + F (1,4) = {{s1 + 4, s1 + 5} ; {s1 + 5, s1 + 6, s1 + 7} ; {s1 + 1, s1 + 2, s1 + 3, s1 + 4} ; ∅} ,

s2 + F (2,5) = {∅ ; {s2 + 3, s2 + 4, s2 + 5, s2 + 6, s2 + 7} ; {s2 + 3, s2 + 4} ; {s2 + 1, s2 + 2}}

に対して，1◦, 2◦, 3◦ の操作を行い，

bm(s) = [s1 + 1]m1 [s1 + 2]m1 [s1 + 4]m1 [s1 + 5]m1

× [s2 + 1]m2 [s2 + 2]m2 [s2 + 3]m2 [s2 + 4]m2

× [s1 + s2 + 3]m1+m2 [s1 + s2 + 4]m1+m2 [s1 + s2 + 5]m1+m2

× [s1 + s2 + 6]m1+m2 [s1 + s2 + 7]m1+m2

を得る．今の場合でもレース・ダイアグラムを使うと，重なり方の様子が見やすくなる．まず，

s1 + F (1,4)

•
•

-

-
s1 + 5

s1 + 4

•
•
•
•
•

¾

¾

¾

s1 + 5

s1 + 6

s1 + 7

•
•
•
•
•
•
•

-

-

-

-

s1 + 4

s1 + 3

s1 + 2

s1 + 1

•
•
•
•

•
•

s2 + F (2,5)

•
•

•
•
•
•
•

¾

¾

¾

¾

¾

s2 + 3

s2 + 4

s2 + 5

s2 + 6

s2 + 7

•
•
•
•
•
•
•

-

-
s2 + 4

s2 + 3

•
•
•
•
s2 + 1

s2 + 2

•
•

¾

¾

図 4 s1 + F (1,4) と s2 + F (2,5) に対応するダイアグラム

図 4のように s1 + F (1,4) と s2 + F (2,5) に現れる一次式をレース・ダイアグラム内の矢印に対応

させる．ここで右向きの矢印と左向きの矢印で因子の対応のさせ方を変えている（講演で詳しく説

明する予定）．先程と同じように，この 2つのダイアグラムを重ね合わせたときに同じ矢印に対応

する因子のところで「因子の重ね合わせ」が生じている．

•
•

-

-
s1 + 5

s1 + 4

•
•
•
•
•

¾

¾

¾

¾

¾

s2 + 3

s2 + 4

s1 + s2 + 5

s1 + s2 + 6

s1 + s2 + 7

•
•
•
•
•
•
•

-

-

-

-

s1 + s2 + 4

s1 + s2 + 3

s1 + 2

s1 + 1

•
•
•
•
s2 + 1

s2 + 2

•
•

¾

¾

多変数の b-関数の計算には，b-関数の構造定理（[9]）と b-関数の局所化（[13], [12]）を用いる．

時間に余裕があれば，計算の詳細についても触れたい．
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