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はじめに

20世紀の前半に，非可換群の分類が明確になされたことは理論上とても興味深い．この
ように分類が明確に与えられることはまれなことだが，単純群の分類としてディンキンダ
イアグラムや佐武ダイアグラムを使って明確に与えられたのである．少し広げた簡約群の
研究は 20世紀に活発になされ，多くの成果が生み出されていった．
解析的構造をもつ簡約リー群上では，フーリエ解析に対応する理論の構築が表現論を用
いて試みられた．コンパクト群の場合にはワイル，カルタン ([C])，杉浦光夫 ([Su2])らに
より対称空間もこめて研究が深くなされ，歴史的な考察も杉浦光夫によりなされた．とこ
ろが，非コンパクト群の場合の歴史についてはまだ十分整理されていない．
非コンパクト簡約リー群では無限次元表現論がヒルベルト空間論やバナッハ空間論を用
いられて展開された．無限次元表現に対する指標や不変固有超関数の理論にはシュワルツ
の超関数論が用いられた．さらに非コンパクトリーマン対称空間上でのヘルガソン予想に
は佐藤の超関数論が用いられた（[K-]）．このように新しい解析学での成果を取り込みな
がら理論が雄大に構築されていった．この分野では日本人の貢献も大きい，こうした興味
深い歴史を追ってみたい．
以前，現在までの理論における問題点を指摘しておいた（[S4]）．そこを復習しながら，
改善した新たな構想を示す．実簡約リー群上の調和解析においてHarich-Chandraは主系
列表現の実現，指標そして不変固有超関数など多くの仕事をし，さらに保型形式論より概
念を入れて研究を進めることにより成功している．その後理論は実簡約対称空間上の調和
解析へと発展していった．最近になり完備性 (completeness)の証明までなされたので，こ
の間の成果をまとめてみる．

G/H をH-Cクラスの簡約対称空間とする．簡約群Gの対称空間G/H への作用を考え
ると表現論から調和解析の基本的な問題は次のようにまとめられる．

（１）G/H 上の左不変微分作用素環D(G/H)によるスペクトル分解を与える．すなわ
ち L2(G/H)の関数をD(G/H)の固有関数で分解する．
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（２）Gの L2(G/H)における正則表現

(Tgf)(x) = f(g−1x) (x ∈ G/H, g ∈ G)

をGの既約ユニタリ表現により分解する．これは Plancherel公式である．
（３）eH (eはGの単位元)上のディラク測度をH-不変固有超関数で展開する．これは
逆 Fourier変換である．

例えばG×Gでの対合 σを σ(g, h) = (h, g)とする．∆ = (G×G)σを σ-不変な元全体か
らなるG×Gの閉部分群とする．群Gと対称空間G×G/∆とは対応G 3 g 7→ (g, e)∆ ∈
G×G/∆により同一視できる．このことより簡約対称空間は簡約リー群の自然な一般化と
いえる．そこでG上の調和解析の諸成果をG/H 上に拡張しようという試みが多くの人々
によりなされていった．
このように群多様体の一般化とみなすのは自然な研究方向だが，群の場合の指標や不変固
有超関数などの軌道理論が使えないなどけっして余易ではなかった．多くの論文が発表され
たが，この方向では従来の研究内容を超えるものは出てこなかった．そこでHarish-Chandra
プログラムと呼ぶことにする．
一方対称空間 G/H の双対リーマン対称空間 Gd/Kd をとる．この空間 Gd/Kd 上では

Micro-local-analysis を用いてヘルガソン予想が解決されたが，ここでの成果を生かし，大
島利雄らは Gd の極小放物部分群 P d の Gd/Kd での閉軌道に対応して離散系列表現の特
徴づけをおこなった．また L2(G/H)の正則表現に寄与する表現が緩増加表現 (tempered
representation)であることを明確にして，その表現を特徴づけるために境界値をとる方法
を与えた．さらに対称空間に大島のコンパクト化や構造論を導入して調和解析を展望した．
この研究方向を大島プログラムと呼ぶ．
これら２つのプログラムに沿って，多くの成果が 1980年代に発表された．さらに 1990
年代に入り，２つのプログラムは融合され見通しのよい理論へと結実していった．これら
の研究プログラムと完備性の証明までの諸結果を述べていく．さらに５節では，提出され
た理論における課題を指摘し，その課題をどのように解決したらよいかのプログラムを与
える．　　

1 簡約対称空間

GをH-Cクラスの簡約対称空間とする．σをGの対合的自己同形とする．GσをGの σ

不変元全体の部分群とし，Gσの開部分群H をとる．θを σと可換なCartan対合とする．
K = Gθとする．gをGのリー環とし，σによる固有空間分解を g = h + qとする．また θ

による固有空間分解を g = k + pとする．以下いくつかの例を上げる．
例

SL(n, R)/SO(n − j, j), GL(n, R)/GL(n − j, R) × GL(j, R)

SL(n, C)/SU(n − j, j)
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2 離散系列表現ー大島プログラムー

この節では
V ⊂ L2(G/H)

のG-不変部分空間に実現されるGの既約ユニタリ表現を離散系列表現という．この離散
系列表現が存在するための条件をまとめる．

g = k ∩ h + k ∩ q + p ∩ h + p ∩ q, h = h ∩ k + h ∩ p, k = k ∩ h ∩ +k ∩ q

これらの双対は
g = k ∩ h +

√
−1(k ∩ q) +

√
−1(p ∩ h) + p ∩ q,

kd = k ∩ h +
√
−1(p ∩ h), hd = k ∩ h +

√
−1(k ∩ q)

となる．GcをGの複素化とする．Gd, Kd, Hdを gd, kd, hdに対応するGcの解析的部分
群とする．τ ∈ K̂ に対して空間を

Ana(G/H, τ) = {f ∈ Ana(G/H) : f(k−1x) = τ(k)f(x) k ∈ K},

Ana(Gd/Kd, τ) = {f ∈ Ana(Gd/Kd) : f(h−1x) = τ(h)f(x) h ∈ Hd}

で定義する．
例
G/H = SL(n, R)/SO((n − j, j)の双対はGd/Kd = SU(n − j, j)/SU(n)
SL(n, C)/SL(n, R)の双対は SL(n, C)/SU(n)．
さらに

AnaK(G/H) =
∑
τ∈K̂

Ana(G/H, τ)

AnaHd(Gd/Kd) =
∑

τ∈Ĥd(K)

Ana(Gd/Kd, τ)

とおき対応 γを
γ : AnaK(G/H) → AnaHd(Gd/Kd)

次の条件
(1)fγ(x) = f(x) f ∈ AnaK(G/H), x ∈ G ∩ Gd

(2)γは左 U(g)-作用と右 U(g)h-作用と可換
を満足するように定義する．

aを p∩ qの極大可換部分空間とする．pd =
√
−1(k∩ q) + p∩ qの極大可換部分空間で a

を含むものを ad
pとする．(ad

p, Σ
+(ad

p))に対応したGdの極小放物部分群を P d = MdAd
pN

d

とする．µ ∈ (ad
p)

∗に対し関数空間

B(Gd/P d : Lµ) = {f ∈ B(Gd) : f(xman) = aµ−ρf(x), x ∈ Gd, m ∈ Md}

Ana(G/H : Mµ) = {f ∈ Ana(G/H) : Df = χµ(D)f, D ∈ D(G/H)}

Ana(Gd/Kd : Md
µ) = {f ∈ Ana(Gd/Kd) : Df = χd

µ(D)f, D ∈ D(Gd/Kd)}
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を定義し，ポワソン変換 Pµ

Pµ : B(Gd/P d : Lµ) → Ana(Gd/Kd : Md
µ)

を

(Pµ)f(xKd) =
∫

Kd

e<−µ−ρ,H(x−1k)>f(k)dk

で与える．さらに

B(Gd/P d : Lµ, τ) = {f ∈ B(Gd/P d : Lµ) : f(k−1x) = τ(k)f(x) k ∈ Kd}

BHd(Gd/P d : Lµ) =
∑

τ∈Ĥd(K)

B(Gd/P d : Lµ, τ)

とおくと
Pµ : BHd(Gd/P d : Lµ) → AnaHd(Gd/Kd)

βµ : AnaHd(Gd/Kd) → BHd(Gd/P d : Lµ)

は (U(g), Hd)-同型となる．まとめるとβ·γ(AnaK(G/H : Mµ)∩L2(G/H))はBHd(Gd/P d :
Lµ)の部分空間を特徴付ける．

定理 2.1
µ ∈ (ad

p)
∗
c はRe < µ,α > ≥ 0, ∀α ∈ Σ(ad

p)
+をみたすとする．このとき

(1)
AnaK(G/H : Mµ) ∩ L2(G/H) 6= 0ならば

rankG/H = rankK/K ∩ H

Re < µ,α > > 0 ∀α ∈ Σ(ad
p)

+

を満足．
(2)
rankG/H = rankK/K ∩ H, Re < µ,α > > 0 ∀α ∈ Σ(ad

p)
+ならば次の gc-

同型

γ−1 · Pµ :
m∑

j=1

BHd(Gd/P d : Lµ) −̃→ AnaK(G/H : Mµ) ∩ L2(G/H)

が成立．
大島利雄はこの成果をもとにさらに緩増加表現を特徴づけることにより Plancherel 公
式にでてくる表現を求め，さらに境界値をとることによりPlancherel測度を求めるという
調和解析の展望を与えている ([O1,2],[OM],[OS1,2])．
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3 保型形式論の概念の展開ーHarish-Chandraプログラムー

群上の調和解析に Harish-Chandraは保型形式より不変項 (constant term)や尖点形式
(cusp form)などの概念を導入して成果を上げたが，これらの概念は簡約対称空間へと一
般化されていった ([D],[BS])．こうした成果をまとめてみる．

p ∩ qの極大可換部分群 a0を固定し，A0 = exp a0とおく．θσ-不変な A0を含む放物部
分群 P をとり，その σ-Langlands分解を P = MAN とする．L = P ∩ θ(P )は Levi部分
でA = {a ∈ L : σ(a) = a−1}である．一般にはM は通常の Langlands分解より大きい．

仮定 上のような放物部分群 P を適当にとると，Gの両側 (P,H)軌道

PH ⊂ G

は唯一つの開軌道となると仮定する．
例えばリーマン対称空間のときは σ = θで極小放物部分群 P0をとれば条件を満足する．
さらに群多様体 G = G × G/∆のとき，P を Gの尖点的放物部分群 (cuspidal paraboic
subgroup)とすると放物部分群 P = P × P̄ は条件を満足する．一般には尖点的放物部分
群より大きな放物部分群をとることになる．
対称空間上の関数の極限への増大度を明確にするため記号を準備する．分解G = KA0H

により
ζ(x) = |a| (x = kaH ∈ G/H, k ∈ K, a ∈ A0)

とおく．次に群G上の Ξ関数を用いて，G/H 上の増大度を捉えるために

Θ(x) =
√

Ξ(gσ(g)−1) (x = gH ∈ G/H)

とおく．
(τ, V )をKの有限次元ユニタリ表現とし，関数 f : G/H → V が f(kx) = τ(k)f(x) (k ∈

K, x ∈ G/H)を満足するとき τ -球関数という．τ -球関数 f(x)が条件，定数 r ≥ 0が存在
して，すべてのD ∈ U(g)に対して

sup
x∈G/H

|(l(D)f)(x)|(1 + ζ(x))−rΘ(x)−1 < ∞

を満たすとき，弱不等式を満足するという．
すべての r ≥ 0とすべてのD ∈ U(g)に対して

sup
x∈G/H

|(l(D)f)(x)|(1 + ζ(x))rΘ(x)−1 < ∞

を満たすとき，強不等式を満足するという．
関数空間を次のように定義する．
C∞(G/H, τ)：G/H 上の C∞な τ -球関数
C(G/H, τ)：C∞(G/H, τ)に属する強不等式を満足する関数
A(G/H, τ)：C∞(G/H, τ)に属するD(G/H)−有限な関数
Atemp(G/H, τ)：A(G/H, τ)に属する弱不等式を満足する関数
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A2(G/H, τ)：A(G/H, τ)に属する２乗可積分関数
µ ∈ a∗c を< µ − ρ, α > > 0 ∀α ∈ Σ+(a)をみたすようにとる．τM = τ |M∩K とし

φ ∈ A2(M/M ∩ H, τM )をとり

Φµ(x) =

a−µ+ρP φ(m) (x = namH ∈ PH),

0 (x /∈ PH)

とおく．Eisenstein関数を

E(P, φ, µ)(x) =
∫

K
τ(k−1)Φµ(kx)dk

で定義する．このEisenstein関数により表現をとらえている．実際，この放物部分群から
の誘導表現

π = Ind
P↑G

ξφ ⊗ µ ⊗ 1

により一般化された主系列表現を与える．この主系列表現πのH-不変超関数ベクトルwと
K-有限ベクトルvを適当にとると，πの contragredient表現π′を用いて＜π′(g)w, v＞ (g ∈
G)で Eisenstein積分は表される．また a∗c 上の関数として次の性質をもつ．

定理 3.1 E(P, φ, µ)は a∗c 上の関数に有理関数として拡張できる．さらに

pφ(µ) =
∏

α∈Σ+(a)

{(α, µ) + Cα} (Cα ∈ C)

なる形の多項式関数を適当にとるとE(P, φ, µ)pφ(µ)は ia∗のまわりで正則関数になる．

定理 3.2 µ ∈ ia∗に対しE(P, φ, µ)(x)は定義されるときG/H 上の緩増加関数となる．

また不変項の概念は次のように一般化される．放物部分群P = MAN の Levi部分 L =
MAにおいて, φ ∈ Atem(G/H, τ)に対して次の関係を満足する φP ∈ Atem(L/L ∩ H, τL)
が一意に存在する

lim
t→∞
P

{δ1/2
P ((exp tX)l)φ((exp tX)l) − φP ((exp tX)l)} = 0 (X ∈ a+, l ∈ L/L ∩ H)

Q = MQAQNQ を Gの σθ-不変放物部分群で P = MAN と Levi部分MA = MQAQは
同じものとする．Ad(G)より誘導される aでのWeyl群をW (a)とする．Eisenstein積分
E(P, φ, µ)の Q方向の不変項をとると，対応 a∗c 3 µ → CQ|P (s, µ) ∈ End(A2(M/M ∩
H, τM ))で

E(P, φ, µ)Q(ma) =
∑

s∈W (a)

(CQ|P (s, µ)φ)(m)a−sµ (m ∈ MP , a ∈ AP , µ ∈ a∗)

を満足するようにできる．この C-関数を用いて Eisenstein積分を次のように

E0(P, φ, µ) = E(P,CP |P (1, µ)−1φ, µ)
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正規化する．この群多様体のときには指標を用いて Fourier変換を定義したが，対称空間
のときには変換をどう与えるかは問題となる．このような正規化は一つのやりかたである．
次にGの σ-Langlands分解された σθ-不変放物部分群 P = MAN, P ′ = M ′A′N ′をと
る．φ ∈ A2(M/M ∩H, τM ), φ′ ∈ A2(M ′/M ′ ∩H, τ ′

M )に対して a∗c 上の多項式 pφ, pφ′ を
ia∗の近傍で F (µ) = pφ(µ)E(P, φ, µ)，ia′∗の近傍で F ′(µ) = pφ′(µ)E(P ′, φ′, µ)がそれぞ
れ正則となるようにとる．
以下Gを半単純と仮定する．T ∈ a′0をとりC ′

T をW (a0)T の convex hullとする．さら
にG/H の部分集合 CT = K(expC ′

T )H とおき，積分

ΩT (µ, µ′) =
∫

CT

(F (µ)(x), F (µ′)(x))dx

定理 3.3 次の条件を満足する ia∗ × ia∗上の解析的関数 ωT (µ, µ′)が存在する．
(1) AとA′がK で共役にならないとき ωT (µ, µ′) = 0．
(2) T → ∞のとき ωT (µ, µ′) → ΩT (µ, µ′)
この ωT の形は具体的に求まり，このことから次の定理を得る．

定理 3.4(正則性定理）正規化された Eisenstein積分 E0(P, φ, µ)は ia∗の近傍で正則で
ある．
この定理は群多様体のときにN. Wallachにより与えられている ([W1,2])．

4 Fourier変換

f ∈ C(G/H, τ)に対して µ ∈ ia∗と φ ∈ A2(M/M ∩ H, τM )をとり，Fourier変換を

((F0
P f)(µ), φ) =

∫
G/H

(f(x), E0(P, φ, µ)(x))dx

で定義する．このとき

定理 4.1 シュワルツ空間 S(ia∗)として

F0
P f ∈ S(ia∗) ⊗A2(M/M ∩ H, τM )

定理 4.2 Φ ∈ S(ia∗) ⊗A2(M/M ∩ H, τM )に対して

I0
P (x) =

∫
ia∗

E0(P, Φ(µ), µ) dµ x ∈ G/H

は I0
P (x) ∈ C(G/H, τ)となる．

定理 4.3 次の C(G/H, τ)上の変換 Pτ は

Pτ =
∑
P∈F

(W (aP ))−1I0
PF0

P

(1) C(G/H, τ)上の正射影変換となる．
(2) C(G/H, τ)上の恒等変換となる．
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5 理論の課題と構想

前節までにまとめたように，理論は一応の完成をみている．ここでは残された課題を上
げてみよう．まず，提出理論ではそれぞれの対称空間を独立の空間として考えている点で
ある．例えば次の対称空間

Sp(2n, R)/Sp(n, C), Sp(2n, R)/S(GL(2n, R) × R),

Sp(2n, R)/S(U(2n − j, j) × R), Sp(2n, R)/Sp(2n − j, R) × Sp(j, R)

はG = Sp(2n, R)の対称空間である．Gのどの表現が正則表現 L2(G/H)の分解に寄与し
ているかどうかは他の正則表現L2(G)やL2(G/H ′)の分解と比較できるように統一的に理
論構成するのが望ましい．ところがこの理論では，それぞれ対称空間ごとに主系列表現を
決めるGの放物部分群 P を軌道 PH が開軌道となるようにとるために，主系列表現が対
称空間ごとに異なり不統一となっている．
また対称空間 G/H の離散系列表現は Gの離散系列表現がそのまま現れる場合と Gの
主系列表現の連続パラメターが退化した場合とがあるがその部分も不明確になっている．
さらに表現の重複度についても，元になる放物部分群を色々と変えてしまうので不鮮明で
ある．
群多様体 Gは対称空間 G × G/∆と同一視できるが，この場合には表現の指標により
展開されるのが自然な理論と言える．ところが提出理論では指標とは関係付けられない
Eisenstein積分を用いている．そのため不変固有超関数など，群多様体における魅力ある
理論が消されている．またその c-双対であるGc/Gについても不変帯球超関数の理論が使
えたが，この理論も消されている．やはり対称空間に概念を広げたからには既存の理論を
自然に含み，統一的に理解できるのが望ましい．
こうした問題点を解決するには，どの対称空間G/H に対しても，Gの尖点的放物部分
群 P = MP AP NP を用いて主系列表現を構成するのがよい．ところが軌道 PH がGの開
軌道には一般的にはならないので，新たに尖点的放物部分群P に従う軌道分解を与えるこ
とにする（文献 [S3]）．
そしてこの新しい軌道分解に従って，Eisenstein積分を定義して理論構成をしていくこ
ととする．こうすることにより，先に述べた理論上の問題点を解消することができるので
ある．

6 尖点的放物部分群に付随したEisenstein積分

qの θ-不変 Cartan部分空間 aqをとる．この aqを含む，gの θ, σ-不変 Cartan部分環 j

をとる（[Su1]）．
ap = j ∩ p,に対して L = ZG(ap) そして X(L) = Hom(L, R×)とおく．Lの部分群を

M =
∩

χ∈X(L)

Ker | χ |, Ap = exp ap.

と定義すると，分解 L = MAp, M ∩ Ap = {e} を得る. ルート系 Σ(ap, g) の順序を
h-compatibleとなるようにとり， n =

∑
α>0 gα, N = exp n,とおくと Gの尖点的放物
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部分群 P = MApN が決まる. これは尖点的放物部分群 P のラグランジュ分解 P =
MP AP NP (MP = M,AP = Ap, NP = N) とも表わせる．a = aq ∩ pに対応した Weyl 群
W とその部分群WH を

W = NK(a)/ZK(a), WH = NK∩H(a)/ZK∩H(a).

と定義し，その商空間をW ∗ = W/WH とおく． 各 w ∈ W ∗ に対する軌道KHwPH は
G/Hの開軌道となる．開軌道

∪
w∈W ∗ KHwPH ⊂ G/H は互いに素で稠密である（[S3]）.

この軌道分解を用いて統一的に調和解析を展開していく．
尖点的放物部分群 P = MApN に対する先の軌道分解を用いてEisenstein積分を定義し
よう．ν ∈ a∗c，φ ∈ A2(M/M ∩H, τ |M )に対して，次のようにΦw

ν を定義する．Φw
ν (gH) =

τ(lw)φ(m) exp(−ν + ρP )(X), gH = lwmanH ∈ KHwPH, (a = expX ∈ A = exp a, l ∈
KH ,man ∈ P ), Φw

ν (gH) = 0, gH 6∈ KHwPH ここで ρP = 1
2

∑
α>0 αである．

Eisenstein積分を次のように定義する

E(Pw, φ, ν)(x) =
∫

K
τ(k−1)Φw

ν (kx)dk (x ∈ G/H)

この Eisenstein積分の意味するところを，いくつかの場合について例で考えてみよう．
１．リーマン対称空間G/K 場合，σ = θとなり球関数を表している．球関数による展
開はよく知られた理論となる．
２．対称空間G×G/∆の場合，対合自己同形 σ((x, y)) = (y, x)に対し∆ = (G×G)σ =

{(g, g) : g ∈ G}となり，対応G 3 g → (g, e) ∈ G × G/∆により同一視したとき，群多様
体Gの主系列表現の指標は対称空間G×G/∆の Eisenstein積分により表される．群多様
体における不変固有超関数の魅力ある理論が，対称空間において H-不変帯球超関数とし
て捉えられ統一的に理解できることになる．
３．対称空間Gc/Gの場合，複素簡約リー群Gcにおける複素共役をとる対合自己同形

σ(g) = conj(g)により (Gc)σ = Gとする．この複素簡約リー群Gcにおいては Borel部分
群 Bにより主系列表現が与えられる．対称空間 Gc/Gではこの Borel部分群 Bから決ま
る主系列表現の退化した系列がランクの数だけ現れる．またこれらの系列は不変帯球超関
数により捉えられる．こうした理論も適切に全体の一部として入ってくる．

定理 6.1 Atemp(G/H, τ)の関数 ϕに対して，Atemp(L/L ∩ H, τ)に属する ϕP が存在
して

lim
t→∞

δ
1/2
P (m(exp tX))ϕ(m(exp tX)) − ϕP (m(exp tX)) = 0 (m ∈ L,X ∈ a′)

が成り立つ．ここで，δP は P のモジュラー関数である．
このように結果が自然に構成されていき，全体の理論は見通しのよいものとなると期待
される．関連する問題として一つだけ上げておく．

問題 ΓをGの離散部分群とする．このとき正則表現L2(G/Γ) を既約ユニタリ表現で分
解せよ．
この問題は 20世紀においても研究されてきたが，co-finiteの場合にも正確な結果が出
ていない．現在の数学の水準では厳密なプランシェル公式は無理なのかもしれない．今世
紀に研究が進むと考えたい．
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