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1 Schrödinger model

(π,H) : Schrödinger model for the minimal representation of O(2n, 2)とする。

（Kobayashi-∅rsted-Manoによって構成、研究された表現 [1][2][3][4]）

G := SO0(2n, 2),H = L2(R2n−1, |x|−1dx)とし、

g := Lie(G), U(gC):universal enveloping algebraとする。

このとき、この表現の微分を考えると

D(R2n−1 − {0})
∩

End(H∞) ⊃ dπ(U(gC))である。

(ただし、D(M):differential operators on manifold M ,

H∞:C∞ vectors of (π,H)とする。)

M = R2n−1 − {0}と定めHをGの subgroupとする。

M 上のH−不変微分作用素環を次の式で定める。

D(M)H := {D ∈ D(M) |D ◦ π(h) = π(h) ◦ D ∀h ∈ H}

Remark 1. H = Gのとき、D(M)H = Cである。

Remark 2. 表現 πをHに制限して得られる表現がmultiplicity freeのとき、

D(M)H は commutative である。

Question. If D(M)H is commutative, find generators.

この講演では、Hとして次の場合を考察する。

K1 := I1 × SO(2n − 1) × SO(2)
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K2 := SO(2) × SO(2n − 2) × SO(2)

K :=< K1, K2 >= SO(2n) × SO(2)

K3 := K1 ∩ K2 = I2 × SO(2n − 2) × SO(2)

Remark . H = K,K1, K2のとき、multiplicity freeである。

2 Differential operators on M = R2n−1 − {0}

Schrödinger modelに関連する次の微分作用素を考える。

D0 := |x|(∆
4
− 1)

D1 := x1 +
x1

4
∆ − 1

2
E

∂

∂x1

− n − 1

2

∂

∂x1

D2 :=
∑

1≤i≤j≤2n−1

(
xi

∂

∂xj

− xj
∂

∂xi

)2

D3 :=
∑

2≤i≤j≤2n−1

(
xi

∂

∂xj

− xj
∂

∂xi

)2

ただし、∆ =
∑

1≤i≤2n−1

(
∂

∂xi

)2

, E =
∑

1≤i≤2n−1

xi
∂

∂xi

とする。

前節の部分群に対して、次の包含関係が成り立つことがわかる。

D(M)K3 ⊃ D(M)K1 ⊃ D(M)K ,D(M)K3 ⊃ D(M)K2 ⊃ D(M)K .

この講演では、微分作用素Diがこれらの不変微分作用素環の生成元であることを示したい。

3 K1and K-invariant differential operators on M

M = R2n−1 − {0}の局所座標系として次の極座標を用いる。

R+ × S2n−2 3 (r, ω) 7−→ rω ∈ R2n−1 − {0}

R := I1 × SO(2n − 1) × I2と定めると、部分群Rは表現 πを通してM 上 natural action

となっていることから次が分かる。

Lemma. D(M)R w D(R)+
⊗

C[∆S]

(ただし、∆Sは球面 S2n−2の Laplace作用素）

更に、K1 = R(I2n × SO(2))であり、D0の定義により、
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D(M)K1 = {P ∈ D(M)R|[P,D0] = 0}

が成り立つ。D0の極座標系による表示は次の様になる。

4D0 = |x|(∆ − 4) = r−1
(

∂
∂r

)2
+ (2n − 2) ∂

∂r
− 4r + r−1∆S

= r−1∂2 + ar−1∂ + br + r−1∆S

ただし、∂ = r ∂
∂r

, a = 2n − 3, b = −4とする。

次の定理が成り立つ。

Theorem. D(M)K1 = C[D0, D2]

定理の証明の方針：

（１）任意の a, b ∈ Cに対して,A = r−1∂2 + ar−1∂ + br ∈ D(R+)と定め、

線形写像 adA : D(R+) −→ D(R+)を (adA)(P ) = [A,P ] = AP − PAとするとき、

次の命題が成り立つ。

Proposition. If b 6= 0, KeradA = C[A]

Remark . b = 0, a = ±1
2
のときは、KeradA = C[B±] % C[A]となる。

ただし、B+ = r−
1
2 ∂ + 1

2
r−

1
2 (a = 1

2
), B− = r−

1
2 ∂(a = −1

2
)とする。

（２）D(M)Rの元 P を P =
∑

0≤j≤m Pj∆
j
S, (Pj ∈ D(R+))と表示する。

[D0, P ] = 0 ⇔ [A,P0] = 0, [A,Pj] = [Pj−1, r
−1], [Pm, r−1] = 0

が成り立つ事と、（１）の Proposition を用いると定理が導かれる。

Corollary. D(M)K = C[D0]

Corollaryの証明はこの定理と次の Schrödinger modelのK−finite vectors のR既約分解を用

いる。

L2(R2n−1, |x|−1dx)K＝
⊕

a,l∈N,l5a Wa,l

ただし、a, l ∈ N, l 5 aに対してWa,l := fa,lHl(R2n−1)と定める。ここで、fa,l(r) = L2n−3+2l
a−l (r)rle−2r,

Hl(R2n−1)は l次の spherical harmonics、Lα
n は Laguerre polynomialである。

4 K2-invariant differential operators on M

W = R × (R2n−2 − {0}),V = (R − {0}) × {0}とすると、

M = W t V が成り立ち、W はM の open dense subset である。
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従って、制限写像D(M)R∩K2 3 D −→ D∼ ∈ D(W )R∩K2は algebraic injection となる。

次にW の座標を次の様に定める。

R+ × (0, π) × S2n−3 3 (r, θ, ω) 7−→ (rcosθ, rsinθω) ∈ W

このとき、この座標による表示を計算すると次を得る。

D∼
0 = A0 + 1

rsin2θ
∆S2n−3 , D∼

1 = A1 + cosθ
rsin2θ

∆S2n−3

ただし、A0 = r
(

∂
∂r

)2
+ r−1

(
∂
∂θ

)2
+ (2n − 2)

(
∂
∂r

)
+ (2n − 3)r−1c(θ)

(
∂
∂θ

)
− 4r,

A1 = −rcosθ
(

∂
∂r

)2
+ 2sinθ

(
∂
∂r

) (
∂
∂θ

)
+ r−1cosθ

(
∂
∂θ

)2

+r−1[(2n − 3)(sinθ)−1 − sinθ]
(

∂
∂θ

)
+ 4rcosθ,

c(θ) = cos θ/ sin θ とする。

D0(R+ × (0, π)) := {Q ∈ D(R+ × (0, π))|[A0, Q] = 0, [A1, Q] = 0}

と定めると次の命題が成り立つ。

Proposition.If D0(R+ × (0, π)) = C[A0, A1], then D(M)K2 = C[D0, D1, D3]
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