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introduction

テンソル代数を自然に拡張した代数を構成した. この代数とその応用について述べたい.

通常のテンソル代数 T (V )は次のベクトル空間 T̄ (V )の部分空間と見なせる:

T̄ (V ) =
M
p≥0

V ≠p ≠ Sp S1.

テンソル代数の積は自然にこの T̄ (V )に拡張でき, この積で T̄ (V )は結合的な次数つき代数
となる. この代数 T̄ (V )上には正準交換関係の類似をみたす「掛け算作用素」と「微分作
用素」が自然に考えられる. T̄ (V )をBoson Fock空間や Fermion Fock空間の類似と思っ
て, これらの作用素を「生成作用素」「消滅作用素」と呼ぶのも自然である. これらから生
成される作用素のなす代数は, Weyl代数やClifford代数の類似とみなせる（同時に商代数
としてこれらを含む）. またこの作用素の代数は次のベクトル空間と自然に同一視できる:M

p,q≥0

V ≠p ≠ Sp S1 ≠ Sq V §≠q.

この代数と作用素にはいろいろな応用があるが, 本稿では immanantという行列の函数
への応用について述べる. これは特に quantum immanant（と呼ばれる普遍包絡環U( n)

の中心のベクトル空間としての基底）に応用したときに, 威力を発揮する. 実際にこの枠
組みを利用して quantum immanantの様々な表示の同一性や higher Capelli identityと呼
ばれるCapelli型の恒等式を簡潔に証明することができる.

1. T̄ (V )の定義

まず, 代数 T̄ (V )を定義しよう. 簡単に言うと, 通常のテンソル代数の各斉次部分を無限
対称群の表現になるように誘導したものである.

V を 上の n次元ベクトル空間とする. テンソル代数 T (V )の斉次部分 Tp(V ) = V ≠p

には対称群 Spの自然な右作用が考えられる:

vp · · · v1σ = vσ(p) · · · vσ(1).



ここでテンソル積の記号 “≠”は省略している. この表現を無限対称群 S1の表現に誘導し
たものを T̄p(V )とする（ただし無限対称群 S1は有限対称群の自然な列 S1 Ω S2 Ω · · · の
帰納的極限である）. すなわち,

T̄p(V ) = V ≠p ≠ Sp S1 = Ind S1
Sp

V ≠p

とおく. ただし, 今述べた作用で V ≠pを右 Sp加群と見なし, また S1の群環 S1を左か
らの掛け算で左 Sp加群と見なしている. そしてこれら T̄0(V ), T̄1(V ), . . .の直和

T̄ (V ) =
M
p≥0

T̄p(V )

を考える（p = 0のときは T̄0(V ) = S1と定める）.

このベクトル空間 T̄ (V )に積の構造を入れよう. 二つの元

x = vp · · · v1σ ∈ T̄p(V ), y = wq · · ·w1τ ∈ T̄q(V )

に対して, その積 x · yを
x · y = (vp · · · v1σ) · (wq · · ·w1τ) = vp · · · v1 · wq · · ·w1 · αq(σ)τ ∈ T̄p+q(V )

と定めて, これを双線型になるように T̄ (V )× T̄ (V )に拡張する. ここで αは si 7→ si+1と
いう対応で決まる S1の群自己準同型である（ただし si = (i i + 1)とする）. するとこの
積に関して T̄ (V )は結合的な次数つき代数になる.

今, テンソル代数の斉次部分を S1が作用するくらいに大きく拡張したが, もう少し小
規模な拡張を考えよう. すなわち 0以上の整数 qに対して

T (q)
p (V ) = V ≠p ≠ Sp Sp+q ' Ind Sp+q

Sp
V ≠p

という T̄p(V )の部分空間を考える（ただし T (q)
0 (V )は T (q)

0 (V ) = Sqと定める）. すると
これらの直和

T (q)(V ) =
M
p≥0

T (q)
p (V )

は T̄ (V )の部分代数になる. 特に T (0)(V )も部分代数になるが, これは通常のテンソル代数
T (V )と自然に同一視できる. T̄ (V )は次の列の帰納的極限とも見なせる:

T (V ) ' T (0)(V ) Ω T (1)(V ) Ω T (2)(V ) Ω · · · .

通常のテンソル代数を含むこの大きな代数 T̄ (V )が本稿の主役である.

代数 T̄ (V )は次のような生成元と関係式を用いて定義することもできる（e1, . . . , enが
V の基底, s1, s2, . . .が S1の生成元にあたる）:

生成元: e1, . . . , en, s1, s2, . . . .



関係式: eaeb = ebeas1, siea = easi+1,

s2
i = 1, sisi+1si = si+1sisi+1, sisj = sjsi when |i− j| > 1.

2. 掛け算作用素と微分作用素

代数 T̄ (V )において, 正準交換関係の類似をみたす 2系列の作用素が自然に考えられる.

それぞれを「掛け算作用素」と「微分作用素」と呼ぶことにする.

まず掛け算作用素を説明しよう. 代数 T̄ (V )の元 xを固定してこれを「左から掛ける」
という写像を考える. この「xによる掛け算作用素」を L(x)という記号で表そう:

L(x) : T̄ (V ) → T̄ (V ), y 7→ xy.

特に x = v ∈ V Ω T̄ (V )の場合と, x = σ ∈ S1 Ω S1 = T̄0(V )の場合が基本的である.

次に V §を V の双対空間として, v§ ∈ V §に対応する線型作用素 L(v§) : T̄ (V ) → T̄ (V )

を次のように定める.

L(v§) : vp · · · v1σ 7→
pX

k=1

hv§, vkivp · · · v̂k · · · v1 · (p p− 1 · · · k + 1 k)σ.

ここで vp, . . . , v1は V の元, σは S1の元とする. また v̂kは vkを省くことを意味する. こ
の定義式は, 和の各項を「vkを左端に移動して v§とカップリングしたもの」と思えば自然
である. (p p− 1 · · · k + 1 k)という置換は vkの左端への移動に伴って現れるのである.

この定義は well definedであり, 特にそのことから L(v§)は右からの S1の自然な作用
と可換になることがわかる. この L(v§)を「v§による微分作用素」と呼ぶことにする.

この微分作用素 L(v§)と v ∈ V による掛け算作用素 L(v)に注目しよう. これらの像や
交換関係に関して次が成り立つ:

命題 2.1. これらの作用素は T (q)
p (V )に制限すると像は次のような空間に収まる:

L(v) : T (q)
p (V ) → T (q−1)

p+1 (V ) for q ≥ 1,

T (0)
p (V ) → T (0)

p+1(V ),

L(v§) : T (q)
p (V ) → T (q+1)

p−1 (V ) for p ≥ 1,

T (q)
0 (V ) → {0}.

特に L(v)は次数を一つ上げ, L(v§)は次数を一つ下げる.



命題 2.2. 次の交換関係が成立する:

L(v)L(w) = L(w)L(v)L(s1),

L(v§)L(w§) = L(s1)L(w§)L(v§),

L(v§)L(w) = L(w)L(s1)L(v§) + hv§, wi.

この交換関係は正準交換関係 (canonical commutation relation)や正準反交換関係 (canon-

ical anticommutation relation) の類似と見なせる. 正確にはこれらを含むと言ってよい
（実際 σ 7→ 1もしくは σ 7→ sgn(σ) とすることで正準交換関係や正準反交換関係になる）.

T̄ (V )をBoson Fock空間や Fermion Fock空間の類似と見なして, L(v)と L(v§)を「生成
作用素」「消滅作用素」と呼ぶのも自然である.

3. テンソル空間上の線型変換の記述

掛け算作用素 L(v)と微分作用素 L(v§)はテンソル空間の上の基本的な線型変換を記述
するのに役立つ.

一般線型群GL(V )は自然に T (V ), T̄ (V )に作用する. これから決まる (V )の T (V ),

T̄ (V )への作用 πは掛け算作用素と微分作用素を用いて次のように表される:

π(Eij) = L(ei)L(e§j).

ただし e1, . . . , enは V の基底, e§1, . . . , e
§
nはその双対基底とする. またEij は (V )の標準

的な基底とする. L(e§j)自体は T (V )上の線型変換ではないが, 命題 2.1からわかるように
L(ei)L(e§j)は T (V )上の線型変換となる.

次のような Euler作用素の類似を考えるのも面白い:

E =
nX

i=1

L(ei)L(e§i ).

これを任意の x ∈ T̄p(V )に作用させると Ex = pxという等式が成立する.

このような線型変換の表示は, テンソル代数と関連した表現論や不変式論に応用できる.

例えばこの枠組みを用いて Schur–Weyl双対性を証明したり, その一般化を記述したりで
きる. これらの掛け算作用素や微分作用素に関しては Capelli型の恒等式も考えられ, こ
れを利用してある不変式環の生成元の記述を行うこともできる.

4. さらに大きな代数

D(T̄ (V ))をL(v), L(v§), L(σ)という形の作用素から生成されるEnd(T̄ (V ))の部分代数
とする（ただし v ∈ V , v§ ∈ V §, σ ∈ S1とする）. これはWeyl代数やClifford代数の類



似と見なせる. また同時にこれらを商代数として含む:

D(T̄ (V ))/(σ − 1) ' Weyl(V § © V ),

D(T̄ (V ))/(σ − sgn(σ)) ' Clifford(V § © V ).

ただし (σ − 1)と (σ − sgn(σ))は {σ − 1 |σ ∈ S1}と {σ − sgn(σ) |σ ∈ S1}から生成され
るD(T̄ (V ))の両側イデアルである.

この代数D(T̄ (V ))はまた次のベクトル空間と自然に同一視できる:M
p,q≥0

V ≠p ≠ Sp S1 ≠ Sq V §≠q.

さらにD(T̄ (V ))は次の生成元と関係式で定義することもできる.

生成元: e1, . . . , en, e
§
1, . . . , e

§
n, s1, s2, . . . .

関係式: eaeb = ebeas1, e§ae
§
b = s1e

§
be
§
a, e§aeb = ebs1e

§
a + δab,

siea = easi+1, e§asi = si+1e
§
a,

s2
i = 1, sisi+1si = si+1sisi+1, sisj = sjsi when |i− j| > 1.

e1, . . . , enと e§1, . . . , e
§
nをそれぞれ V の基底, V §の双対基底と見なして, L(ei), L(e§i ), L(si)

を単に ei, e§i , siと略記すれば対応がつく.

これを見ると, 次の生成元と関係式で定義される代数を考えるのも自然である:

生成元: e1, . . . , em, f1, . . . , fn, s1, s2, . . . .

関係式: eaeb = ebeas1, fafb = s1fbfa, faeb = ebs1fa + cab,

siea = easi+1, fasi = si+1fa,

s2
i = 1, sisi+1si = si+1sisi+1, sisj = sjsi when |i− j| > 1.

これは複素数 cab (1 ∑ a ∑ m, 1 ∑ b ∑ n) をパラメータとする代数である. e1, . . . , emお
よび f1, . . . , fn をベクトル空間 V とW の基底と見なすと cabはW × V 上の双線型形式と
対応する. そしてこの代数は M

p,q≥0

V ≠p ≠ Sp S1 ≠ Sq W≠q

に積の構造を入れたものとも見なせる. この代数を T̄ 0(V, W )と書くことにする. そして
W × V 上の双線型形式が恒等的に 0という特別な場合に T̄ 0(V, W )を T̄ (V, W )と表すこと
にする. 一般の T̄ 0(V, W )は T̄ (V, W )の一種の量子化と言っていいだろう.

W = {0}の場合はこの代数 T̄ 0(V, W )は T̄ (V )と同一視できる. 逆に V = {0}の場合は
T̄ (W )の反代数 T̄ ◦(W )と同一視できる. またW = V §として, V §と V の間に自然なカッ
プリングを考えるとき, この代数はD(T̄ (V ))と同型になる: T̄ 0(V §, V ) ' D(T̄ (V )).



これらのうち T̄ (V ), T̄ ◦(V §), T̄ (V, V §)は immanantへの応用で活躍する（ただし本稿
では紙面が限られているので一部しか述べられない）.

5. immanants

代数 T̄ (V )は immanantという行列の函数を扱うのに役立つ. 本節では immanantの定
義とその基本的な性質についてまとめる.

immanantは nの分割 ∏に応じて決まる行列の函数であり, 行列式やパーマネントの自
然な一般化とも見なせる. 複素行列X = (Xij)1∑i,j∑nに対し, ∏に対応する immanantを

imm∏ X =
X
σ∈Sn

χ∏(σ)Xσ(1)1 · · ·Xσ(n)n =
X
σ∈Sn

χ∏(σ
−1)X1σ(1) · · ·Xnσ(n)(5.1)

と定める. ただし ∏は nの分割, χ∏は ∏に対応する Snの既約指標とする. この函数 imm∏

は, ∏ = (1n), ∏ = (n)のときそれぞれ行列式とパーマネントに一致する:

imm(1n) = det, imm(n) = per .

次の関係式は det XY = det X det Y という関係式の小行列式版（Cauchy–Binet関係
式）の類似と見なせる:

命題 5.1. X, Y ∈ Matn( )に対し, 次の関係式が成立する:

imm∏(XY )IK =
χ∏(1)

p!

X
J∈[n]p

imm∏ XIJ imm∏ YJK =
X

J∈(([n]
p ))

χ∏(1)

J !
imm∏ XIJ imm∏ YJK .

記号を説明しよう. まず [n]は {1, . . . , n}という集合を表す. また
≥≥

[n]
p

¥¥
は n以下の自

然数からなる長さ pの非減少数列の集合全体を表す:µµ
[n]

p

∂∂
= {(i1, . . . , ip) ∈ [n]p | i1 ∑ · · · ∑ ip}.

また I = (i1, . . . , ip) ∈ [n]p に対し, I! = m1! · · ·mn!と定める. ただし mi をこの数列
における iの登場回数とする. さらに I = (i1, . . . , ip), J = (j1, . . . , jp) ∈ [n]pに対して
XIJ = (Xiajb

)1∑a,b∑pとおく.

群環 Snに値を取る次のような函数を考えるのも自然である:

preimm X =
X
σ∈Sn

σXσ(1)1 · · ·Xσ(n)n =
X
σ∈Sn

X1σ(1) · · ·Xnσ(n)σ
−1,

preimm◦ X =
X
σ∈Sn

Xσ(1)1 · · ·Xσ(n)nσ
−1 =

X
σ∈Sn

σX1σ(1) · · ·Xnσ(n).

これらを本稿では仮に preimmanantまたは predeterminantと呼ぶことにする. これに既
約指標 χ∏を適用すると通常の immanantが得られるからである:

imm∏ X = χ∏(preimm X) = χ∏(preimm◦ X).



この 2種類の preimmanantの間には preimm tX = preimm◦ X という関係がある.

preimmanantについてもCauchy–Binet型の関係式が成り立つ:

命題 5.2. 次が成立する:

preimm(XY )IK =
1

n!

X
J∈[n]r

preimm XIJ preimm YJK

=
X

J∈(([n]
r ))

1

J !
preimm XIJ preimm YJK ,

preimm◦(XY )IK =
1

n!

X
J∈[n]r

preimm◦ YJK preimm◦ XIJ

=
X

J∈(([n]
r ))

1

J !
preimm◦ YJK preimm◦ XIJ .

また preimmanantの和について次の等式が成立する:

1

p!

X
I∈[n]p

preimm XII =
X

I∈(([n]
p ))

1

I!
preimm XII

=
1

p!

X
I∈[n]p

preimm◦ XII =
X

I∈(([n]
p ))

1

I!
preimm◦ XII .

この値を preimmp Xと表すことにする. これは次のような良い不変性を持つ:

定理 5.3. preimmp Xは Spの中心元であり, またGLn( )の元による共役で不変である.

つまり任意の σ ∈ Sp, g ∈ GLn( )に対して, 次が成立する:

σ(preimmp X)σ−1 = preimmp X, preimmp gXg−1 = preimmp X.

非可換な成分を持つ行列にも immanantを考えよう. 結合的な 代数Aを用意して, A
の元を成分とする n次正方行列X = (Xij)1∑i,j∑nを考える. このような行列に対しては
(5.1)の二つの定義式が一般には一致しないため,次の二つを個別に考えなくてはならない:

column-imm∏ X =
X
σ∈Sn

χ∏(σ)Xσ(1)1 · · ·Xσ(n)n,

row-imm∏ X =
X
σ∈Sn

χ∏(σ
−1)X1σ(1) · · ·Xnσ(n).

さらに次のようなものを考えても面白い:

double-imm∏ X =
χ∏(1)

n!

X
σ,σ0∈Sn

χ∏(σ)χ∏(σ
0−1)Xσ(1)σ0(1) · · ·Xσ(n)σ0(n),

symm-imm∏ X =
1

n!

X
σ,σ0∈Sn

χ∏(σσ0−1)Xσ(1)σ0(1) · · ·Xσ(n)σ0(n).



これらは成分が可換であればすべて一致する. これは既約指標に関する次の基本的な関係
を使えばすぐにわかる:

|Sn|χ∏(σ)

χ∏(1)
=

X
σ0∈Sn

χ∏(σσ0−1)χ∏(σ
0), χ∏(σ) = χ∏(σ

−1).

非可換な成分を持つ行列に対して, さらに次の函数が同様に定義できる:

column-preimm, row-preimm, symm-preimm,

column-preimm◦, row-preimm◦, symm-preimm◦ .

これらは Sn ≠A に値をとる函数である（ただし Sn ≠Aには Snの元とAの元が可
換になるように積の構造を入れる）. これらの和に関して次の等式が成立する:X

I∈[n]p

column-preimm XII =
X

I∈[n]p

column-preimm◦ XII

=
X

I∈[n]p

row-preimm XII =
X

I∈[n]p

row-preimm◦ XII

=
X

I∈[n]p

symm-preimm XII =
X

I∈[n]p

symm-preimm◦ XII .

この値を p!で割ったものを preimmp X という記号で表そう. これは定理 5.3と同様に次
の不変性を持つ:

定理 5.4. preimmp Xは Spの任意の元と可換であり, またGLn( )の元による共役で不
変である. つまり任意の σ ∈ Sp, g ∈ GLn( )に対して, 次が成立する:

σ(preimmp X)σ−1 = preimmp X, preimmp gXg−1 = preimmp X.

6. 代数 T̄ (V )を用いた immanantの表示

代数 T̄ (V )を利用して immanantや preimmanantをうまく表示することができる. 行
列式を扱うのに外積代数がしばしば役に立つが, 外積代数を T̄ (V )に置き換えることで
immanantや preimmanantを行列式と同様に扱えるようなるのである.

X = (Xij)1∑i,j∑n を n次の複素正方行列とする. V を n次元複素ベクトル空間とし,

e1, . . . , enを V の基底, e§1, . . . , e
§
nを V §の基底とする. そして V Ω T̄ (V )の元

ξj =
nX

i=1

eiXij, ∞i =
nX

j=1

ejXij

を考える. すると I, J ∈ [n]pに対して, XIJ の preimmanantが次のように表される:

preimm XIJ = L(e§i1) · · ·L(e§ip)ξjp · · · ξj1 ,

preimm◦ XIJ = L(e§j1) · · ·L(e§jp
)∞ip · · · ∞i1 .



これは T̄ (V §)の反代数 T̄ ◦(V §)と T̄ (V )とのカップリング T̄ ◦(V §)× T̄ (V ) → S1と見な
すと便利であるが, ここでは詳細は略す. この表示を利用すると定理 5.4の不変性などが
簡単に証明できる.

同様の表示は非可換な成分を持つ行列に対しても可能である. 次節では普遍包絡環U( n)

の成分を持つ行列について詳しく述べる.

7. Quantum immanants

前節で述べた手法は quantum immanant [O]を扱う際に特にその威力を発揮する.

まず quantum immanant ∏について復習しよう. これは分割 ∏でパラメータづけされ
た普遍包絡環 U( n)の中心元であり, ∏が長さ n以下の分割全体を走るとき U( n)の中
心の（ベクトル空間としての）基底をなす.

Eijを Lie環 nの標準的な基底として,

p =
1

p!

X
I∈[n]p

X
σ∈Sp

σEi1iσ(1)
(−x1) · · ·Eipiσ(p)

(−xp)(7.1)

という Sp ≠ U( n)の元を考える. ただしEij(a) = Eij + δijaとする. また x1, . . . , xpは
Young–Jucys–Murphy elementsと呼ばれる次のような Spの元である:

xk =
k−1X
i=1

(i k).

ただし x1は x1 = 0と定める.

この pは preimmp Xの類似であり, 命題 5.3や命題 5.4と同様の良い対称性を持つ. こ
の対称性から pが Sp ≠ U( n) の中心元であるという事実もすぐにわかる.

quantum immanant ∏はこの pに既約指標 χ∏を適用すると得られる:

∏ = χ∏( p).

そこで pを quantum preimmanantと呼ぶことにしよう.

ちなみに ∏ = (1k)のとき (1k)は k次Capelli elementに一致する.

代数 T̄ (V )を用いて pを表そう. 前節と同様に V を n次元ベクトル空間, e1, . . . , enを
V の基底, e§1, . . . , e

§
nを V §の双対基底とする. すると次の関係が成り立つ:

p =
1

p!

X
I∈[n]p

L(e§i1) · · ·L(e§ip)∞ip(−y1) · · · ∞i1(−yp).(7.2)

ただし ∞i(a)は次のような T̄ (V )≠ U( n)の元である:

∞i(a) =
nX

j=1

ejEij(a).



また y1, . . . , ypは次のような Spの元である（y1は y1 = 0と定める）:

yk =
k−1X
i=1

(1 i + 1).

この T̄ (V )を利用した表示から quantum immanantのいろいろな性質がわかる. たとえ
ば pは上の (7.1) とは別に次のような表示式も持つ:

p =
X

I∈(([n]
p ))

1

I!

X
σ∈Sp

σEi1iσ(1)
(−x1) · · ·Eipiσ(p)

(−xp).(7.3)

この二つの表示式はそれぞれに利点がある. (7.1) からは pの中心性が簡単に導かれて,

(7.3) からは nの既約表現における pの作用（中心元なのでスカラー作用になる）が簡
単に計算できるのである. このようなそれぞれに利点を持つ表示の同等性が, 単純な交換
関係を利用して示せる. たとえば今の (7.1)と (7.3)の同等性は ∞i(a)に関する次の交換関
係を (7.2)に適用することで容易に示される:

∞i(−yl)∞j(−yl+1) = ∞j(−yl)∞i(−yl+1)s1.

この議論を押し進めると, 第 4節で与えた代数 T̄ (V, V §)なども自然に現れて活躍する.

他にも higher Capelli identityの証明が簡単にできる. 以下, それを説明しよう.

W = n ≠ n0 というベクトル空間のテンソル積を考える. すると一般線型群GLn( )

は多項式の空間P(W )に自然に作用する. これから得られる Lie環 nのP(W )への作用
を πという記号で表す. この作用は次のように表される.

π(Eij) =
n0X

k=1

tik@jk.

ただし tijはWの標準的な座標, @ijは @
@tij
という偏微分を表す. このとき次のようなCapelli

恒等式の一般化が成立する. これは [O] で与えられたもので, higher Capelli identityと呼
ばれている. immanantに関するCauchy–Binet関係式（命題 5.1）の類似とも見なせる.

定理 7.1 (Okounkov). 次が成立する:

π( ∏) =
χ∏(1)

p!

X
I∈[n]p

X
J∈[n0]p

imm∏ TIJ imm∏ @IJ .

ただし T , @は T = (tij)1∑i∑n, 1∑j∑n, @ = (@ij)1∑i∑n, 1∑j∑n というW 上の多項式係数微分作
用素環PD(W )の元を成分に持つ n× n0行列である.

この定理 7.1について, [O]では固有値の計算と shifted Schur functionの性質を利用し
た証明を与えているが, 以下のような直接的な証明が可能である.



証明. 次のような T̄ (V )≠ PD(W )の元を考える:

ηk =
nX

j=1

ej@jk, ∞i(a) =
nX

j=1

ejπ(Eij) + eia.

これらのあいだには

∞i(0) =
nX

j=1

ejπ(Eij) =
nX

j=1

n0X
k=1

ejtik@jk =
n0X

k=1

tikηk

という関係がある. また次の交換関係が成立する:

ηk∞j(−yl+1) = ∞j(−yl)ηks1.

これを繰り返し適用して次の等式を得る:

∞ip(−y1)∞ip−1(−y2) · · · ∞i1(−yp) =
X

K∈[n0]p
tipkptip−1kp−1 · · · ti1k1ηkpηkp−1 · · · ηk1 .(7.4)

実際, y1 = 0に注意して次のように変形すると, pが 1小さい場合に議論を帰着させられる.

∞ip(−y1)∞ip−1(−y2) · · · ∞i1(−yp)

=
n0X

k=1

tipkηk∞ip−1(−y2) · · · ∞i1(−yp)

=
n0X

k=1

tipk∞ip−1(−y1) · · · ∞i1(−yp−1)ηk · (1 2 · · · p).

(7.4)に微分作用素L(e§i1) · · ·L(e§ip)を適用して, i1, . . . , ipについて和を取り, 既約指標を適
用すると, 主張の等式を得る.

PD(W )の代わりにD(T̄ (W ))を舞台にしても同じような等式が成立する.

代数 T̄ (V )を用いて quantum immanantや higher Capelli identityを扱うこの手法は,外
積代数を用いてCapelli恒等式を扱う手法（[I1–5], [IU], [U2–5], [Wa]など）を発展させた
ものと見なせる.
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