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Abstract

コンパクトClifford-Klein形の存在問題は, 不連続群の研究において重要な問題で
ある. しかし, この問題は一般には難しく, 最もよく研究されている簡約型の等質空間
の場合に限っても, 多くの未解決問題が残っている.
一方, 簡約型等質空間G/Hに対し, その ‘無限小化近似’と言える等質空間Gθ/Hθ

を定義する事が出来る. 無限小化等質空間Gθ/HθのコンパクトClifford-Klein形の存
在問題を考えると, 簡約型の場合より簡単な議論でありながら, 驚く程よく似た結果
が得られる事がここ 2年程で分かってきた.
今回は (未解決問題の一つである) SL(n, R)/SL(m, R)のコンパクトClifford-Klein

形の存在問題の ‘無限小化版’を考察したい.

Existence problem of a compact Clifford-Klein form is an important problem in
the study of discontinuous groups. However, it is not easy in general to solve this
problem. There are many open problems on it even if we consider only the reductive
case.

On the other hand, for a homogeneous space of reductive type G/H, we can
define an infinitesimal homogeneous space Gθ/Hθ, which we may regard as ‘in-
finitesimal approximation’ of G/H. Recently, we obtained many solutions to the
existence problem of a compact Clifford-Klein form of infinitesimal homogeneous
spaces in easier argument. And these results are much similar to the reductive case.

In this talk, we want to consider the ‘infinitesimal analogue’ of the existence
problem of a compact Clifford-Klein form of SL(n, R)/SL(m, R).

1 コンパクトClifford-Klein形

まず, 等質空間の Clifford-Klein形を定義し, このテーマにおける重要な問題 (問 A)を述
べることから始めよう.
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M = G/Hをリー群の等質空間とし, ΓをGの離散部分群とする. ΓのM への作用が
固有不連続かつ固定点自由なとき, 商写像

π : M −→ Γ\M

は被覆写像となり, 従って πが滑らかな写像となるように Γ\M に多様体の構造を入れる
ことができる. このとき,

定義 1 (Killing, Borel, 小林). 商多様体 Γ\M をM のClifford-Klein形といい, ΓをM
の不連続群という.

A. Borelはリーマン対称空間G/Hに対し次の問を立て, 答えが常に肯定的であること
を示した.

問 A. G/HはコンパクトClifford-Klein形を持つか?

一方, Calabi-Markusは非リーマン対称空間 G/H = O(n + 1, 1)/O(n, 1)に対し, 問 A
の答えが否定的になることを示した. より一般の等質空間G/Hに対する問 Aは, 小林に
より初めて本格的に研究され, その後, Benoist, Labourie, Margulis, Zimmerらによっても
研究されている.
しかし, 未だ多くの等質空間G/Hに対し問 Aの答えは得られていない. 例えば, 以下

のような未解決問題がある.

予想 2 (小林). n > m > 1に対して, 等質空間 SL(n, R)/SL(m, R)はコンパクトClifford-
Klein形を持たない.

ある意味でこの予想は「2
3
は正しい」と言える. より正確には次が知られている.

定理 3. (小林) 予想 2はm < 2
3
n − εnならば正しい. 但し εnは次のように定義される.

εn =

{
0 if n ≡ 1 mod 3

1 other.

一方, 簡約型等質空間G/Hに対し, その無限小化等質空間Gθ/Hθを定義することがで
きる (定義 6). 無限小化等質空間に対する問 Aの答えは,　簡約型等質空間に対するそれ
と, これまでのところ驚く程の一致を見せている. 従って, 次のように予想するのは自然
だろう.

予想 4. n > m > 1として, G/H = SL(n, R)/SL(m, R)とおく. Gθ/Hθ はコンパクト
Clifford-Klein形を持たない.
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今回, この予想がある意味で「4
5
は正しい」事を示したい. より正確には次を示す.

定理 5 (2007). 予想 4はm < 4
5
n − εn ならば正しい. 但し εnは次のように定義される.

εn =

{
0 if n ≡ 1 mod 5

1 other.

2 無限小化等質空間

前世紀の問 Aに関する研究は, その殆どがG/Hが簡約型等質空間の場合に行われた. 一
方, ここ 2年程の間に無限小化等質空間に対する問 Aについて, 次々と新しい結果が得ら
れた. この節では, この無限小化等質空間の定義を復習したい. そのために, カルタン運動
群の定義から始めよう.

Gを簡約リー群とし, θをそのカルタン対合とする. Gのリー環 gは g = k + pと dθの
固有空間に分解する (リー環 gのカルタン分解). ここで, Kを kの解析的部分群とすると
GはG = exp(p) · Kと書ける (リー群Gのカルタン分解). 一方, 半直積群

Gθ := K nAd p

はGのカルタン運動群と呼ばれる. GとGθは自然な写像

Φθ : G → Gθ, eXk 7→ (k, x)

によって, 多様体として同型となるが, 一般にリー群としては同型でなく, Gθはもはや簡
約リー群ではない.
簡約型等質空間G/Hに対し, Gのカルタン対合 θを, Hが θ不変となるようにとれる.

このとき, Hのカルタン運動群Hθは自然にGθの部分群とみなすことができ, 従って等質
空間Gθ/Hθを考えることができる.

定義 6. 等質空間Gθ/HθをG/Hの無限小化等質空間という.

Gθ/HθはG/H と多様体としては同型であるが, 考えている幾何構造が異なる. 実際,
G/HにはG不変な擬リーマン構造が入るが, 一般にGθ/HθはGθ不変な擬リーマン構造
を持たない. また, 両者のClifford-Klein形も一対一には対応しない (なぜなら, Γ\Gθ/Hθ

において, ΓはGθの部分群でなければならない). しかし, それにも係わらず, 両者に対す
る問 Aには次のような経験則がある.

(1) 両者の問 Aに関する結果はよく似ている.

(2) 無限小化の方が, 証明が易しい

そして, 今回考察する等質空間 SL(n, R)/SL(m, R)についても, この経験則は成り立って
いる.
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3 鍵補題

無限小化等質空間に対する問 Aが易しい理由の一つに, ある鍵補題 (補題 7) が挙げられ
る. この補題により, 不連続群 Γの存在問題は, ある種の条件を満たす部分空間W の存在
問題に帰着される. その鍵補題とそこから得られる系を見てゆくことにしよう.

以下では, G/Hを簡約型等質空間とし, Gθ/Hθをその無限小化等質空間とする. このと
きGθ = K n pとすれば, Kの閉部分群KHと, pの部分空間 pHによって, Hθ = KH n pH

と書くことができる.

補題 7 (2005). Gθ/HθがコンパクトClifford-Klein形を持つ必要十分条件は次の二つの条
件 (a), (b)を満たす部分空間W ⊂ pが存在することである.

(a) pH ⊕ W = p,

(b) Ad(K)pH ∩ W = {0}.

この補題は, 簡約型等質空間のコンパクトClifford-Klein形に関する次の定理の「無限
小化版」とみることができる. 但し, 補題 7 が必要十分条件を与えるのに対し, 定理 8は
十分条件しか与えないという違いがある. このことは簡約型等質空間に対する問 Aが難
しい理由になっている.

定理 8 (小林). Gの簡約部分群Lで次の二つの条件 (a), (b)を満たすものが存在するなら
ば, G/HはコンパクトClifford-Klein形を持つ.

(a) d(H) + d(L) = d(G),

(b) a(H) ∩ a(L) = {0}.

但し, d(H)はHの非コンパクト次元, a(H)はHのカルタン射影による像である.

補題 7は不連続群Γの存在問題を部分空間W の存在問題に帰着するが, それでも一般
の無限小化等質空間に対し問 Aが簡単に解けるようになるわけではない. 次の系はW の
非存在を易しく判定する方法を提供する.

系 9 (2005). Gθ/HθがコンパクトClifford-Klein形を持つならば, pH はAd(K)pH に含ま
れる pの部分空間の中で最大次元のものである.

Proof. pの部分空間 V が Ad(K)pH 含まれるならば, (b)より特に V ∩ W = {0}である.
従って, (a)より dim pH = dim p − dim W ≥ dim V となり, pH の次元は最大である. ¥

この系もまた, 簡約型等質空間のコンパクトClifford-Klein形に関する次の定理の「無
限小化版」とみることができる.
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定理 10 (小林). Gの簡約部分群H ′で次の二つの条件 (a), (b)を満たすものが存在するな
らば, G/HはコンパクトClifford-Klein形を持たない.

(a) d(H ′) > d(H),

(b) H ′ ∼ H in G.

4 行列のランクに関する考察

この系 9を用いて, G/H = SL(n, R)/SL(m, R)の無限小化等質空間に対し問 Aを考えよ
う. このとき, 議論は行列のランク計算に帰着され, 最終的に定理 5の条件m < 4

5
n − εn

が得られる.

以下, この節では常にG/H = SL(n, R)/SL(m, R)とおく. このとき, p, pH , Ad(K)pH

を定義に従って計算すると次を得る.

p = Sym(n, R)

=
{
X ∈ M(n, R) : tX = X

}
pH =

{(
A

)
: A ∈ Sym(m, R)

}
' Sym(m, R)

Ad(K)pH = {X ∈ M(n, R) : rankX ≤ m}

ここで, 部分空間 V ⊂ pに対して,

rank V := max
X∈V

{rankX}

と定めると,
rank V ≤ m ⇐⇒ V ⊂ Ad(K)pH

である. 従って, 系 9を適用できるかどうかを調べるには, 次の質問に答えればよい.

質問 11. Sym(n, R)の部分空間 V で rank V ≤ mを満たし, かつ pH より高い次元のもの
はあるか?
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このような部分空間 V ⊂ pの候補として, Vmを次のように定める.

Vm =

{(
A B
tB

)
: A ∈ Sym(r, R), B ∈ M(r, n − r; R)

}
(m = 2rのとき)

Vm =

{(
A B
tB c

)
: A ∈ Sym(r, R), B ∈ M(r, n − r; R), c ∈ R

}
(m = 2r + 1のとき)

このとき, rank Vm = mは常に成り立つ. あとは dim Vm > dim pHを確かめればよい. VH ,
pH の定義に従って計算すれば,

dim Vm =

{
r(r+1)

2
+ r(n − r) (m = 2rのとき)

r(r+1)
2

+ r(n − r) + 1 (m = 2r + 1のとき)

dim pH =
m(m + 1)

2

となり, 結局

dim Vm > dim pH ⇐⇒ m <
4

5
n − εn

が得られる. 即ち, この条件が満たされるときは, 系 9よりGθ/Hθ のコンパクトClifford-
Klein形は存在せず, 定理 5が証明できた.

5 主結果

前節まで, SL(n, R)/SL(m, R)の無限小化等質空間に対して問 Aを考えてきた. 最後に,
この手法を一般化して, 別の等質空間G/H の問 Aも考察しよう. より正確には以下の等
質空間を考える.

G/H K p

1. SL(n, R)/SL(m, R) SO(n) Sym(n, R)

2. SL(n, C)/SL(m, C) SU(n) Herm(n, C)

3. SL(n, H)/SL(m, H) Sp(n) Herm(n, H)

4. SO(n, C)/SO(m, C) SO(n) o(n)

5. Sp(n, R)/Sp(m, R) U(n) u(n)

6. Sp(n, C)/Sp(m, C) Sp(n) sp(n)

7. SO∗(2n)/SO∗(2m) U(n) o(n, C)
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G/Hをこの表にある等質空間の一つとしたとき, 次のように予想されている.

予想 12 (小林). n > m > 1のとき, G/HはコンパクトClifford-Klein形を持たない.

そして, その無限小化版も同様に予想できる.

予想 13. n > m > 1のとき, Gθ/HθはコンパクトClifford-Klein形を持たない.

SL(n, R)/SL(m, R)のときと同様に, 簡約型の予想はやはり「ほぼ 2
3
は正しい」. より

正確には:

定理 14 (小林). 予想 12は以下の場合には正しい.

G/H mが偶数のとき mが奇数のとき
SL(n, R)/SL(m, R) 3m < 2n 3m < 2n − 3

SL(n, C)/SL(m, C) 3m < 2n + 2 3m < 2n − 1

SL(n, H)/SL(m, H) 3m < 2n + 2 3m < 2n − 1

SO(n, C)/SO(m, C) 3m < 2n + 2 3m < 2n + 1

Sp(n, R)/Sp(m, R) 3m < 2n − 2 3m < 2n − 3 − 2δm3

Sp(n, C)/Sp(m, C) 3m < 2n 3m < 2n − 1 − 2δm3

SO∗(2n)/SO∗(2m) 3m < 2n + 2 3m < 2n + 1

これを指針として, これの無限小化版を考えよう. このとき, 次が言える.

定理 15 (2007). 予想 13は以下の場合には正しい.

G/H mが偶数のとき mが奇数のとき
SL(n, R)/SL(m, R) 5m < 4n − 2 5m < 4n − 5

SL(n, C)/SL(m, C) 5m < 4n 5m < 4n − 3

SL(n, H)/SL(m, H) 5m < 4n + 1 5m < 4n − 2

SO(n, C)/SO(m, C) 5m < 4n + 2 5m < 4n − 1

Sp(n, R)/Sp(m, R) 5m < 4n 5m < 4n − 3

Sp(n, C)/Sp(m, C) 5m < 4n − 1 5m < 4n − 4

SO∗(2n)/SO∗(2m) 5m < 4n + 2 5m < 4n − 1

SL(n, R)/SL(m, R)のときと同様に, 行列のランクに関する考察を行うことで, これら
を証明できる.
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