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Abstract. Middle conovolution functor for Fuchsian differential systems was con-
structed by Dettweiler and Reiter as an algebraic analogue of Katz’ functor. Filipuk
applied it for the Fuchsian system which leads to the sixth Painleve equation, and
established that Okamoto’s transformation for the sixth Painlevé equation can be
found as a result of the middle convolution. In this article, the result by Filipuk
is reformulated and explicit expressions of integral transformations for Fuchsian
systems are obtained. We will also explain further results on this subject.

1. はじめに

第六パンルヴェ方程式系とは、

dλ

dt
=

∂HV I

∂µ
,

dµ

dt
= −∂HV I

∂λ
,(1.1)

HV I =
1

t(t − 1)

{
λ(λ − 1)(λ − t)µ2

−{θ0(λ − 1)(λ − t) + θ1λ(λ − t) + (θt − 1)λ(λ − 1)}µ + κ1(κ2 + 1)(λ − t)} ,

で定義される非線形連立常微分方程式系である。ここで、θ0, θ1, θt, θ∞はパラメータ
であり κ1 = (θ∞ − θ0 − θ1 − θt)/2, κ2 = −(θ∞ + θ0 + θ1 + θt)/2である。この式にお
いてµを消去して得られる λについての非線形二階常微分方程式が第六パンルヴェ方
程式で、次のように書かれる。

d2λ

dt2
=

1

2

(
1

λ
+

1

λ − 1
+

1

λ − t

) (
dλ

dt

)2

−
(

1

t
+

1

t − 1
+

1

λ − t

)
dλ

dt
(1.2)

+
λ(λ − 1)(λ − t)

t2(t − 1)2

{
(1 − θ∞)2

2
− θ2

0

2

t

λ2
+

θ2
1

2

(t − 1)

(λ − 1)2
+

(1 − θ2
t )

2

t(t − 1)

(λ − t)2

}
.

第六パンルヴェ方程式系の解において、動く特異点は極のみであるという著しい性
質があり、この性質はパンルヴェ性と呼ばれている。
対称性としては、第六パンルヴェ方程式系は以下の変換で不変である。

θt θ∞ θ1 θ0 λ µ t
s0 −θt θ∞ θ1 θ0 λ µ − θt

λ−t
t

s1 θt 2 − θ∞ θ1 θ0 λ µ t
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µ
µ t
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λ−1
t
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t
λ
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t

t
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λ−t
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この不変性をもって、第六パンルヴェ方程式（系）は (拡大)アフィンワイル群W (D
(1)
4 )

の対称性があると言われる。ここでの変換、とくに s2による変換は岡本変換と呼ば
れる。
一方、第六パンルヴェ方程式系はリーマン球面 Ĉ = C∪{∞}において4点{0, 1, t,∞}

に確定特異点をもつ 2 × 2の連立線形常微分方程式

(1.3)
dY

dz
=

(
A0

z
+

A1

z − 1
+

At

z − t

)
Y,

と関係をもっている。ここでA0, A1, Atは 2 × 2の定数行列であり、Y は 2次元ベク
トルである。その関係とは、式 (1.3)のモノドロミー保存変形により第六パンルヴェ
方程式系が導出されるということ、すなわち、線形常微分方程式 (1.3)において tを
動かしたときにモノドロミー（解を Ĉ \ {0, 1, t,∞}での閉径路で解析接続して元の点
にもどったときに解が変化するようす）を不変にするために係数行列A0, A1, Atを変
化させたときのその成分から決まる量（後で明示的に述べる）がみたすべき式が第六
パンルヴェ方程式系になるということである。

Filipukは [3]において、第六パンルヴェ方程式系での岡本変換 s2が連立線形常微分
方程式でのmiddle convolutionというものと整合的に対応していることを示したが、
本稿ではこのことを再定式化し、middle convolutionの積分変換の側面についても考
察する。そして、線形常微分方程式 (1.3)の係数行列が特別な場合に解の積分表示を得
る。第六パンルヴェ方程式のヒッチンの解と呼ばれる 2パラメータ解に対して、対応
する線形常微分方程式には Hermite-Krichever仮設法による解が得られること ([14])
が知られているが、ピカールの解と呼ばれる 2パラメータ解に対応する線形常微分方
程式には本稿で述べる解の積分表示が対応する。
ところで、ホインの微分方程式とは、γ + δ + ϵ = α + β + 1という関係式のもとで

(1.4)
d2y

dz2
+

(
γ

z
+

δ

z − 1
+

ϵ

z − t

)
dy

dz
+

αβz − q

z(z − 1)(z − t)
y = 0,

として定義される 4点 {0, 1, t,∞}に確定特異点をもつ単独二階線形常微分方程式で
ある。ホインの微分方程式において、パラメーターが特殊な場合には解を明示的に
求めることができ、[7]においていくらか述べられている。[7]には載っていない解と
しては、γ, δ, ϵ, α − β ∈ Z + 1/2のときにはすべての qについて、有限帯ポテンシャ
ルに関連する解が知られており、モノドロミーの計算なども試みられている ([17, 4,
8, 9, 10, 11, 12, 13])。本稿では、middle convolutionによる積分変換の応用として、
γ, δ, ϵ, α + 1/2, β + 1/2 ∈ Zの場合にすべての qについて解の積分表示が得られるこ
とを紹介する。とくに γ = δ = ϵ = 1, α = 3/2, β = 1/2の場合には解の積分表示を具
体的に与え、さらにモノドロミー行列を明示的に書き下す。

2. フックス型微分方程式系

これより、以下のような線形常微分方程式系を考えていく。

(2.1)
dY

dz
= A(z)Y, A(z) =

A0

z
+

A1

z − 1
+

At

z − t
=

(
a11(z) a12(z)
a21(z) a22(z)

)
,

ここで、Y = t(y1(z), y2(z)), A0, A1, Atは 2×2の定数行列とする。このとき、式 (2.1)

はフックス型となっている。すなわち、リーマン球面 Ĉ上で特異点 {0, 1, t,∞}はす
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べて確定特異点となっている。さて、

A0 =

(
u0 + θ0 −w0

u0(u0 + θ0)/w0 −u0

)
, A1 =

(
u1 + θ1 −w1

u1(u1 + θ1)/w1 −u1

)
,(2.2)

At =

(
ut + θt −wt

ut(ut + θt)/wt −ut

)
,

w0 =
kλ

t
, w1 = −k(λ − 1)

t − 1
, wt =

k(λ − t)

t(t − 1)
,

u0 = −θ0 +
λ

tθ∞
[λ(λ − 1)(λ − t)µ2 + {2κ1(λ − 1)(λ − t) − θ1(λ − t)

− tθt(λ − 1)}µ + κ1{κ1(λ − t − 1) − θ1 − tθt}],

u1 = −θ1 −
λ − 1

(t − 1)θ∞
[λ(λ − 1)(λ − t)µ2 + {2κ1(λ − 1)(λ − t) + (θ∞ − θ1)(λ − t)

− tθt(λ − 1)}µ + κ1{κ1(λ − t + 1) + θ0 − (t − 1)θt}],

ut = −θt +
λ − t

t(t − 1)θ∞
[λ(λ − 1)(λ − t)µ2 + {2κ1(λ − 1)(λ − t) − θ1(λ − t)

+ t(θ∞ − θt)(λ − 1)}µ + κ1{κ1(λ − t + 1) + θ0 + (t − 1)(θ∞ − θt)}],

とおき、κ1 = (θ∞−θ0−θ1−θt)/2, κ2 = −(θ∞+θ0 +θ1 +θt)/2とする。Ai (i = 0, 1, t)
の固有値は 0と θiになっており、A∞ = −(A0 + A1 + At)とおくと

A∞ =

(
κ1 0
0 κ2

)
,(2.3)

となる。式 (2.2)から決まるフックス型微分方程式系 (2.1)をDY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k)
と記す。式 (2.1)において y2(z)を消去することにより、以下の二階線形微分方程式が
得られる。

d2y1(z)

dz2
+

(
1 − θ0

z
+

1 − θ1

z − 1
+

1 − θt

z − t
− 1

z − λ

)
dy1(z)

dz
(2.4)

+

(
κ1(κ2 + 1)

z(z − 1)
+

λ(λ − 1)µ

z(z − 1)(z − λ)
− t(t − 1)H

z(z − 1)(z − t)

)
y1(z) = 0,

H =
1

t(t − 1)
[λ(λ − 1)(λ − t)µ2 − {θ0(λ − 1)(λ − t) + θ1λ(λ − t)

+ (θt − 1)λ(λ − 1)}µ + κ1(κ2 + 1)(λ − t)].

これをDy1(θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ)と記すことにする。この微分方程式の特異点z = 0, 1, t, λ,∞
はすべて確定特異点となっており、z = λは特性指数が 0, 2の見かけの特異点である。
ここで、λを確定特異点 {0, 1, t,∞}のいずれかに合流させ、伴ってµについても適当
な極限をとれば、ホインの微分方程式 (式 (1.4))を得ることができる。
また、第六パンルヴェ方程式系

dλ

dt
=

∂H

∂µ
,

dµ

dt
= −∂H

∂λ
(2.5)

は微分方程式 (2.1)において tという変数についてモノドロミー保存変形をすること
により導出されることを注意しておく。
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3. Middle convolution

Dettweilerと Reiterは [1, 2]において Katzのmiddle convolutionの代数版を定式
化してフックス型微分方程式に関連する理論を構築し、Filipukは [3]において 4点確
定特異点のフックス型微分方程式に場合に応用した。この章では、これらの結果の必
要となる部分を筆者の計算に沿う形で概観し、多少の計算を追加する。以下で述べる
DettweilerとReiterの結果は任意のサイズで任意の確定特異点の個数のフックス型微
分方程式系について成立しているが、後に用いる場合に限定して記述する。

A0, A1, Atを 2×2の定数行列とする。ν ∈ Cに対し、convolution行列B0, B1, Bt ∈
C6×6を次のように定める。

B0 =

 A0 + ν A1 At

0 0 0
0 0 0

 , B1 =

 0 0 0
A0 A1 + ν At

0 0 0

 ,(3.1)

Bt =

 0 0 0
0 0 0
A0 A1 At + ν

 .

基点 o ∈ C \ {0, 1, t}を固定し、αi (i = 0, 1, t,∞)は点が oであり点w = iを反時計周
りに回る径路とする。z ∈ C \ {0, 1, t}とし、αzはw = zを時計周りに回る径路とす
る。そして、[α, β] = α−1β−1αβを Pochhammerの径路とする。

命題 3.1. ([2]) Y = t(y1(z), y2(z))を微分方程式

(3.2)
dY

dz
=

(
A0

z
+

A1

z − 1
+

At

z − t

)
Y.

の解とする。それぞれの i ∈ {0, 1, t,∞}に対し、関数

(3.3) U =



∫
[αz ,αi]

w−1y1(w)(z − w)νdw∫
[αz ,αi]

w−1y2(w)(z − w)νdw∫
[αz ,αi]

(w − 1)−1y1(w)(z − w)νdw∫
[αz ,αi]

(w − 1)−1y2(w)(z − w)νdw∫
[αz ,αi]

(w − t)−1y1(w)(z − w)νdw∫
[αz ,αi]

(w − t)−1y2(w)(z − w)νdw


,

は微分方程式

(3.4)
dU

dz
=

(
B0

z
+

B1

z − 1
+

Bt

z − t

)
U, U ∈ C6

の解となる。

さて

L0 =

 Ker(A0)
0
0

 , L1 =

 0
Ker(A1)

0

 , Lt =

 0
0

Ker(At)

 ,(3.5)

L = L0 ⊕ L1 ⊕ Lt, K = Ker(B0) ∩ Ker(B1) ∩ Ker(Bt).

とおく。あるmについてC6/(K+L)とCmがベクトル空間として同型になるが、同型
写像をひとつ固定しておく。Bk (k = 0, 1, t)のCm ≃ C6/(K+L)における作用をCm

でのものと同一視したとき、行列の組mcν(A) = (B̃0, B̃1, B̃t)のことを (A0, A1, At)の
パラメータ νにおけるmiddle convolutionの加法版と呼ぶことにする。Filipukは [3]
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において、ν = κ1ならばC6/(K+L)はC2に同型であり、middle convolutionによっ
て得られるフックス型微分方程式系

(3.6)
dỸ

dz
=

(
B̃0

z
+

B̃1

z − 1
+

B̃t

z − t

)
Ỹ ,

からモノドロミー保存変形によって得られる式は岡本変換 s2によって変換された第六
パンルヴェ方程式系となっていることを示した。また、ν = κ2のときもC6/(K + L)
はC2と同型になっているが、これについては後ほど議論する。
これより、ν = κ1の場合にmiddle convolutionによって定まるフックス型微分方程

式系と積分表示を計算し、Filipukの結果が再導出されることを見てみよう。A0, A1,
Atを式 (2.2)により定まる行列とする。ν = κ1のときには、L0, L1, Lt, Kは以下の
ように求まる。

L0 = C


w0

u0 + θ0

0
0
0
0

 , L1 = C


0
0
w1

u1 + θ1

0
0

 , Lt = C


0
0
0
0
wt

ut + θt

 , K = C


1
0
1
0
1
0

 .

(3.7)

さて、

S =


0 0 1 w0 0 0
0 0 0 u0 + θ0 0 0

s31 s32 1 0 w1 0
0 0 0 0 u1 + θ1 0

s51 s52 1 0 0 wt

0 0 0 0 0 ut + θt

 ,

s31 = t(t−1)µw0w1ut

k2κ2wt(u0+θ0)(u1+θ1)
,

s51 = t(1−t)µw0wtu1

k2κ2wt(u0+θ0)(ut+θt)
,

s32 = 1
θ∞

(
w0

u0+θ0
− w1

u1+θ1

)
,

s52 = 1
θ∞

(
w0

u0+θ0
− wt

ut+θt

)
,

(3.8)

とし、Ũ = S−1U とおく。ここで、U は式 (3.3)で定められている関数で、微分方程
式 (3.4)の解である。このとき、Ũ は次の形の微分方程式

(3.9)
dŨ

dz
=


b11(z) b12(z) 0 0 0 0
b21(z) b22(z) 0 0 0 0
b31(z) b32(z) 0 0 0 0

0 b42(z) 0 κ1

z
0 0

0 b52(z) 0 0 κ1

z−1
0

0 b62(z) 0 0 0 κ1

z−t

 Ũ ,

をみたすことがわかる。ここで、bi1(z) (i = 1, 2, 3), bi2(z) (i = 1, . . . , 6)は有理式
となる。Ũ = t(ũ1(z), ũ2(z), . . . , ũ6(z))と書き、ỹ1(z) = ũ1(z), ỹ2(z) = ũ2(z), Ỹ =
t(ỹ1(z), ỹ2(z))とおくと、

dỸ

dz
=

(
b11(z) b12(z)
b21(z) b22(z)

)
Ỹ ,(3.10)
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が成立し、これは

θ̃0 =
θ0 − θ1 − θt + θ∞

2
, θ̃1 =

−θ0 + θ1 − θt + θ∞
2

, θ̃t =
−θ0 − θ1 + θt + θ∞

2
,

(3.11)

θ̃∞ =
θ0 + θ1 + θt + θ∞

2
, λ̃ = λ + κ1/µ, µ̃ = µ, k̃ = k,

とおいたときのフックス型微分方程式系DY (θ̃0, θ̃1, θ̃t, θ̃∞; λ̃, µ̃; k̃)(式 (2.1)を参照のこ
と)となっている。関数 ỹ1(z)と ỹ2(z)は、式 (3.3)での U = t(u1(z), u2(z), . . . , u6(z))
を用いて

ỹ1(z) =
λ̃(u0 + θ0)

λ
u1(z) − kλ̃

t
u2(z) +

(λ̃ − 1)(u1 + θ1)

λ − 1
u3(z)(3.12)

+
k(λ̃ − 1)

t − 1
u4(z) +

(λ̃ − t)(ut + θt)

λ − t
u5(z) +

k(λ̃ − t)

t(1 − t)
u6(z),

ỹ2(z) =
θ∞
κ2

(
−tu0(u0 + θ0)

kλ
u1(z) + u0u2(z) +

(t − 1)u1(u1 + θ1)

k(λ − 1)
u3(z)

+u1u4(z) +
t(1 − t)ut(ut + θt)

k(λ − t)
u5(z) + utu6(z)

)
.

と書ける。u1(z), . . . , u6(z)の積分表示を使って ỹ1(z), ỹ2(z)を計算することにより、以
下の定理が得られる。

定理 3.2. ([15]) κ1 = (θ∞− θ0 − θ1 − θt)/2, κ2 = −(θ∞ + θ0 + θ1 + θt)/2とおく。Y =
t(y1(z), y2(z))がフックス型微分方程式系DY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k) (式 (2.1)を参照のこ
と)の解ならば、以下で定義される関数 Ỹ = t(ỹ1(z), ỹ2(z))はそれぞれの i ∈ {0, 1, t,∞}
に対しフックス型微分方程式系DY (κ1 + θ0, κ1 + θ1, κ1 + θt,−κ2; λ + κ1/µ, µ; k)の解
となる。

ỹ1(z) =

∫
[αz ,αi]

{
κ1y1(w) + (w − λ̃)

dy1(w)

dw

}
(z − w)κ1

w − λ
dw,(3.13)

ỹ2(z) =
−θ∞
κ2

∫
[αz ,αi]

dy2(w)

dw
(z − w)κ1dw.

よって、フックス型微分方程式系DY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k)の解が求まっていれば、
岡本変換 s2によって得られるフックス型微分方程式系DY (θ̃0, θ̃1, θ̃t, θ̃∞; λ̃, µ̃; k̃)の解
の積分表示を得ることができる。なお、この 2つのフックス型微分方程式系が岡本変
換 s2により対応していることは Filipuk([3])によってすでに確立されていたのだが、
解の積分表示の具体的な式は書き下されていなかった。一方、微分方程式 (2.1)の解
は θ0, θ1, θt, θ∞ ∈ Z + 1

2
の場合にはHermite-Krichever仮設法により求められるが、こ

れについては次章にて論じる。
さて、ν = κ2の場合にmiddle convolutionで定まるフックス型微分方程式系を見て

みよう。A0, A1, Atを式 (2.2)で定まる行列、U = t(u1(z), u2(z), . . . , u6(z))を微分方
程式 (3.4)の解とする。ν = κ1のときと同様の議論を踏まえて ỹ1(z), ỹ2(z)を式 (3.15)
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での λ̃を用いて

ỹ1(z) = (u0 + θ0)u1(z) − kλ

t
u2(z) + (u1 + θ1)u3(z)(3.14)

+
k(λ − 1)

t − 1
u4(z) + (ut + θt)u5(z) +

k(λ − t)

t(1 − t)
u6(z),

ỹ2(z) =
κ2λ(λ − 1)(λ − t)

κ1(λ − λ̃)

(
(λµ + κ1)(u0 + θ0)

kλ
u1(z) − λµ + κ1

t
u2(z)

+
((λ − 1)µ + κ1)(u1 + θ1)

k(λ − 1)
u3(z) +

(λ − 1)µ + κ1

t − 1
u4(z)

+
((λ − t)µ + κ1)(ut + θt)

k(λ − t)
u5(z) +

(λ − t)µ + κ1

t(1 − t)
u6(z)

)
.

で定める。すると、ỹ1(z), ỹ2(z)は u1(z), . . . , u6(z)の積分表示を使うことで書き換え
られ、以下の定理が成立する。

定理 3.3. ([16])

λ̃ = λ − κ2

µ − θ0

λ
− θ1

λ−1
− θt

λ−t

, µ̃ =
κ2 + θ0

λ̃
+

κ2 + θ1

λ̃ − 1
+

κ2 + θt

λ̃ − t
+

κ2

λ − λ̃
.(3.15)

とおく。Y = t(y1(z), y2(z))がフックス型微分方程式系DY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k)の解
ならば、以下で定義される関数 Ỹ = t(ỹ1(z), ỹ2(z))はそれぞれの i ∈ {0, 1, t,∞}につ
いてDY (κ2 + θ0, κ2 + θ1, κ2 + θt, κ2 + θ∞; λ̃, µ̃; k)の解となる。

ỹ1(z) =

∫
[αz ,αi]

dy1(w)

dw
(z − w)κ2dw,

(3.16)

ỹ2(z) =
κ2λ(λ − 1)(λ − t)

k(λ − λ̃)

∫
[αz ,αi]

{(
dy1(w)

dw
− µy1(w)

)
1

λ − w
+

µ

κ1

dy1(w)

dw

}
(z − w)κ2dw.

なお、二つのフックス型微分方程式系DY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k), DY (θ̃0, θ̃1, θ̃t, θ̃∞; λ̃, µ̃; k)
のパラメータの対応は、第六パンルヴェ方程式系においては変換 s0s3s4s2s4s3s0に対
応している。
定理 3.3より、y1(z)がフックス型微分方程式Dy1(θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k) (式 (2.4)を

参照のこと)の解であれば、式 (3.16)で定まる ỹ1(z)はフックス型微分方程式Dy1(κ2 +

θ0, κ2 + θ1, κ2 + θt, κ2 + θ∞; λ̃, µ̃)の解であることがわかり、

0 =

∫
[αz ,αi]

d

dw
(y1(w)(z − w)κ2) dw(3.17)

=

∫
[αz ,αi]

dy1(w)

dw
(z − w)κ2dw + κ2

∫
[αz ,αi]

y1(w)(z − w)κ2−1dw,

とあわせることにより、次の系が導かれる。

系 3.4. ([6, 16]) y1(z)がフックス型微分方程式Dy1(θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ)の解であれば、

ỹ(z) =

∫
[αz ,αi]

y1(w)(z − w)κ2−1dw,(3.18)

はDy1(κ2 + θ0, κ2 + θ1, κ2 + θt, κ2 + θ∞; λ̃, µ̃)の解である。ここで、λ̃, µ̃は式 (3.15)
により定まるものである。
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この系はNovikov([6])によって別の方法で得られたものである。
さて、µを固定して λ → 0という極限を考えよう。このとき、λ̃ → 0となり µ̃ →

(tθ0µ+κ2(t(κ1+θt)+κ1+θ1))/(t(κ2+θ0))が成立し、微分方程式Dy1(θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ),

Dy1(κ2 + θ0, κ2 + θ1, κ2 + θt, κ2 + θ∞; λ̃, µ̃)は各々がホインの微分方程式に移行する。
系 3.4と微分方程式の極限を合わせて考えてパラメータを適切に置き換えることなど
により、以下のようなホインの微分方程式における定理が得られる。

定理 3.5. ([5, 16])

(µ − α)(µ − β) = 0, γ′ = γ + 1 − µ, δ′ = δ + 1 − µ, ϵ′ = ϵ + 1 − µ,(3.19)

α′ = 2 − µ, β′ = −2µ + α + β + 1,

q′ = q + (1 − µ)(ϵ + δt + (γ − µ)(t + 1)).

とおき、v(w)をホインの微分方程式

(3.20)
d2v

dw2
+

(
γ′

w
+

δ′

w − 1
+

ϵ′

w − t

)
dv

dw
+

α′β′w − q′

w(w − 1)(w − t)
v = 0,

の解とする。すると、それぞれの i ∈ {0, 1, t,∞}に対して

y(z) =

∫
[αz ,αi]

v(w)(z − w)−µdw(3.21)

は以下のホインの微分方程式の解となる。

(3.22)
d2y

dz2
+

(
γ

z
+

δ

z − 1
+

ϵ

z − t

)
dy

dz
+

αβz − q

z(z − 1)(z − t)
y = 0.

この定理は、Kazakovと Slavyanovによって [5]にて得られたものと本質的に同じ
ものになっているが、導出法は異なっている。
定理 3.5において、γ, δ, ϵ, α + 1/2, β + 1/2 ∈ Zならば γ′, δ′, ϵ′, α′ − β′ ∈ Z + 1/2が

成立する。また、γ′, δ′, ϵ′, α′ − β′ ∈ Z + 1/2のときのホインの微分方程式 (3.20)では、
有限帯ポテンシャルに関連する解が知られており、モノドロミーの計算なども試みら
れている ([17, 4, 8, 9, 10, 11, 12, 13])。
よって、ホインの微分方程式 (3.22)において γ, δ, ϵ, α + 1/2, β + 1/2 ∈ Zの場合に、

γ′, δ′, ϵ′, α′ − β′ ∈ Z + 1/2のときの有限帯ポテンシャルに関連する解を用いることに
よって積分 (3.21)の形の解が得られることがわかった。

4. Hermite-Krichever仮設法

まず、フックス型微分方程式Dy1(θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ) (式 (2.4))を楕円関数を用いた
表示に書き換える。℘(x)を基本周期が (2ω1, 2ω3)であるWeierstrassの二重周期関数、
ω0(= 0), ω1, ω2(= −ω1 − ω3), ω3を半周期たち、ei = ℘(ωi) (i = 1, 2, 3)とし、

z =
℘(x) − e1

e2 − e1

, t =
e3 − e2

e1 − e2

, λ =
℘(δ) − e1

e2 − e1

,(4.1)

θ0 = l1 + 1/2, θ1 = l2 + 1/2, θt = l3 + 1/2, θ∞ = −l0 + 1/2,

f(x) = y1(z)z−l1/2(z − 1)−l2/2(z − t)−l3/2,
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とおく。すると式 (2.4)は次のように書き換わる。

(
− d2

dx2
+

℘′(x)

℘(x) − ℘(δ)

d

dx
+

s̃

℘(x) − ℘(δ)
+

3∑
i=0

li(li + 1)℘(x + ωi) + C

)
f(x) = 0,

(4.2)

s̃ = −4(e2 − e1)
2λ(λ − 1)(λ − t)

(
µ − l1

2λ
− l2

2(λ − 1)
− l3

2(λ − t)

)
,

C = 4(e2 − e1)λ(λ − 1)(λ − t)µ

{
µ −

l1 + 1
2

λ
−

l2 + 1
2

λ − 1
−

l3 + 1
2

λ − t

}
+

3∑
i=1

li(li + 2)ei

+ ((e2 − e1)λ + e1){(l1 + l2 + l3 + l0 + 2)(l1 + l2 + l3 − l0 + 1) − 2}
− 2(l1l2e3 + l2l3e1 + l3l1e2),

この微分方程式において、確定特異点 x = ±δは見かけの特異点となっている。
l0, l1, l2, l3 ∈ Z (θ∞, θ0, θ1, θt ∈ Z + 1/2)ならば式 (4.2)の解はHermite-Krichever仮

設法の形で書かれることが知られている。

命題 4.1. ([14]) l̃0 = |l0 + 1/2| + 1/2, l̃i = |li + 1/2| − 1/2 (i = 1, 2, 3)とおく。
l0, l1, l2, l3 ∈ Zを固定したとき、ある多項式たちQ(λ, µ), P1(λ, µ), . . . , P6(λ, µ)が存
在し、P2(λ, µ) ̸= 0となるλ, µに対して、微分方程式 (4.2)の解fHK(x; l0, l1, l2, l3; λ, µ)
で

℘(α) =
P1(λ, µ)

P2(λ, µ)
, ℘′(α) =

P3(λ, µ)

P4(λ, µ)

√
−Q(λ, µ),(4.3)

κ =
P5(λ, µ)

P6(λ, µ)

√
−Q(λ, µ).

をみたす α, κと適当な b̃
(i)
j (i = 0, 1, 2, 3, j = 0, . . . , l̃i − 1)を用いて

fHK(x; l0, l1, l2, l3; λ, µ) = exp (κx)

 3∑
i=0

l̃i−1∑
j=0

b̃
(i)
j

(
d

dx

)j

Φi(x, α)

(4.4)

と書けるものが存在する。ここで

(4.5) Φi(x, α) =
σ(x + ωi − α)

σ(x + ωi)
exp(ζ(α)x), (i = 0, 1, 2, 3),

であり、ζ(x), σ(x)はそれぞれ基本周期が (2ω1, 2ω3)であるWeierstrassのゼータ関
数、シグマ関数である。関数 fHK(x) = fHK(x; l0, l1, l2, l3; λ, µ)の周期性については

fHK(x + 2ωj) = exp(−2ζ(ωj)α + 2ωjζ(α) + 2κωj)fHK(x),(4.6)

が j = 1, 2, 3について成り立つ。

また、l0, l1, l2, l3 ∈ Zのならばフックス型微分方程式系DY (l1 + 1/2, l2 + 1/2, l3 +
1/2,−l0 + 1/2; λ, µ; k)においても解をHermite-Krichever仮設法の形で書くことがで
きる。
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ここで、l0 = l1 = l2 = l3 = 0の場合のHermite-Krichever仮設法について具体的に
記述しよう ([14])。微分方程式 (4.2)は{

− d2

dx2
+

℘′(x)

℘(x) − ℘(δ)

d

dx
− 4µλ(λ − 1)(λ − t)(e2 − e1)

2

℘(x) − ℘(δ)
+ C

}
f(x) = 0,(4.7)

C = 2(2λ(λ − 1)(λ − t)µ2 − (3λ2 − 2(1 + t)λ + t)µ)(e2 − e1),

命題 4.1における多項式Q(λ, µ)は

Q(λ, µ) = −2µ(2λµ − 1)(2(λ − 1)µ − 1)(2(λ − t)µ − 1)/(e2 − e1),(4.8)

と計算される。µ ̸= 0ならば Hermite-Krichever仮設法の形で書ける解 fHK(x)(=
fHK(x; 0, 0, 0, 0; λ, µ))は

fHK(x) = b̄
(0)
0 exp(κx)Φ0(x, α),(4.9)

と表示され、αと κは

℘(α) = e1 + (e2 − e1)

(
λ − 1

2µ

)
, ℘′(α) = −

(e2 − e1)
2
√

−Q(λ, µ)

2µ2
,(4.10)

κ =
(e2 − e1)

√
−Q(λ, µ)

2µ
,

によって決定される。λ, µについて解きなおすと以下のようになる。

λ =
1

e2 − e1

{
℘(α) − e1 −

℘′(α)

2κ

}
, µ = −(e2 − e1)κ

℘′(α)
.(4.11)

5. フックス型微分方程式系の解の積分表示

フックス型微分方程式系 (式 (2.1))において θ0, θ1, θt, θ∞ ∈ Z, θ0 + θ1 + θt + θ∞ ∈
1+2Zならば、定理 3.2と命題 4.1を組み合わせることにより、以下で述べるHermite-
Krichever仮設法の形の関数を用いた解の積分表示が得られる。

定理 5.1. ([15]) θ0, θ1, θt, θ∞ ∈ Z, θ0 + θ1 + θt + θ∞ ∈ 1 + 2Zを仮定し、

l0 =
−θ0 − θ1 − θt − θ∞ + 1

2
, l1 =

θ0 − θ1 − θt + θ∞ − 1

2
,(5.1)

l2 =
−θ0 + θ1 − θt + θ∞ − 1

2
, l3 =

−θ0 − θ1 + θt + θ∞ − 1

2
,

℘̃(x) =
℘(x) − e1

e2 − e1

, κ̃1 =
θ0 + θ1 + θt − θ∞

2
,

とおく。fHK(x) = fHK(x; l0, l1, l2, l3; λ−κ̃1/µ, µ)を、命題4.1でのHermite-Krichever
仮設法の形の関数とする。このとき、

ỹ
(i)
1 (z) =

∫ ℘̃−1(z)

−℘̃−1(z)+2ωi

[{
κ̃1

e2 − e1

+ (℘̃(ξ) − λ)
3∑

j=1

lj
2(℘(ξ) − ej)

}
℘′(ξ)fHK(ξ)(5.2)

+ (℘̃(ξ) − λ)
dfHK(ξ)

dξ

] 3∏
j=1

(℘(ξ) − ej)
lj/2 (z − ℘̃(ξ))κ̃1

(℘̃(ξ) − λ + κ̃1/µ)
dξ,

で定義される関数 ỹ
(i)
1 (z) (i = 0, 1, 2, 3)はフックス型微分方程式Dy1(θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ)

の解となっている。κ1 ≤ −1の場合にも、積分路を適切に考えなおすことで正当化で
きる。
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定理 5.1と同じ条件のもとでフックス型微分方程式系DY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k)の解
の積分表示を得ることもできる。

θ0, θ1, θt, θ∞ ∈ Z, θ0 + θ1 + θt + θ∞ ∈ 1 + 2Zの場合には、フックス型微分方
程式系 DY (θ0, θ1, θt, θ∞; λ, µ; k)の解のモノドロミーを、解の積分表示とその特異点
のまわりでの挙動を調べることで原理的に計算することができる。次章において、
(θ0, θ1, θt, 1 − θ∞) = (0, 0, 0, 0)の場合についての計算結果を紹介する。

6. 特別な場合における解の積分表示とモノドロミー

(θ0, θ1, θt, 1 − θ∞) = (0, 0, 0, 0)の場合のフックス型微分方程式系の解の積分表示と
モノドロミーについて考察する。この場合では、式 (5.2)の積分核の関数 fHK(ξ)は
l0 = l1 = l2 = l3 = 0の場合のHermite-Krichever仮設法の形の関数であり、式 (4.9)
で記述されている。λ, µと α, κの関係を見直すことにより、以下の命題が得られる。

命題 6.1. ([15])

fi(x) =

∫ x

−x+2ωi

e(κ+ζ(α))ξσ(x)σ(ξ − α)√
σ(x − ξ)σ(x + ξ)

dξ,(6.1)

gi(x) =
1

4k(e2 − e1)

∫ x

−x+2ωi

(
κ2 +

℘′(ξ) + ℘′(α)

℘(ξ) − ℘(α)
κ + 2℘(ξ) + ℘(α)

)
e(κ+ζ(α))ξσ(x)σ(ξ − α)√

σ(x − ξ)σ(x + ξ)
dξ,

λ =
℘(α) − e1

e2 − e1

, µ = −(e2 − e1)κ

℘′(α)
,

とすると、関数 t(fi(x), gi(x)) (i = 0, 1, 2, 3, z = (℘(x) − e1)/(e2 − e1))はフックス型
微分方程式系DY (0, 0, 0, 1; λ, µ; k)の解となる。そして、関数 fi(x) (i = 0, 1, 2, 3, z =
(℘(x) − e1)/(e2 − e1))はフックス型微分方程式Dy1(0, 0, 0, 1; λ, µ)の解となる。

フックス型微分方程式系DY (0, 0, 0, 1; λ, µ; k)の解のモノドロミーはフックス型微
分方程式Dy1(0, 0, 0, 1; λ, µ)の解のモノドロミーと同じになっているが、それを解の
積分表示を用いて計算することができる ([15])。

γi (i = 0, 1, 2, 3)を、x平面にてx = ωiのまわりを反時計周りに回る径路とし、f(x)
に対して fγ(x)を γに沿って解析接続された関数とする。

(6.2) e[i] = exp(2ωi(κ + ζ(α)) − 2ηiα), (i = 1, 2, 3).

とおく。e[1] ̸= 1ならば f0(x), f1(x)は一次独立であり、モノドロミー行列は

(fγ0

0 (x), fγ0

1 (x)) = (f0(x), f1(x))

(
1 2(1 − e[1])
0 1

)
,(6.3)

(fγ1

0 (x), fγ1

1 (x)) = (f0(x), f1(x))

(
1 0

−2(1 − 1/e[1]) 1

)
,

(f
γj

0 (x), f
γj

1 (x)) = (f0(x), f1(x))

(
1 + 2 (e[1]−e[j])(e[j]−1)

(e[1]−1)e[j]
2 (e[1]−e[j])2

(e[1]−1)e[j]

−2 (e[j]−1)2

(e[1]−1)e[j]
1 − 2 (e[1]−e[j])(e[j]−1)

(e[1]−1)e[j]

)
,

と計算される。ただし、j = 2, 3である。
また、ここで求めたモノドロミー行列に対して、（確定特異点 tの位置に対応する）

周期の比ω3/ω1を動かしたときにモノドロミーを保つための条件を考察することによ
り、第六パンルヴェ方程式のピカールの解が再現されることもわかる。
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さて、γ = δ = ϵ = 1 and α = 3/2, β = 1/2のときのホインの微分方程式の解の
積分表示を、式 (6.1)において極限をとることで導出しよう。式 (6.1)で定義される
関数 fi(x) (i = 0, 1, 2, 3)はフックス型微分方程式系Dy1(0, 0, 0, 1; (℘(α) − e1)/(e2 −
e1),−(e2 − e1)κ/℘′(α))の解となっているが、κ = −ζ(α) + κ̃とおいて α → 0の極限
をとる。すると、i = 0, 1, 2, 3に対して関数

fi(x) =

∫ x

−x+2ωi

eκ̃ξσ(x)σ(ξ)√
σ(x − ξ)σ(x + ξ)

dξ,(6.4)

は z = (℘(x) − e1)/(e2 − e1), t = (e3 − e1)/(e2 − e1)とおくことで

d2y

dz2
+

(
1

z
+

1

z − 1
+

1

z − t

)
dy

dz
+

3z + (3e1 − κ̃2)/(e2 − e1)

4z(z − 1)(z − t)
y = 0,(6.5)

の解となっていることがわかる。これは、γ = δ = ϵ = 1, α = 3/2, β = 1/2のときの
ホインの微分方程式となっており、κ̃によりアクセサリーパラメータは任意の値をと
ることができる。また、i = 0, 1, 2, 3に対して関数

f (i)(x) =

(
3∏

i=1

(℘(x) − ei)

)1/4 ∫ x

−x+2ωi

eκ̃ξσ(x)σ(ξ)√
σ(x − ξ)σ(x + ξ)

dξ,

は、微分方程式 (
−d2y

dx2
+

3

4
℘(x) − 1

4

3∑
i=1

℘(x + ωi) + κ̃2

)
f(x) = 0,(6.6)

の解となっている。この微分方程式は、ホインの微分方程式の楕円関数による表示

(6.7)

(
− d2

dx2
+

3∑
i=0

li(li + 1)℘(x + ωi) − E

)
f(x) = 0,

の l0 = 1/2, l1 = l2 = l3 = −1/2でE = −κ̃2の場合となっている。
微分方程式 (6.5)の解のモノドロミーは、式 (6.3)で得られたものに対して κ =

−ζ(α) + κ̃を代入して α → 0とすることで得られる。すなわち、e2ω1κ̃ ̸= 1ならば
f0(x)と f1(x)は一次独立であり、モノドロミー行列は以下のようになる。

(fγ0

0 (x), fγ0

1 (x)) = (f0(x), f1(x))

(
1 2(1 − e2ω1κ̃)
0 1

)
,(6.8)

(fγ1

0 (x), fγ1

1 (x)) = (f0(x), f1(x))

(
1 0

−2(1 − e−2ω1κ̃) 1

)
,

(f
γj

0 (x), f
γj

1 (x)) (j = 2, 3)

= (f0(x), f1(x))

 1 + 2 (e2ω1κ̃−e2ωjκ̃)(e2ωjκ̃−1)

(e2ω1κ̃−1)e2ωjκ̃ 2 (e2ω1κ̃−e2ωjκ̃)2

(e2ω1κ̃−1)e2ωjκ̃

−2 (e2ω1κ̃−1)2

(e2ω1κ̃−1)e2ωjκ̃ 1 − 2 (e2ω1κ̃−e2ωjκ̃)(e2ωjκ̃−1)

(e2ω1κ̃−1)e2ωjκ̃

 .
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