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一般化された Verma加群については、可約性と b-関数の関係とか、annihilatorの生成元の具
体的な構成など、重要な研究の流れがあるが、ここでは準同型の分類問題に焦点を絞って話しを

することにする。

準同型の分類問題には以下のような動機付けがある。F.Klein によるエルランゲン目録は幾何
を群とその等質空間への作用として理解しようとしたものと見なせる。 その後、Cartan, Weyl
らによって 古典的な幾何を局所的なモデルとする大域的な幾何学の枠組が整備されるようになっ

た。そのようなもののうち 等角幾何、CR幾何といったようなモデル空間が 実簡約群の等質空間
になっているものがある。このような空間は、一般化された旗多様体 (generalized flag manifold)
というものの例であるが、90年代にBastonや Eastwood らが、等角幾何、CR幾何の一般化とし
て一般化された旗多様体をモデルとする、放物幾何 (Parabolic geometry)という枠組みがある。
放物幾何の場合最初の自明でない例である等角幾何においては Yamabe作用素が微分不変式の例
になっている。そこで一般的な放物幾何に対してYamabe作用素にあたるものを分類するという
問題がある。そのためには、まずモデル空間の場合を考察しそれが、大域的な曲がった状況でも

対応物があるかということになる。例えば等角幾何においてはモデル空間については結果は古典

的であり、大域化は近年 Gover-平地 [1]によって完成された。一方、一般的な状況ではモデル空
間についてさえ問題は未解決である。このような微分不変式で線形なものを求める問題は、一般

化された Verma加群の間の準同型を分類することと同値であることが知られているのである　
（ [Collingwood-Shelton 1990]、[Huang 1993]）。
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§ 1. Verma加群

Verma加群を考えるため　 g を複素半単純 Lie代数としよう。hを gの Cartan部分代数とし
三角分解　 g = n̄ + h + n を固定する。Verma加群は最高ウエイトを持つ加群の中で普遍性を持
つものであるから、三角分解が意味を持つ状況なら、Kac-Moody代数などでも定義できるのであ
るが、ここでは有限次元の場合だけ考えることにする。∆ を (g, h)に関するルート系とし、∆+

を nに対応する正ルート系とする。 b = h + n は gの Borel部分代数となる。　また　 ρ で全て

の正ルートの和の 2分の 1を表す。　 λ ∈ h∗ に対して　 h の元がウエイト λで　 nの元が 0で
作用するような　 b の一次元表現を Cλで表す。U(g) および　 U(b) をそれぞれ　 g および　 b

の普遍包絡代数とするとき、次のような誘導加群を λ ∈ h∗ に対して考える。

M(λ) = U(g) ⊗U(b) Cλ−ρ.

これが Verma加群である。　わざわざ、ρだけずらすのであるが、結果的にはこうした方がい

ろいろな Verma加群についての記述が簡単になるので、このように定義するのが主流だとは思
う。たとえば M(λ) の形式指標を考えてみよう。まず　 Poincaré-Birkhoff-Witt の定理より　
U(g) = U(n̄) ⊗C U(b) であるから、ベクトル空間としては　M(λ) = U(n̄) ⊗C Cλ−ρ となる。n̄

の作用は左からの積であり、hの作用は U(n̄)への adjoint actionをウエイト λ− ρだけひねった

ものになる。（nの作用は複雑である。）、M(λ)µ をM(λ)の µ－ウエイト空間とするときこの次

元はいわゆるKostantの分割関数で書ける。各 µ ∈ h∗に対して eµを形式的な記号とするとき形

式和

ch(M(λ)) =
∑
µ∈h∗

dimM(λ)µeµ

が形式指標である。eµeν = eµ+ν で積構造を入れて形式的な計算を適当な環の中で考えると

ch(M(λ)) =
eλ

D
.

となる。ただし　DはWeylの指標公式に出てくるWeyl分母でありパラメータ λによらない。

Verma加群というが、別にVermaが初めて考えたものではなく、起源自体はもっと古い。私の
知る限りではすでに [Harish-Chandra 1951]に出てくる。他の重要な表現論の概念同様もしかし
たらVerma加群もHarish-Chandraが初めて考えたのかもしれない。Verma加群をM(λ)　と書
くこの記法の起源は私は知らないが、少なくともDixmierの教科書　 [Dixmier 1977]　はこう書
いておりかなり影響力があったようで、その後の [Knapp 2002]　など　 Verma加群は　M(λ)
　と書く人は多い。なお Verma加群M(λ)　は既約商加群を一意に持つがそれは Dixmier流に
は L(λ)と書かれる。L(λ)は最高ウエイト λ − ρを持つ既約 U(g)-加群でありそのようなものは
同型を除いて一意であることが Verma加群の普遍性からわかる。　

Verma加群の名前の由来となった [Verma 1968]であるが、この論文ではVermaは 2つのVerma
加群の間の準同型を調べた。まず　 0でない準同型は必ず単射になることがすぐわかる。ま 0で
ないた Verma加群の間の準同型は存在するならスカラー倍を除くと一意であることもわかる。
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Verma の結果を説明するためにもう少し記号を導入する。W を (g, h) についての Weyl 群、
α ∈ ∆に対して sα で対応するW の元である鏡映を表す。

定理 1.1. ([Verma 1968]) α ∈ ∆+, λ ∈ h とする。もし 〈λ, α∨〉 が非負整数になるならば、
M(sαλ) から　M(λ) への 0でない準同型が存在する。

まず注意しておくと、定理 1.1は αが simple rootのときは非常に易しい。というのは　X−α

を　負ルート　 −α についての（0でないルートベクトルであるとするとき、k = 〈λ, α∨〉 とし
て、X−α

k ⊗ 1 ∈ M(λ) が hについてウエイト sαλ− ρを持ち、nが 0で作用することが容易にわ
かるからである。M(sαλ) の最高ウエイトベクトル　 1 ⊗ 1 の行先を　 X−α

k ⊗ 1とすれば準同
型が定まる。αが simple rootとは限らない一般の場合は、1⊗ 1 の行先を具体的に決めるのはじ
つは容易ではない。Vermaが用いたのは次のような議論である。kを上のようにとり次のような

　 h∗ の部分集合を考える。

S = {µ ∈ h∗ | M(µ − kα) ⊆ M(µ)}

Vermaはこれが、Zariski位相での閉集合（つまり多項式の共通零点の集合）になることを見抜
いた。一方、simple rootでは定理が成り立つことなどを使って、λ　が integralという条件のも
とでは定理が成り立つことがわかる。そこで　 S に含まれる integralなウエイト全体の Zariski
閉包は再び S に含まれるので一般の λでも定理が成り立つことが示せるのである。

Vermaは上の構成で出来た準同型の合成ですべての準同型が尽くされると予想したが、これ
を示したのが、Bernstein-Gelfand-Gelfand の有名な論文 [Bernstein-Gelfand-Gelfand 1971]であ
る。もっとも、そのころは東西間の交流が乏しかったせいで、Gelfandたちは Vermaとは独立に
Vermaの結果も含めて解いたらしい。Bernstein-Gelfand-Gelfand の証明はかなりテクニカルな
ように見え、方針を分りやすく述べるのは私では力不足である。しかし一つ指摘しておくと、彼

らはVerma加群と有限次元表現のテンソル積加群を考えた。有限次元表現のテンソル積加群を考
えるというテクニックは半単純リー代数の表現論において基本的な手法として、多くの研究者に

よるその後のいろいろな重要な研究で使われることになる。

準同型の構成の副産物として次のようなことが得られる。まず、Bernstein-Gelfand-Gelfandの
上記の結果の証明はM(mu) ⊆ M(λ) であることと　 L(mu) が　M(λ)の組成列に現れること
と同値であることをも導くものであった。（M(λ)は U(g)－加群として有限の長さをもつ。）　
明らかに前者から後者は従うが逆は明らかではない。組成列に現れる既約加群は全てあるVerma
加群の既約商加群になっていることも容易にわかるので、あとは重複度を求める問題が残る。最

初は重複度自由と思われていたようだがそうではない。この問題は約１０年後に解かれることに

なるが、２０世紀末の表現論の中心に位置するような大理論に発展することになる。

次もまた重要な話である。λ ∈ h∗ を dominant regular integral であるウエイトであるとする。
Weyl群の元　 x, y ∈ W に対して、半順序 x 6 yをM(xλ) ⊆ M(yλ)で定める。（実は λの取り

方によらないで定まる。）これが Bruhat orderに他ならない。この Bruhat orderは次のような幾
何的な解釈がある。G を g に対応する連結複素半単純群とし、Bを bに対応する Borel部分群と
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する。等質空間　 G/B は旗多様体といわれる。旗多様体の B-分解（要するに Gの B について

の両側 coset分解）は Bruhat分解といわれる。H を Cartan部分代数 hに対応するGの Cartan
部分群としたときWeyl群はH のGにおける正規化群をH で割った商群とみなせる。各W の元

wに対して H の Gにおける正規化群への引き戻しを一つ選び同じ文字 wであらわすとしよう。

すると、{w/B | w ∈ W}は、旗多様体の B-分解における完全代表系になる。w/B を含む B-軌
道を Uw と書こう。すると実は、Bruhat order x 6 y は　 B-軌道の closure relation Ux ⊇ Uy に

一致するのである。Bruhat orderが本格的に研究されるのは [Deodhar 1977]以降である。とこ
ろで、代数的な対象である Verma加群と旗多様体上の幾何である Bruhat分解の両方に Bruhat
orderがでてくるのはどうしてなのだろうか？　そこでBernstein-Gelfand-Gelfandのもう一つの
結果　 BGG resolutionに触れる。w ∈ W にたいして　 `(w)で w の reduced expressionの長
さとする。（これは Uw の次元に一致する。）d = #∆+ とする。λ ∈ h∗ を　 dominant regular
integral weightとして, 各　 0 6 i 6 dに対して以下のように置く。　

Ci =
⊕

`(w)=i

M(wλ).

すると以下のような完全系列が得られる。

0 → Cd → Cd−1 → · · · → C1 → M(λ) → L(λ) → 0.

これが BGG resolutionである。この場合 L(λ)は最高ウエイト λ− ρをもつ既約有限次元表現で

ある。一方 Verma加群の形式指標の計算結果」と BGG resolutionを組み合わせると

ch(L(λ)) =
d∑

i=0

(−1)`(w)ch(Ci) =
∑

w∈W (−1)`(w)ewλ

D

となりWeylの指標公式が出てくる。その後　 [Kempf 1978]において、BGG resolutionの幾何的
な意義が明らかになった。まずBorel-Weilの定理で、大域切断の空間がL(λ)の dualL(λ)∗に一致
するようなG/Bの正則な等質直線束 Cλを考える。ここで論文の表題になっているGrothendieck-
Cousin complexをBruhat分解に対して考えると、各Ux (x ∈ W ) に台を持つ　 Cλを係数とする

局所コホモロジーによる　 L(λ)∗の resolutionが出てくる。実は局所コホモロジーの（ある種の）
双対は Verma加群　M(xλ)であり Grothendieck-Cousin complexの双対は BGG resolutionに
他ならないのである。これでVerma加群およびその間の準同型の旗多様体上の幾何学での解釈が
得られた。

§ 2. Lepowskyによる一般化されたVerma加群

Verma加群はBorel部分代数の１次元表現からの誘導加群であったが、一般化されたVerma加
群は放物型部分代数の既約有限次元表現からの誘導加群として、[Lepowsky 1977a]によって定義
された。Lepowskyはこれに先立ついくつかの論文でこの種の加群（の特別な場合）を調べていた
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が、generalized Verma moduleと呼んだのは上記の論文が初めてのようである。（もちろん、一
般化されたVerma加群の特殊なものについては、正則離散系列のHarish-Chandra加群など以前
から研究されていた。）

きちんと述べるためまず bを含むような gの放物型部分代数についての記号を導入する。以

下 正ルート系 ∆+ の基底 Πの部分集合　 Θ を固定する。Θ̄ で　 ∆ の元であって Θ の元の整
数係数一次結合で書けるもの全体をあらわす。α ∈ ∆に対して gαで対応するルート空間を表す。

以下のように gの部分代数を導入する。aΘ = {H ∈ h | ∀α ∈ Θ α(H) = 0}, lΘ = h +
∑
α∈Θ̄

gα,

nΘ =
∑

α∈∆+\Θ̄

gα, n̄Θ =
∑

α∈∆+\Θ̄

g−α, pΘ = lΘ + nΘ. すると pΘ は bを含む gの放物型部分代数

であり lΘはその Levi part,nΘは nilradicalとなる。また逆に　 p ⊇ bなる放物型部分代数に対し

ては ある　 Θ ⊆ Π で p = pΘ 　となるものが一意に存在する。WΘ で (lΘ, h)のWeyl群を表す
と、WΘ は {sα | α ∈ Θ}によって生成されるW の部分群になる。WΘ の最長元を wΘ で表すこ

とにする。h∗ にW -不変な非退化双線型形式　 〈 , 〉を１つ取りそれによって, aΘ
∗ を h∗ の部分

空間とみなす。

以下のように置く。ρΘ =
1
2
(ρ − wΘρ) ρΘ =

1
2
(ρ + wΘρ). すると ρΘ ∈ aΘ

∗ 　となる。さて、

一般化された Verma加群のパラメータ集合を以下のように定める。

P++
Θ = {λ ∈ h∗ | ∀α ∈ Θ 〈λ, α̌〉 ∈ {1, 2, ...}}

◦P++
Θ = {λ ∈ h∗ | ∀α ∈ Θ 〈λ, α̌〉 = 1}

このように定めると次が直ちに言える。

◦P++
Θ = {ρΘ + µ | µ ∈ a∗Θ}.

µ ∈ h∗ であって µ + ρ ∈ P++
Θ 　を満たすものに対して σΘ(µ) で lΘの既約有限次元表現であって

最高ウエイトが µであるものを表す。EΘ(µ)を σΘ(µ)の表現空間とする。nΘが EΘ(µ)に 0で作
用することにして EΘ(µ)を U(pΘ)-加群とみなす。

µ ∈ P++
Θ , 一般化された Verma加群 ([Lepowsky 1977a])を次で定義する。

MΘ(µ) = U(g) ⊗U(pΘ) EΘ(µ − ρ).

Θが空集合であるときこれは Verma加群に他ならない。µ ∈ P++
Θ ならば, 一般化された Verma

加群MΘ(µ) は hに関する最高ウエイト µ − ρをもちそれに対応するウエイトベクトルで生成さ

れるから M(µ)の商加群になる。明らかにM(µ)からその既約商加群 L(µ)はMΘ(µ)によって
ファクターされる。dimEΘ(µ − ρ) = 1 となるための必要十分条件は µ ∈ ◦P++

Θ である。このと

き　MΘ(µ)はスカラー型の一般化された Verma加群と言われる。
Verma 加群の時と同じように一般化された Verma 加群の間の準同型を分類することが取り

あえず問題になる。実はこの問題は一般的な状況ではいまだ未解決な難問である。Lepowskyは
Kac-Moody代数の研究に移行する前 1970年代中盤にこの問題に取り組んでいた。
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まず、以下のような Lepowskyの考察から始めよう。とりあえず、µ, λ ∈ P++
Θ として　 0でな

い準同型 ϕ : MΘ(µ) → MΘ(λ) が存在したとしよう。すると　MΘ(µ)　はウエイト µ−ρの最高

ウエイトベクトルによって生成されるからそのϕによるイメージは 0でなくウエイト µ−ρをもち

nΘが 0で作用する。このことからL(µ)がMΘ(λ) の組成因子として出てくることがわかる。一方
　MΘ(λ) は Verma加群M(λ)の商加群であるから、L(µ)がM(λ) の組成因子として出てくる
ことになる。ということは §1で紹介した Bernstein-Gelfand-Gelfand の結果からM(µ) ⊆ M(λ)
が成り立たねばならないことがわかる。

では逆に　M(µ) ⊆ M(λ) が µ, λ ∈ P++
Θ に対して成り立ったとしよう。MΘ(λ) はVerma加群

M(λ)の商加群であるから合成することによって準同型　 ψ̃ : M(µ) → MΘ(λ)が得られる。Verma
加群の時と同様にPoincaré-Birkhoff-Wittの定理より　U(g) = U(n̄Θ)⊗C U(pΘ)であるから、ベ
クトル空間としては　MΘ(λ) = U(n̄Θ)⊗C EΘ(µ − ρ)となる。ここで　 lΘの作用は右辺で見ると

U(n̄Θ)には adjointで作用するので、lΘ-加群として　MΘ(λ)は完全可約でありすべての既約成分は
有限次元となる。このことを使うと比較的容易に、ψ̃は　ψ : MΘ(µ) → MΘ(λ)なる準同型によって
ファクターされることがわかる。こうして作られた準同型をLepowskyは standard homomorphism
と呼んだ。但し注意しなければいけないことは、たとえM(µ) ⊆ M(λ)であっても射影との合成
　 ψ̃ は 0になりうるのである。したがって　M(µ) ⊆ M(λ)は　 HomU(g)(MΘ(µ),MΘ(λ)) 6= 0
となるための必要条件ではあるが十分条件とは言えない。そこで、Lepowsky はいつ standard
homomorphismが 0にならないのか調べている。例えば重要な場合は λ ∈ h∗が dominant regular
integral であるウエイトであるとき、x, y ∈ W が x 6 y かつ　 `(x) + 1 = `(y)を満たすとする。
するとこの時　MΘ(xλ) からMΘ(yλ)　への standard homomorphismは 0にならないというも
のである。このような　 standard homomorphismを用いて、Lepowskyは L(λ) 一般化 Verma
加群の直和で resolveする　 BGG resolution の一般化を構成した（[Lepowsky 1977b]). また、
standard homomorphismが 0になるための十分条件も得ている。しかし、同時に Lepowskyは
次のような例も見出している。M(µ) ⊆ M(λ)であるが、対応する、standard homomorphismは
0．しかし、それとは別にMΘ(xλ) からMΘ(yλ)　への 0でない準同型が存在することがある。
こういった nonstandard homomorphismが存在する背景には、Verma加群の組成列が重複度自
由とは限らないことが効いているのである。

次に、一般化された Verma加群の場合に Verma加群の場合に言えたことがなりたつかどうか
注意しておく。まず、nonzeroな準同型がかならず単射になるかどうかであるがこれは容易に反
例を作れる。但し定義域がスカラー型であるならば Verma加群の時と同じ議論で簡単に単射性
が言える（ [Lepowsky 1977b])。さらに [Lepowsky 1976]においては、スカラー型の一般化され
た Verma加群の間の準同型は高々一次元であることが証明されている。スカラー型とは限らな
い一般化された Verma加群の間の準同型についても、2次元以上になる例はなかなか作れない。
とういわけで、この場合も準同型は定数倍を除いて一意であろうと予想されていたが、その後　

[Irving-Shelton 1988]において　D4 で反例が与えられた。

Lepowskyは [Lepowsky 1975a], [Lepowsky 1975b] において pΘ がある実形の極小放物型部分

代数の複素化になっているような場合でスカラー型の一般化Verma加群の間の準同型を詳細に研
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究しとくに real rank１の場合は決定的な結果を得ている。
Lepowsky 以降での研究としては ここでもう一つ [Boe 1985] を挙げておく。Boe は、pΘ を

nilradical nns が可換であるような極大放物型部分代数の場合にスカラー型の一般化Verma加群
の間の準同型を分類している。　

§ 4. Kazdhan-Lusztig 予想

[Kazhdan-Lusztig 1979]は 20世紀の表現論の論文の中でも最も影響力のあるものの内の一つで
あろう。書いてあることは主に Coxeter系に付随する Iwahori-Hecke代数のよい基底を求めるア
ルゴリズムの説明とそれから得られる Iwahori-Hecke代数の正則表現の分解である。「よい」とは
Iwahori-Hecke代数に自然にさだまる involutionで不変になるということである。その良い基底
は Iwahori-Hecke代数の自然な基底の一次結合で書けるわけでその係数は Iwahori-Hecke代数の
関係式に出てくる不定元 qを含んだ式になる。これが、本質的にはKazhdan-Lusztig多項式の正
体である。実はこの論文には λ ∈ h∗ を dominant regular integral であるウエイトで　 x, y ∈ W

であるときに L(xλ) のM(yλ) における重複度は Kazhdan-Lusztig多項式 Px,y(q) に q = 1を代
入したものであるという驚くべき予想が書かれていた。（実は書かれていたのは λ = ρの場合だけ

だが、一般の dominant regular integral であるウエイトの場合い当時しられていた一般論で容易
に拡張できた。）この予想はまもなく、[Beilinson-Bernstein 1981]と [Brylinski-Kashiwara 1981]
によって独立に解かれた。簡単にどういうことか触れると Kemfの結果に戻ってみる。λ = ρの

場合を考えるとVerma加群のある種の双対が旗多様体の構造層を係数とする局所コホモロジーで
表せることに注意しよう。局所コホモロジーについては定義は説明していられないが、Schubert
cellに沿ったデルタ関数（の複素化みたいなもの）に normal方向の微分と cell上での多項式を
かけたものの一次結合全体というようなものである。重要な点は旗多様体上の代数的な線型微分

作用素が局所コホモロジーには自然に作用することと、局所コホモロジーは関数みたいに局所的

な対象で開集合への制限などが関数のように自由に出来ることである。旗多様体は Gが代数的

に作用するから、gの元は代数的ベクトル場として局所コホモロジーに作用するこれがVerma加
群のある種の双対を与える g作用に他ならない。局所コホモロジーには gよりも一般的な代数

的微分作用素環が作用している。　また開集合への制限もいっせいに考えて代数的微分作用素環

の層 D上の加群層（いわゆる D-加群）と思えるのである。証明のポイントの一つは、この局所
コホモロジーの g-加群としての組成列と D-加群としての組成列は一致するということである。
したがって既約 D-加群が既約最大ウエイト加群 L(xρ) に対応するのである。あとは Kashiwara
らによる Riemann-Hilbert 対応によって、旗多様体上の構成可能層の複体の話に持ち込んで標
数 p還元を行い正標数の対応物に移行する。そこでは、DeligneによってWeil予想の一般化とし
て整備された weightの理論があるのでそういう構造を用いて重複度が計算できるのである。実
は Kazhdan-Lusztigが与えていたアルゴリズムはそういうものだったのである。（証明の後半は
Kazhdan-Lusztigがすでにやっていたことである。）[Beilinson-Bernstein 1981]ではさらに徹底
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的な定式化がおこなわれ、旗多様体上の連接D-加群と有限生成 g-加群で U(g)の中心が自明表現
Cと同じ用に作用するもの間にカテゴリー同値があることを確立している。

Verma加群の組成列が計算できれば、原理的には一般化された Verma加群の組成列も計算で
きる。ただし強引にやるとかなり無駄が出るので、[Casian-Collingwood 1987]で、一般化された
Verma加群の組成列に適したKazhdan-Lusztig理論の修正版が展開された。[Collingwood-Irving-
Shelton 1988],[Boe-Enright-Shelton 1988]などその後このKazhdan-Lusztigタイプのアルゴリズ
ムを使って具体的に一般化されたVerma加群の組成列を計算することがなされ、幾つかの具体例
に対して準同型の存在問題も解決された。しかし、原理的には計算できるといってもかなり複雑

なアルゴリズムであり、[Boe-Collingwood 1990]以降はこの方針では進展はないようではある。
Kazhdan-Lusztigのオリジナルな予想は、無限小指標が integralな場合のみであったが、実は

一般の場合も適切な定式化の元でKazhdan-Lusztig予想は正しい。そのためには以下の概念が必
要である。

まず Q を root latticeつまり∆の整数係数一次結合全体とする。integral とは限らない λ ∈ h∗

を一つ固定しよう。ここで integral Weyl群　Wλ を以下のように定義する。

Wλ = {w ∈ W | wλ − λ ∈ Q}.

また integralルート系　∆λ を以下のように定める。

∆λ = {α ∈ ∆ | 〈λ, α̌〉 ∈ Z}.

∆λ は ∆の部分ルート系になり、Wλ は　 ∆λ 　のWeyl群になることが知られている。∆+
λ =

∆+ ∩ ∆λ とおけばこれは、∆λ の正ルート系を定める。Πλ を∆+
λ の基底とし、 Φλ で Πλ の元

に対応する simple reflection全体の集合を表す。. すると,Coxeter系 (Wλ,Φλ) を得る。
λ ∈ h∗を integral とは限らないが dominant regular であるようにとる。このとき x, y ∈ Wλ に

対して　 L(xλ) の　M(yλ)における重複度は　 Coxeter系 (Wλ,Φλ)から定義されたKazhdan-
Lusztig多項式の１での値になるのである。要するに重複度を計算するには Lie代数全体の情報は
いらず、Coxeter系 (Wλ,Φλ)の情報だけで十分である。、Coxeter系 (Wλ,Φλ)　は抽象ルート系
のWeyl群であるから、gとは異なる別の Lie代数に対応して居る場合、異なる Lie代数で、対応
する重複度が一致するのである。このことは一般化されたVerma加群の準同型の存在問題に有効
に使える。

§ 5. 極大放物型部分代数の場合

しばらくの間忘れられていた一般化されたVerma加群の準同型の存在問題であるが最近 pΘが

極大放物型部分代数であるようなスカラー型の場合に解決された ([Matumoto 2006])。簡単にア
イデアに触れたい。

この場合一般の放物型部分代数に比べて、簡単なのは aΘが一次元であるので　 µ ∈ a∗Θ にたい

して　MΘ(ρΘ − µ) ⊆ MΘ(ρΘ + µ)かどうかを調べればよいことである。しかもMΘ(ρΘ − µ)が
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既約の時だけ考えればよくしかもそれは　MΘ(ρΘ − µ) = L(ρΘ − µ)がMΘ(ρΘ + µ)の組成因子
に出てくるかどうかという問題におきかえらられる。Kazhdan-Lusztig多項式の計算の問題に帰
着できるが、それは integral Weyl群　 (WρΘ−µ,ΦρΘ−µ) を見ればよい。そういうわけで問題を
より簡単な Lie代数に帰着できる場合が出てくる。これがKazhdan-Lusztig予想の「計算」とは
別の使い方である。

この問題を解くためにはもう一つのアイデアがある。まともにKazhdan-Lusztigアルゴリズム
を実行して解くという方針は、パラメーターが regularなところを考えていることになる。パラ
メーターが µ = 0 となる近くでは、何が起こるかというとMΘ(ρΘ + µ)の組成因子が退化して 0
になってしまい実は構造が簡単になるのである。たとえばMΘ(ρΘ +µ)が既約になってしまえば、
translation functorは当然なりたたない。可約の場合だと無限小指標が退化していて、そのよう
な無限小指標に対応する最大ウエイトの可能性が極端に限られMΘ(ρΘ − µ) ⊆ MΘ(ρΘ + µ)とな
らざるを得なくなることもある。ということは、µが大きいところでまともに Kazhdan-Lusztig
アルゴリズムを適用するのでなく、µができるだけ 0に近いところに問題が帰着できればいいわ
けである。それを可能にするのが translation functorである。translation functorは適当な既約
有限次元表現とのテンソル積表現と考えるという関手とU(g)の中心の作用についての一般化され
た同時固有空間を取り出すという関手の合成であり完全系列を保つ。通常はよい性質を期待する

と regular なところから最初の壁までしか無限小指標を動かすことはできない。しかし、[Vogan
1988]で展開されたアイデアの一つを使うと、適当な translation functorを適用してゆくことに
よってMΘ(ρΘ − µ) と　MΘ(ρΘ + µ)の µ を　 0に向かって小さくしてゆくことができる。よっ
てもしMΘ(ρΘ + µ)が最終的に既約になってしまえば translation functor を適用する以前の大き
な µに対してもMΘ(ρΘ − µ) ⊆ MΘ(ρΘ + µ)とはならないことがわかる。pΘ に条件がつくが小

さな µに対してMΘ(ρΘ −µ) ⊆ MΘ(ρΘ + µ)なら大きなな µに対してもそうなるというタイプの

議論も可能である。

§ 5. Elementary homomorphism

最後に Vermaの定理 1・１をどのようにスカラー型の一般化された Verma加群の場合に拡張
されるか述べたい。定理を定式化するためにまず、定理 1・１に出てきた　 sαがこの場合どのよ

うなものであるべきか考察してみよう。スカラー型の一般化されたVerma加群のパラメーター空
間は実質的に a∗Θである。したがって、α ∈ ∆よりもむしろ αの aΘへの制限に関する a∗Θの鏡映

を考えたい。うまいW の元を取ってこのようなものを作れるかが問題である。回答は以下のと

おりになる。

まずΘなる Πの部分集合を以下固定しておく。α ∈ ∆なるルートに対して以下のように置く。

∆(α) = {β ∈ ∆ | ∃c ∈ R β|aΘ = cα|aΘ},

∆+(α) = ∆(α) ∩ ∆+,

Uα = CΘ + Cα ⊆ h∗.
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すると ∆(α) は　 ∆の部分ルート系になる。∆+(α)は ∆(α)の正ルート系を与えるのでそれ
に関する基底を Π(α)と書く。もし α|aΘ 6= 0ならば α̃ ∈ ∆+ で Π(α) = Θ∪ {α̃}となるものが一
意に存在する。α ∈ ∆+に対してWΘ(α) で (h∗,Π(α))についてのWeyl群をあらわす。あきらか
に, WΘ ⊆ WΘ(α) ⊆ W . wα でWΘ(α)の最長元を表す。ここで、

σα = wαwΘ

とおこう。これが求める鏡映の候補である。しかし、鏡映なら σα
2 = 1 となっていなければまず

い。そこでつぎのように定義する。

定義 5.1. α ∈ ∆が Θ-usefulであるとは σα
2 = 1を満たすこととする。

α ∈ ∆に対して以下のように定めよう。

Vα = {λ ∈ a∗Θ | 〈λ, α〉 = 0}.

ωα ∈ a∗Θ ⊆ h∗ で α に対する fundamental weight で基底 Π(α) = Θ ∪ {α} に関するもの
とする。つまり、ωα は β ∈ Θ に対しては　 〈ωα, β〉 = 0 となり、さらに 〈β, α̌〉 = 1, および
ωα|h∩c(g(α)) = 0をみたすようなものとして定義される。ただし c(g(α))は g(α)の中心を表す。あ
る正の実数 aで ωα = aα|aΘ をみたすものがある。というのは α|h∩c(g(α)) = 0だからである。し
たがって Vα = {λ ∈ a∗Θ | 〈λ, ωα〉 = 0}となる。
以下が容易にえられるので σα がわれわれの求めるものであることがわかる。

補題 5.1. α ∈ ∆を Θ-usefulとすると以下が成り立つ。
(1) σα は a∗Θ を保つ。

(2) σα ∈ W (Θ)となる。特に, σαρΘ = ρΘ.
(3) σαωα = −ωα.
(4) σα|aΘ は Vα に関しての鏡映である。

Θ-useful な　 α ∈ ∆に対して以下のように定める。

g(α) = h +
∑

β∈∆(α)

gβ , pΘ(α) = g(α) ∩ pΘ.

すると, g(α) は gの簡約部分代数でそのルート系が ∆(α)となり pΘ(α)は g(α)の極大放物型部
分代数となる。　　

ρ(α) =
1
2

∑
β∈∆+(α)

β と置く。ν ∈ a∗Θ に対して Cν で ν に対応する 1次元 U(pΘ(α))-加群を表

す。ν ∈ a∗Θ に対し g(α)の以下のようなスカラー型の一般化された Verma加群を考える。

M
g(α)
Θ (ρΘ + ν) = U(g(α)) ⊗U(pΘ(α)) Cν−ρ(α).
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ここで ν ∈ Vα 　とし c を 1と
1
2
のどちらかいずれかとする。ここで M

g(α)
Θ (ρΘ − ncωα) ⊆

M
g(α)
Θ (ρΘ + ncωα)がすべての非負整数 nに対して成り立つとしよう。このようなことがいつ成

り立つかは、§4で述べた通りすでにわかっていることである。
すると M

g(α)
Θ (ρΘ − ncωα)は既約であり σα(ρΘ + ncωα) = ρΘ − ncωα であることに注意する

と integral Weyl群がこの場合とおなじ状況なら対応して準同型が作れることがKazdhan-Lusztig
予想から言える。実際　 Qα,n = {ν ∈ Vα | ∆(α)ρΘ+ncωα = ∆ρΘ+ν+ncωα} と置くと、ν ∈ Qα,n

に対してMΘ(ρΘ + ν − ncωα) ⊆ MΘ(ρΘ + ν + ncωα)が言える。さて、Qα,n は　 Vα のなかで

Zariski位相で稠密である。（じつは通常位相で open dense.) さらに §1　で述べたVermaの論法
と同様に容易に各 µ ∈ a∗Θ に対して {ν ∈ a∗Θ | MΘ(ρΘ + ν − µ) ⊆ MΘ(ρΘ + ν)} は a∗Θ の Zariski
閉集合になることがわかるので、結局すべての非負整数 nと ν ∈ Vα に対して　

MΘ(ρΘ + ν − ncωα) ⊆ MΘ(ρΘ + ν + ncωα)

となる。このようにして得られた準同型を elementary homomorphismという。
ここで問題として以下のようなものが考えられる。

問題 5.1. スカラー型の一般化された Verma加群の間の準同型は elementary homomorphismの
合成で尽くされるか？

無限小指標が regularという条件の下で、上記の問題は肯定的な場合がいろいろと知られてい
る。例えば、g = gl(n, C) で　 lΘ ∼= gl(k, C)⊕ · · · ⊕ gl(k, C) （kは nの約数）となるような場合

である。
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