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概 要

講演で与える C型 affine Hecke代数の表現論の幾何学的記述をなるべく少ない準備
の下で定式化する。

1 C型affine Hecke代数
C上の Laurant多項式環A := C[q±1

0 ,q±1
1 ,q±1

2 ]を取る。そして整数 nに依存して決まる単
位元を持つ結合的A代数H = Hnを、Ti, Xi (i = 1, 2, . . . n)を生成元として以下の９つの関
係式を持つものと定義する。

1. 任意の 1 ≤ i, j ≤ nに対してXiXj = XjXi.

2. 任意の 1 ≤ i < i + 1 < j ≤ nに対して TiTj = TjTi.

3. 任意の 1 ≤ i < nに対して TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1.

4. Tn−1TnTn−1Tn = TnTn−1TnTn−1.

5. 任意の 1 ≤ i < nに対して (Ti + 1)(Ti − q2) = 0.

6. (Tn + 1)(Tn + q0q1) = 0.

7. 任意の 1 ≤ i, j ≤ nで |i − j| > 1を満たすものまたは i = n, j = n − 1に対して
TiXj = XjTi.

∗京都大学数理解析研究所 E-mail:kato@kurims.kyoto-u.ac.jp

1



8. 任意の 1 ≤ i < nに対して TiXiTi = q2Xi+1.

9. (XnTn + q0)(XnTn + q1) = 0.

Remark 1.1. いわゆるC
(1)
n 型の affine Coxeter図形は

0 1 2 n − 2 n − 1 n
◦ > ◦ ◦ ······ ◦ ◦ < ◦

であり、0番目の頂点に対応するHの岩堀-松本生成元は定数倍を除いて

T0 := (X1T1 · · ·Tn−1TnTn−1 · · ·T1)
−1 ,

1番目から n番目までの頂点に対応する岩堀-松本生成元はそれぞれ T1, . . . , Tnと思う事がで
きる。ここで T0がHecke型関係式

(T0 + q−1
0 q

1−n
2

2 )(T0 + q−1
1 q

1−n
2

2 ) = 0

を満たす事は条件 8と条件 9を用いて、T0Ti = TiT0 (i ≥ 2)と (T0T1)
2 = (T1T0)

2を満たす1事
も条件を用いて計算すると分かる。

Remark 1.2. 我々の設定の中で目を引くのはパラメータ q0,q1である。つまり

(Ti + 1)(Ti − ti) = 0

という通常の (正規化された)Hecke関係式から逆算すると q0 = ±
√
−t0tn,q1 = ±

√
−t−1

0 tn

(復号同順)という一見すると非常に奇妙な式が導かれる。しかし、加藤信一の結果によりこ
の奇妙な式はHの主系列表現の退化可能性と元々の t0, tnよりも直接的に結びついている事
が分かる。また、C型 affine Hecke代数の多項式表現の 2-パラメタ変形であるいわゆる野海
表現にも t0, tnの代わりに q0,q1が出現する。

この時、
H := H/(q0 = −q1 = q2 = 1)

とおくと、T1, . . . , TnのHのおける像 s1, . . . , snはBn型 (有限)Weyl群W と同形な群をH内
で生成する。また、W はH内のX1, . . . , Xnの像で生成される部分代数Pを保つ。
さて、Pは自然な分裂

P ∼= C[X±1
1 , . . . , X±1

n ] ⊂ H

を持ち、この埋め込みの像にもW が左辺への作用を通じて作用する。

1但し、形式的に n = 1とした時には (T0T1)2 = (T1T0)2 という関係式はない。(あってしまうとこれは B2

型 Hecke代数になってしまう。)
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Theorem 1.3 (Bernstein-Lusztig). Z(H)はA[X±1
1 , . . . , X±1

n ]W と同型。

PをA[X±1
1 , . . . , X±1

n ]W の１次元表現全体の集合とする。すると、各 a ∈ PはZ(H)の１
次元表現Caを定める。ここで、Ha := Ca ⊗Z(H) Hと定義する。これは (#W )2次元のC-代
数になる。

Theorem 1.4 (Schurの補題). IrrepH = ∐a∈PIrrepHaとなる。

2 Hに付随する幾何学と表現論
G = Sp(2n, C)とする。また、G := G×(C×)3とおく。ここでV1 := C2nとして、V2 := ∧2V1

とし、さらに
V := V ⊕2

1 ⊕ V2

とおく。そして
N := SpecC[V]/

〈
C[V]G+

〉
とする。ここでC[V]G+は定数項のないVのG-不変な多項式のなす集合である。すると、V =

V1 ⊕ V1 ⊕ V2の各直和因子のスカラー倍作用と対角G作用がGのNへの作用を誘導する事
が従う。

R(G)によってGのC上の既約有限次元表現のC-線形結合を基底とし、それらのテンソル
積を積とする環 (表現環)を表す。

Theorem 2.1 (Well-known). R(G) ∼= A[X±1
1 , . . . , X±1

n ]W を右辺の qi (i = 0, 1, 2)が各々
G = G × (C×)3の i番目のC×の１次表現で残りが自明に作用するものの類に対応するよう
に構成できる。

Corollary 2.2. Pの元はGの半単純元の共役類と 1対 1対応する。

Theorem 2.3 (Hの既約表現の分類 cf. [K06a, K06b]). a = (s, q0, q1, q2) ∈ Gを半単純元と
し、対応するPの元と同一視する。すると、

1. q2は 2n次以下の 1の冪根でない.

2. {q0q
±1
1 } ∩ {qm

2 ;−n < m < n} = ∅が成立.

という条件の下で 1対 1対応
IrrepHa ↔ ZG(a)\Na

が存在する。ここでNaはNの a-作用による固定点集合である。
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Example 2.4. a = (1, 1,−1, 1)とする。この時、

Ha
∼= C[W ]#

(
C[X1, . . . , Xn]/C[X1, . . . , Xn]W+

)
という同型が存在し、特に自然な同一視

IrrepHa = IrrepC[W ]

が右辺の任意の加群に対しXiを 0で作用させるという構成によって定まる。この時、主定
理は

IrrepC[W ] ↔ G\Na

という 1対 1対応の存在を主張する。さらに、Sn ⊂ W で T1, . . . , Tn−1の像の生成する部分
群 (記号が示唆するように対称群と同型)を表す事にすると

{nの分割 } ↔ IrrepC[Sn] ↔ G\(Na ∩ {0} ⊕ V2)

という 1対 1対応が誘導される。この対応は

G © (Na ∩ {0} ⊕ V2)

が対称対 (GL(2n, C), Sp(2n, C))に対する羃零錐であるという切り口から関口次郎によって
見いだされ太田琢也によって付随する特異点の構造が研究された。
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