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概要. 有界等質領域の自己正則同型群の等方部分群の次元が 1 以上であ
ることを, 一点を固定する１パラメーター変換群を具体的に構成すること
によって示す. これは Hundemer [5] の問題に解答を与えるものである.

序.

複素領域 D ⊂ CN の正則自己同型群をHol(D), 点 p ∈ D での Hol(D) の等方部
分群 (以後, 等方群とよぶ)を Isop(D) で表すものとする. 領域 D が有界領域と正則
同値なとき, Hol(D) は有限次元のリー群となり Isop(D) はそのコンパクト部分リー
群であることが知られている. とくに D が有界等質領域のときはジーゲル領域と正
則同値になるので, Hol(D) のリー代数は [7] の一般論によって記述されるが, それで
も与えられた D について群 Hol(D) を具体的に決定するのは容易ではない ([2], [3]).

一方, Hundemer [5] は一般に有界等質領域の等方群が自明ではないこと, すなわち少
なくとも 2 個の元をもつことを示し, 「等方群の位数が丁度 2 となるような例が存
在するか」という問題を提出した. 実際, 有界でない等質領域の場合には次のような
簡単な例がある：領域 D := C \ {0} は乗法群 C× がD 3 z 7→ αz ∈ D (α ∈ C×) に
よって推移的に作用するから等質であり, p = 1 ∈ D での等方群は D 3 z 7→ 1/z ∈ D

および恒等変換という 2 つの変換のみからなる.

本稿では全ての有界等質領域の等方群の (リー群としての) 次元が 1 以上である
こと, したがって Hundemer が問題にしたような例は存在しないことを, 等方群に
含まれる 1 パラメータ変換群 (トーラス群と同型)を具体的に構成することによって
示す. 実際, 我々は次のような広いクラスの複素領域について結果を得た:

(D1) 拡張錐を底とする管状領域 (§1),

(D2) 管状でない第二種ジーゲル領域 (§2).

前者については管状領域を ‘ケイリー変換’によって単位円板を底とする第三種ジーゲ
ル領域に写し,ジーゲル領域上での簡単なトーラス群の作用を引き戻すことによって,

もとの領域上での自己同型写像を得ている (式 (7)参照). モデルとなるのは上半平面
H := { c ∈ C ; =c > 0 } と単位円板 ∆ := { t ∈ C ; |t| < 1 } についての以下のような
議論である: 単位円板 ∆ の原点 0 での等方群 Iso0(∆) は, 変換 σ̃θ : t 7→ eiθt (θ ∈ R)

からなるトーラス群であり, これをケイリー変換 γ0 : H 3 c 7→ c−i
c+i

∈ ∆ によって引
き戻すことにより, i = γ−1

0 (0) でのH の等方群 Isoi(H) は変換 σθ := γ−1
0 ◦ σ̃θ ◦ γ0 :

c 7→ sin(θ/2)+c cos(θ/2)
cos(θ/2)−c sin(θ/2)

からなることがわかる. とくに dim Isoi(H) = 1 である.



有界等質領域 D は等質ジーゲル領域として実現され ([10]), 等質ジーゲル領域は
上半平面 H でなければ (D1), (D2) のいずれかの場合に該当するから, 結局 D の等
方群はトーラス群を含む (定理 6). とくに D が Vinberg 錐を底とする管状領域のと
き, Isop(D) の連結成分は我々のトーラス群で尽きることが [3] との比較からわかる
(小節 1.4). この意味で我々の結果は等方群の中でも本質的な部分を構成していると
いえる.

§1. 拡張錐を底とする管状領域の等方群.

1.1. 実ベクトル空間 R
n の中の開凸錐 Ω は Cl(Ω) ∩ (−Cl(Ω)) = {0} (ただし

Cl(Ω) は Ω の閉包) となるとき正則錐とよばれ, Rn に値をとる実対称双線型形式
S : Rm × Rm → Rn が正則錐 Ω ⊂ Rn に関して正値（Ω-正値）であるとは, (S1)

S(v, v) ∈ Cl(Ω) (∀v ∈ Rm), および (S2) S(v, v) = 0 ⇒ v = 0 が成り立つことをい
う. 正則錐 Ω と Ω-正値な S について, 拡張錐 Ω̂S ⊂ Rn+m+1 を

Ω̂S :=
{

(x, v, a) ∈ R
n+m+1 ; a > 0, x − a−1S(v, v) ∈ Ω

}

. (1)

によって定義する.1 これは実ジーゲル領域R(Ω, S) := { (x, v) ∈ Rn+m ; x − S(v, v) ∈ Ω }
を底とする錐である. 次のアファイン変換は管状領域D(Ω̂S) = R

n+m+1 + iΩ̂S ⊂
Cn+m+1 を保存する：
(A1) 任意の (x0, v0, a0) ∈ Rn+m+1 に対しCn+m+1 3 (z, u, c) 7→ (z + x0, u + v0, c +

a0) ∈ Cn+m+1,

(A2) 任意の v1 ∈ Rm に対しCn+m+1 3 (z, u, c) 7→ (z + 2S(u, v1) + cS(v1, v1), u +

cv1, c) ∈ Cn+m+1,

(A3) 任意の α > 0 に対しCn+m+1 3 (z, u, c) 7→ (z, αu, α2c) ∈ Cn+m+1.

実際 (A2) と (A3) は錐 Ω̂S ⊂ R
n+m+1 を保存する線型変換である.

1.2. 管状領域 D(Ω̂S) の自己正則同型写像をさらに得るために, D(Ω̂S) を第三種
ジーゲル領域に写すことを考える. まず (1) より

D(Ω̂S) =
{

(z, u, c) ∈ C
n+m+1 ; =c > 0, =z − (=c)−1S(=u,=u) ∈ Ω

}

(2)

であるから, D(Ω̂S) は領域 U := Cn+m × H に含まれることに注意しよう. この U
から Ũ := Cn+m × ∆ の上への双正則写像 γ : U → Ũ を

γ(z, u, c) :=
(

z − 1

c + i
S(u, u),

√
2i

c + i
u,

c − i

c + i

)

((z, u, c) ∈ U) (3)

1記号の簡略化のために Kp × Kq (K = R, C) と書くべきところを, しばしば Kp+q と書く.



によって定義する (S は複素双線型に S : Cm × Cm → Cn と拡張されているものと
する). このとき逆写像 γ−1 : Ũ → U は

γ−1(ζ, w, t) :=
(

ζ − i

1 − t
S(w, w),

√
2

1 − t
w,

i(1 + t)

1 − t

)

((ζ, w, t) ∈ Ũ) (4)

で与えられる. いま t ∈ ∆ に対し, Lt : Cm × Cm → Cn を

Lt(w, w′) :=
1

1 − |t|2
(

S(w, w̄′) + t̄S(w, w′)
)

(w, w′ ∈ C
m). (5)

によって定める. この Lt(w, w′) は複素ベクトル空間 C
m 上のC

n-値エルミート形式
(1− |t|2)−1S(w, w̄′) とCn-値対称複素双線型形式 (1− |t|2)−1t̄S(w, w′) の和 ([8] でい
う半エルミート形式) であり, t には実解析的に依存している.

命題 1. 管状領域 D(Ω̂S) の γ による像 γ(D(Ω̂S)) は第三種ジーゲル領域
{

(ζ, w, t) ∈ C
n+m+1 ; t ∈ ∆, =ζ − <Lt(w, w) ∈ Ω

}

.

に等しい.

証明. 点 (z, u, c) ∈ U について (ζ, w, t) := γ(z, u, c) とすると, (4) から

=c = 1 − |t|2,　 =z − (=c)−1S(=u,=u) = =ζ − <Lt(w, w)

が直接的な計算によってわかる. したがって (2) から主張は得られる.

　領域 Ũ 上の 1 パラメータ変換群 T̃ := {τ̃θ}θ∈R を

τ̃θ(ζ, w, t) := (ζ, eiθw, e2iθt) ((ζ, w, t) ∈ Ũ) (6)

によって定義する.

命題 2. (i)群 T̃ は γ(D(Ω̂S)) を保存する.

(ii) 任意の ζ0 ∈ Rn + iΩ について (ζ0, 0, 0) ∈ γ(D(Ω̂S)) は T̃ の不動点である.

証明. 定義式 (5) から

Le2iθt(e
iθw, eiθw′) = Lt(w, w′) (t ∈ ∆, w, w′ ∈ R

m)

であるから, 命題 1 より (i) がしたがう. 一方 (ii) は (6) から明らか.



さて τθ := γ−1 ◦ τ̃θ ◦ γ とすると, (6) および (3), (4) から

τθ(z, u, c) =
(

z +
sin θ

cos θ − c sin θ
S(u, u),

1

cos θ − c sin θ
u,

sin θ + c cos θ

cos θ − c sin θ

)

((z, u, c) ∈ U)

(7)

である. 定義から T := {τθ}θ∈R は U = γ−1(Ũ) 上の 1 パラメータ変換群であり, 命
題 2 より直ちに次がわかる.

命題 3. (i)群 T は管状領域 D(Ω̂S) を保存する.

(ii) 任意の ζ0 ∈ Rn + iΩ について (ζ0, 0, i) = γ−1(ζ0, 0, 0) ∈ D(Ω̂S) は T の不動点で
ある.

1.3. 以上の議論をまとめて, 次を得る.

定理 4. 拡張錐 Ω̂S を底とする管状領域 D(Ω̂S) の任意の点での等方群の次元は 1 以
上である.

証明. 点 p = (z, u, c) ∈ D(Ω̂S) は平行移動 (A1) により i(=z,=u,=c) ∈ iΩ̂S

に移り, さらに v1 = −(=c)−1(=u) としたときの線型変換 (A2) により i(=z −
(=c)−1S(=u,=u), 0, =c) に, そして α = (=c)−1/2 としたときの線型変換 (A3) に
よって i(=z − (=c)−1S(=u,=u), 0, 1) =: p0 に移るが, 命題 3 から点 p0 での等方群
は群 T を含むので dim Isop(D(Ω̂S)) = dim Isop0

(D(Ω̂S)) ≥ dim T = 1.

1.4. 次の例を考える: n = 2, Ω := R+ × R+ ⊂ R2, m = m1 + m2 (m1, m2 ∈ N),

S : R
m1+m2 × R

m1+m2 3 ((v1, v2), (v′

1, v
′

2)) 7→ (v1 · v′

1, v2 · v′

2) ∈ R
2,

ただし · はベクトルの標準内積を表す. このとき管状領域D(Ω̂S) ⊂ C2+m1+m2+1 は
等質で,その正則同型群 Hol(D(Ω̂S))および p := (i, i, 0, 0, i)での等方群 Isop(D(Ω̂S))

は [3] によって完全に決定されている. 等方群に関する結果は次の通りである. 実直
交行列の組 (R1, R2) ∈ O(m1) × O(m2) について

gR1,R2
: C

2+m1+m2+1 3 (z1, z2, u1, u2, c) 7→ (z1, z2, R1u1, R2u2, c) ∈ C
2+m1+m2+1

とすると, Isop(D(Ω̂S)) はm1 6= m2 のとき gR1,R2
および (7) の τθ たちから生成さ

れ, m1 = m2 のときは更に対合写像

ι : C
2+m1+m2+1 3 (z1, z2, u1, u2, c) 7→ (z2, z1, u2, u1, c) ∈ C

2+m1+m2+1

も合わせたものによって生成される. とくに m1 = m2 = 1 のとき Ω̂S は Vinberg

錐とよばれる 5 次元の錐であり, この場合 Isop(D(Ω̂S)) の連結成分はトーラス群
T = {τθ}θ∈R に等しい.



§2. 第二種ジーゲル領域の等方群.

複素ベクトル空間 Cn に値をとるエルミート形式Q : CM × CM → Cn が正則錐
Ω ⊂ Rn に関して正値（Ω-正値）であることを, 前節の S と同様に (H1) Q(w, w) ∈
Cl(Ω) (∀w ∈ CM), および (H2) Q(w, w) = 0 ⇒ w = 0 が成り立つこととして定義
する. 正則錐 Ω と Ω-正値な Q について, 第二種ジーゲル領域 D(Ω, Q) ⊂ C

n+M を

D(Ω, Q) :=
{

(z, w) ∈ C
n+M ; =z − Q(w, w) ∈ Ω

}

と定義する. とくに M = 0, Q = 0 のとき, 対応するジーゲル領域は管状領域
D(Ω) = Rn + iΩ に他ならない. これを第一種ジーゲル領域とよぶ. しかし我々は
M > 0 の場合のみをこの節では考える. 次のアファイン変換は D(Ω, Q) を保存す
る:

(B1) 任意の x0 ∈ Rn と w0 ∈ CM に対しCn+M 3 (z, w) 7→ (z + x0 + 2iQ(w, w0) +

iQ(w0, w0), w + w0) ∈ Cn+M ,

(B2) 任意の θ ∈ R に対し σθ : Cn+M 3 (z, w) 7→ (z, eiθw) ∈ Cn+M .

定理 5. 管状でない第二種ジーゲル領域 D(Ω, Q) の任意の点での等方群の次元は 1

以上である.

証明. 任意の p = (z, w) ∈ D(Ω, Q) は x0 = −<z, w0 = −w としたときの変換
(B1)によって p0 := i(=z−Q(w, w), 0)に移される. 一方 (B2)の変換の全体 {σθ}θ∈R

は p0 での等方群の 1 パラメータ部分群になっているから dim Isop(D(Ω, Q)) =

dim Isop0
(D(Ω, Q)) ≥ 1.

§3. 有界等質領域の等方群.

定理 6. 有界等質領域の任意の点での等方群の次元は 1 以上である.

証明. 一般に有界等質領域Dは双正則写像によって第二種ジーゲル領域D(Ω, Q) ⊂
Cn+M に写り, しかも Ω は等質錐, すなわち或る線型群が推移的に作用する正則錐
である ([10]). この D(Ω, Q) の等方群について考えればよい. まず M > 0 のときは
定理 5 から主張は成り立つ. 一方 M = 0 かつ n = 1 のときジーゲル領域は上半平
面 H に他ならないから, やはり主張は成り立つ. 最後に M = 0 かつ n > 1 のとき,

等質錐 Ω ⊂ Rn は n より小さい次元の等質錐の拡張錐として得られる ([4, Lemma

1.2])から, 定理 4 より主張が従う.
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