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1. はじめに

Borcherds [Bor86]によって導入された頂点代数 (vertex algebra)は, 共形場理論
に現れる対称性をを公理化したものと考えるこができるが, これまでの多くの研究
により物理学や数学の様々な側面と関わりを持つことが明らかにされてきた. この
ような頂点代数の中で最も興味深いもののうちの１つがW 代数である. W 代数は
Virasoro代数や「ほぼ全ての」スーパーコンフォーマル代数を特殊な場合として含
む ([KRW03]), 極めて大きな頂点代数の族であり, またさまざまな側面を持つ1. W
代数は共形場理論の分類の研究の中で Zamolodchikov[Zam85]によって最初に導入さ
れた. Feigin-Frenkel[FF90], Kac-Roan-Wakimoto[KRW03]等の仕事により, 現在で
はW 代数は複素簡約リー環 g とその冪零軌道に付随して BRSTコホモロジーを用
いて定義される.
ただし, これが「W 代数」の唯一の定義ではなく, 情況に応じて様々な「W 代数」

が存在するが, それらは全て BRSTコホモロジーを用いて定義されるW 代数の商で
あると考えられている. 頂点代数の理論において, BRSTコホモロジーの手法以外に
は, W 代数は典型的にはいわゆるコセット構成法で現れる. 例えばパラフェルミオン
(あるいは Z-algebra) などもW 代数の特別な場合と考えることができる2. したがっ
て, ほとんどすべての頂点代数はなんらかのW 代数を部分代数として含んでおり, そ
の意味でW 代数は最も基本的な頂点代数といえるだろう.

W 代数の有限次元版 (Zhu代数)は有限W 代数 ([dBT93])と呼ばれるが, これは
一般化された (Lie環 gの)Gelfand-Graev表現の End環である ([DSK06]). したがっ
て, W 代数の理論は Kostant-Lynch理論 [Kos78, Lyn79] のアフィン版とみなすこ
とができる. 近年, Premet[Pre02]により, 有限W 代数 (の正標数版)が Lie環のモ
ジュラー表現論の中に自然に現れること, また標数 0 では有限 W 代数は Slodowy
の横断片の自然な量子化であることが発見された ([GG02]も参照のこと). さらに,
Brundan-Kleshchev[BK06, BK05]により, A型の有限W 代数と A型の Yangianと
の (物理学者によって観察されていた) 関係が有木型の理論として確立された.
このように, 有限次元の場合で既にW 代数は豊かな構造を持つ. そのアフィン版

であるアフィンW 代数はなおさら興味深い.
しかし, 理解が進んできたとはいえ, (アフィン)W 代数は依然ミステリアスな存在

である. このようなW 代数の全ての側面について述べるのは不可能であり, またそ
もそも筆者にその技量がない. そこで以下では, 最も基本的な主冪零軌道の場合に絞
り, その表現論的側面の概説を試みる.

以下, 体は Cとする

1W 代数に関する 90 年代中ごろまでの文献に関しては文献集 [BS95] がある.
2ただし, 証明があるわけではない.
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2. 冪零錘のジェットスキームと Beilinson-Drinfeld の定理

W 代数の「W」には複数の意味がある. そのひとつは「Weyl群不変式」である.
g を C上の単純 Lie環, Gを随伴群, W をWeyl群, hを Cartan 部分代数とする.
S(h)W をS(h)のW 不変な多項式のなす部分環とする. 環S(h)を「カイラライズ3」

すると Heisenberg(頂点)代数 (free boson)が得られる. Fateev-Lukyanov [FL88]は
S(h)W を「カイラライズ」し, Heisenberg 頂点代数の部分代数としてW 代数を定義
した. このW 代数の定義は具体的である4が, この方法で具体的に生成元を書けるの
は, (いまのところ)A, D 型の場合のみである. この構成法 (自由場表示)に関する文
献は既にたくさん存在する5ので, ここでは省略する.

Chevalley の制限定理により同型

C[h]W ∼= C[g]G(1)

が存在する. したがって, C[h]W の代わりに C[g]G を考えても良い.
gの exponent を 1 = d1 < d2 < · · · < d` (` = rank g) とすると, C[g]G は次数

di + 1 の同時多項式 Pi (i = 1, 2, . . . , `) で生成される C[g] の部分環である. あるい
は, C[g]G の augmentation ideal C[g]G+ を gの冪零錘 Nの定義イデアルであると見
ても良い:

N = Spec C[g]/C[g]G+ = Spec(C[g]/〈P1, . . . , P`〉).(2)

カイラリゼージョンを考察するために, G∞, g∞, N∞ をそれぞれG, g, Nのジェッ
トスキーム (弧空間) 6とする.

G∞ = G[[t]],(6)

g∞ = g[[t]] = lim
←
n

gn, gn = g[t]/(tn+1)(7)

である. {xi}を g∗ の基底とすると

C[g∞] = C[xi,(n); n ≤ −1]

である (xi = xi,(−1) と同一視している). C[g∞] は次で定義される線形微分作用素 T
により微分環の構造を持つ.

Txi,(−n) = nxi,(−n−1).(8)

この同一視の下

N∞ = Spec(C[g∞]/〈TnPi; i = 1, . . . , `, n ≥ 0〉)(9)

となる. C[N∞] も微分環である. Pi ∈ C[g]G より TnPi ∈ C[g∞]G∞ である.

3§3.5 参照.
4といっても関係式が書き下せるわけではない.
5といっても数学的に書かれたものはほとんど無いのだが.
6C上の有限型スキーム X のジェットスキーム X∞ は, X の m-ジェットスキーム Xm の射影極限と

して定義される.

X∞ = lim←
m

Xm.(3)

各 Xm は次で特徴付けされるスキームである.

Hom(Spec R, Xm) ∼= Hom(Spec R[z]/(zm+1), X) ∀R.(4)

特に X がアフィンの時, X∞ の点は準同型

C[X] → C[[z]], a 7→
X

n≤−1

a(n)z
−n−1.(5)

に対応する.
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定理 2.1 (Beilionson-Drinfeld[BD]). 次が成立する:

C[g∞]G∞ = C[TnPi; i = 1, . . . , `, n ≥ 0].

したがって,

N∞ = Spec C[g∞]/(C[g∞]G∞
+ ).

Z(g)を普遍包絡環 U(g)の中心とする. このとき, U(g), Z(g) はそれぞれ C[g],
C[g]G の量子化とみなすことができる. これと同様な, C[g∞], C[g∞]G∞ の「良い量
子化」は存在するだろうか?
ポイントは, C[g∞] ∼= S(g[t−1]t−1) ではあるが, C[g∞] の量子化を (退屈な)普遍

包絡環 U(g[t−1]t−1) とはみなさず, gに付随する普遍アフィン頂点代数 V k(g) (kは
パラメーター7) と見る点である8.
あとで詳しく述べるが, 一般に頂点代数 V には U(g) と同様に standard filtration

が存在し, grV は可換な頂点代数となる. 特に grV には可換な微分環 (differential
algebra) の構造が入る.
普遍アフィン頂点代数 V k(g) は,

grV k(g) = C[g∞] ∀k(10)

を満たす. あとで見るように, g (の主冪零軌道)に付随するアフィンW 代数 W k(g)
は,

grW k(g) ∼= C[g∞]G∞ ∀k(11)

を満たす頂点代数である9. ここで, k ∈ Cは上記同様のパラメーター.
臨界レベル (すなわち k = −h∨, h∨ は gの双対 Coxeter数) の時は, W −h∨

(g) は
V −h∨

(g) の頂点代数としての中心と一致し [FF92, Fre07], したがって理論は有限次
元の場合とパラレルである.
臨界レベルでない時は, V k(g)の中心は自明となってしまう. したがって, このとき

はW k(g) は V k(g)の中心としては定義されない. その代わりに, W k(g)は V k(g)の
“Whittaker ベクトル” の空間として定義されることになる. しかし, このときW k(g)
は可換ではなく, コンフォーマルな頂点代数 (つまり頂点作用素代数) になる.
これが「W」の二つめの意味10,「アルファベット順で V の次」に対応している. 頂

点作用素代数は V =Virasoro代数を部分 (頂点)代数として含み,したがってVirasoro
代数の一般化と考えられるからである. 実際, 最も簡単な, g = sl2 に付随するW 代
数は, Virasoro(頂点)代数に一致11する12.
しかし, g = sl2 以外のときには, 交換関係 (OPE)に非線型な項が入るため, 最早

W k(g)を Lie環と考えることはできない. これがW 代数の最も特徴的な点である.
W 代数の交換関係は余りにも複雑13であり, その具体形はほとんどの場合知られてい
ない.
アフィン Lie環やVirasoro代数, 格子に付随する共形場理論にとって, 頂点代数の

理論は必ずしも必要ないが, W 代数の場合は避けて通れないである.

7gに付随するアフィン Lie 環 gaff のレベルに対応する.
8V k(g) は gに付随する普遍アフィン頂点代数 gaff から自然に定義されるものである (§ 3.3 参照).
9C[g∞]G∞ には非自明な頂点ポアソン代数の構造が入るが, その非可換変型が unique がどうかは知

られていない.
10三つめの意味は「Wakimoto」である.
11ただし, 臨界レベルの時は例外.
12したがって勿論, W 代数の表現論は Virasoro 代数の表現論を含む.
13かろうじて計算可能な W k(sl3) に関して, 一冊の本 [BMP96] が存在する.
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3. Vertex algebra basics

以下に頂点代数に関する基本事項を述べる. 主な参考文献は [Kac98, MN99, FBZ04]
である.

3.1. 形式的冪級数とデルタ函数. V をベクトル空間としたとき,

V [[z, z−1]] = {
∑
n∈Z

vnzn; vn ∈ V }

とする. V [[z, z−1]] ⊃ V ⊗C[[z, z−1]]である. また,

V [[z, w, z−1, w−1]] = {
∑

m,n∈Z
vm,nzmwn; vm,n ∈ V,m, n ∈ Z},

V ((z)) = {
∑
n∈Z

vnzn ∈ V [[z, z−1]]; vn = 0 (n ¿ 0)}

などとおく. V ((z)) は体 C((z)) 上のベクトル空間である.
以下, a(z) ∈ (EndV )[[z, z−1]] について

a(z) =
∑
n∈Z

a(n)z
−n−1(12)

と展開すると約束する. a(z) は, 任意の v ∈ V について

a(z)v ∈ V ((z)), すなわち a(n)v = 0 n À 0

を満たすとき, (quantum) field と呼ばれる.
二つの field a(z), b(z) があったとき, 一般に積 a(z)b(z)は well-definedでない. し

かし, a(z)b(w)は (EndV )[[z, w, z−1, w−1]] の元として well-definedであり, 任意の
v ∈ V について

a(z)b(w)v ∈ V ((z))((w)), b(w)a(z)v ∈ V ((w))((z))(13)

を満たす.
そこで, C[z, w, z−1, w−1, 1

z−w ]を (形式冪級数ではなく) C[z, w, z−1, w−1]の z−w

での局所化とする. 次の二つの環の準同型が存在する.

tz,w : C[z, w, z−1, w−1,
1

z − w
] ↪→ C((z))((w)),

f

z − w
7→ f

∑
n≥0

1
z
(
w

z
)n,(14)

tw,z : C[z, w, z−1, w−1,
1

z − w
] ↪→ C((z))((w)),

f

z − w
7→ f

∑
n≥0

1
w

(
z

w
)n.(15)

τz,w は「|z| > |w|における展開」, τw,z は「|w| > |z|における展開」なので, 差
を考えることにより, 「デルタ函数」が登場する.

δ(z − w) := τz,w(
1

z − w
) − τw,z(

1
z − w

)(16)

=
∑
n∈Z

1
z
(
w

z
)n ∈ C[[z, w, z−1, w−1]].

任意の f(z) ∈ (EndV )[[z, z−1]]について積 f(z)δ(z−w), f(w)δ(z−w)はwell-defined
になることが確かめられる.

補題 3.1. すべての f(z) ∈ (EndV )[[z, z−1]] について f(z)δ(z−w) = f(w)δ(z−w).
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証明. f ∈ C[z, w, z−1, w−1] なら τz,w(f) = τw,z(f)である. したがって

(zn − wn)δ(z − w) = (zn − wn)(τz,w(
1

z − w
) − τw,z(

1
z − w

))

= τz,w(
zn − wn

z − w
) − τw,z(

zn − wn

z − w
) = 0

が任意の n ∈ Z について成立する. ¤

3.2. OPE. 以下, Resz f を f の z−1 の係数, ∂
[j]
w = ∂j

j!∂wj とする.

補題 3.2. (i) (z − w)N∂
[j]
w δ(z − w) = 0 (N ≥ j + 1).

(ii) Resz(z − w)Nδ
[j]
w δ(z − w) = δN,j .

定義 3.3. V 上の二つの field a(z), b(z)が互いに localであるとは, 十分大きなN に
対して (z − w)N [a(z), b(w)] = 0が成立することである.

定理 3.4. V 上の二つの field a(z), b(z)に対する次の三つの条件は同値である.
(i) a(z), b(z) は互いに localである.
(ii) V 上の有限個の field c0(z), c1(z), . . . cN−1(z) が存在し, 次を満たす.

[a(z), b(w)] =
N−1∑
j=0

cj(w)∂[j]
w δ(z − w).

(iii) V 上の有限個の field c0(z), c1(z), . . . cN−1(z) が存在し, 次を満たす.

a(z)b(w) =: a(z)b(w) : +
N−1∑
j=0

cj(w)τz,w

(
1

(z − w)j+1

)
,

b(w)a(z) =: a(z)b(w) : +
N−1∑
j=0

cj(w)τw,z

(
1

(z − w)j+1

)
.

ここで,

: a(z)b(w) := a(z)−b(w) + b(w)a(z)+,

a(z)− =
∑

n<0 a(n)z
−n−1, a(z)+ =

∑
n≥0 a(n)z

−n−1.

慣習により, 定理 3.4 (ii) (あるいは (iii)) の条件が満たされるとき,

a(z)b(w) ∼
N−1∑
j=0

cj(w)
(z − w)j+1

(17)

と書き, a(z)と b(w)のOPE(operator product expansion)と呼ぶ. 補題 3.2 (ii) より

cj(w) = Resz(z − w)j [a(z), b(w)](18)

であることに注意する.
整数 nについて

a(w)(n)b(w) = Resz(z − w)n[a(z), b(w)](19)

とおき, これを a(w)と b(w)の n積と言う. 次は通常 Dongの補題と呼ばれる.

補題 3.5 (Li[Li96]). a(z), b(z), c(z) が互いに local なら, 任意の n ∈ Z について
a(z)(n)b(z) と c(z)も互いに localである.
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上の記号を持ちいると OPEは

a(z)b(w) ∼
∑
j≥0

a(w)(j)b(w)
(z − w)j+1

(20)

と書くことができる.

3.3. 頂点代数.

定義 3.6. 頂点代数とは, ベクトル空間 V であって次のデータが与えられているもの
を言う.

• 真空 1 ∈ V ,
• 推移作用素 T ∈ EndV ,
• V 上の fieldの族 {aα(z);α ∈ A} (生成場).

これらは以下の条件を満たす.
(i) 任意の α, β ∈ Aについて aα(z), aβ(z)は互いに localである.
(ii) ベクトル aα1

(n1)
. . . aαr

(nr)1 (αi ∈ A, ni ∈ Z) は V を張る.
(iii) 任意の α ∈ Aについて, aα

(n)1 = 0 (n ≥ 0). したがって aα(z)1 ∈ V [[z]].
(iv) T1 = 0.
(v) 任意の α ∈ Aについて, [T, aα(z)] = ∂za

α(z).

定理 3.7 (state-field correspondence). V を頂点代数とするとき, 以下の条件を満た
す線型写像

Y (?, z) : V → (EndV )[[z, z−1]], a 7→ Y (a, z) = a(z) =
∑
n∈Z

a(n)z
−n−1

が唯一存在する (これを state-field correspondence と言う).
(i) 生成場 aα(z) に対し Y (aα

(−1)1, z) = aα(z).
(ii) 任意の a ∈ V に対し Y (a, z)は V 上の field.
(iii) 任意の a, b ∈ V に対し Y (a, z)と Y (b, z)は互いに local.
(iv) 任意の a ∈ V に対し, [T, Y (a, z)] = ∂zY (a, z).
(v) 任意の a ∈ V に対し. Y (a, z)1 ∈ V [[z]] かつ lim

z→0
Y (a, z)1 = a.

頂点代数の理論では, state-field correspondenceによりしばしば V の元 a と対応
する field a(z) = Y (a, z)を同一視する.

V を頂点代数とすると次が成立する.

Y (a, z)Y (b, w) ∼
∑
j≥0

Y (a(j)b, w)
(z − w)j+1

,(21)

Y (a(n)b, w) = Resz(z − w)n[Y (a, z), Y (b, w)].(22)

これらが頂点代数の基本関係式である. フーリエ係数で書くと次の様になる.

[a(m), b(n)] =
∑
j≥0

(
m
j

)
(a(j)b)(m+n−j),(23)

(a(m)b)(n) =
∑
j≥0

(
m
j

)
(−1)j(a(m−j)b(n+j) − (−1)mb(m+n−j)a(j)).(24)

(23)の右辺は常に有限和だが, (24)の右辺はmが負のとき無限和となる.
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例 3.8. ( | )を g上の不変内積とする. (g, ( | ))に付随するアフィン Lie環を gaff と
かく.

gaff = g[t, t−1]⊕CK ⊕CD.(25)

交換関係は次で与えられる.

[x(m), y(n)] = [x, y](m + n) + m(x|y)δm+n,0K (x, y ∈ g),

[D,x(m)] = mx(m),

[K, gaff ] = 0.

ただし, x(m) = x⊗tm. C 3 kについて

V k(g) = U(gaff)⊗U(g[t]⊕CK ⊕CD)Ck(26)

とおく. Ckは g[t]⊕CD が自明に, K が kで作用する一次元表現である. V k(g) 上の
field x(z) (x ∈ g)を,

x(z) =
∑
n∈Z

x(n)z−n−1(27)

で定義する14. このとき, x(z), y(z) (x, y ∈ g) は互いに localであり, 次の OPEを
持つ.

x(z)y(w) ∼ [x, y](w)
z − w

+
k(x|y)

(z − w)2.
(28)

V k(g)は1 = 1⊗1を真空, {x(z);x ∈ g}を生成場とする頂点代数の構造を持つ. V k(g)
を (g, ( | ))に付随するレベル k の普遍アフィン頂点代数と呼ぶ.

3.4. 頂点代数の表現. ベクトル空間M が頂点代数 V の表現であるとは, 線型写像

YM (?, z) : V → (EndM)[[z, z−1]], a 7→ YM (a, z)(29)

が存在し, 次を満たすことをいう.

YM (a, z) はM 上の field である(30)

YM (a, z)YM (b, w) ∼
∑
j≥0

YM (a(j)b, w)
(z − w)j+1

,(31)

YM (a(n)b, w) = Resz(z − w)n[YM (a, z), YM (b, w)].(32)

特に V 自身は V 加群である. N を V の真の部分加群とすると V/N は頂点代数の構
造を持つ. 単純頂点代数とは 0以外の真の部分加群を持たない頂点代数のことである.

3.5. カレント代数と Zhu代数. 以下, 頂点代数 V はハミルトニアン H によって次
数付けされているとする15:

V =
⊕

∆∈Z≥0

V−∆, V−∆ = {v ∈ V : Hv = ∆v}.

ここでハミルトニアンとは, 次の交換関係を満たす V 上の半単純作用素である.

[H,Y (a, z)] = Y (Ha, z) + zY (Ha, z) ∀a ∈ V.(33)

14したがって (ややこしいが) x(n) = x(n) である.
15VOA(頂点作用素代数) 学派は通常「最低ウエイト加群」を考えるのだが, 筆者はどうしても混乱し

てしまうので「最高ウエイト加群」を考えることにする.
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H の固有ベクトル a の固有値∆a はコンフォーマルウエイトと呼ばれる. このとき,

[H, a(n)] = −(n − ∆a + 1)a(n)(34)

が成立する.

例 3.9. V k(g) 上の field S(z) を次で定義する.

S(z) =
∑

a

: Ja(z)Ja(z) : .(35)

ここで, {Ja} は gの直交基底. State-field correspondenceより S(z) = Y (S(−1)1, z)
である. k 6= −h∨ の時,

L(z) =
∑
n∈Z

L(n)z−n−2 =
1

2(k + h∨)
S(z)(36)

とおくと, L(z) は OPE

L(z)L(w) ∼ 1
z − w

∂wL(w) +
1

(z − w)2
L(w) +

k dim g
k+h∨

2(z − w)4

を満たす. これから, {L(n); n ∈ Z} は中心電荷 k dim g
k+h∨ のVirasoro 代数の交換関係を

満たすことがわかる (管原構成法). この時, L(0)は V k(g) のハミルトニアンとなる.

[L(0), xtn] = −nxtn, L(0)1 = 0(37)

であるので, L(0) = −D である. (L(0)が定義されない) k = −h∨ においても −D

は V −h∨
(g) のハミルトニアンとなる.

今,

Lie V = V [t, t−1]/ Im(T⊗1 + 1⊗d/dt)(38)

とおくと, Lie V は次で Lie環の構造が入る ([Bor86]).

[atm, btn] =
∑
j≥0

(
m
j

)
(a(j)b)tm+n−j .(39)

ただし, a⊗tm + Im(T⊗1 + 1⊗d/dt) を atm と書いた.
[H, atm] = (n−∆a+1)atm と定めることにより, V の次数付けはLie V の次数付け

に自然に拡張される: Lie V =
⊕

d∈Z(Lie V )d. ここで, (LieV )d = {x ∈ Lie V ; Hx =
−dx} とした. (23)から V 加群は自然に Lie V 加群である. しかし, (24)より, Lie V
加群は V 加群とは限らない.

U(LieV ) =
⊕

d∈Z U(LieV )d とし, 無限和を許すために完備化を行う.

Ũ(Lie V ) =
⊕
d∈Z

Ũ(Lie V )d,

Ũ(Lie V )d = lim
←
N

U(Lie V )d/
∑
r>N

U(Lie V )d−rU(Lie V )r.

(この種の完備化を以下 [MNT05]に従い standard degreewise filtrationと呼ぶ.)
関係式 (24)および 1tn − δn,−1 で生成される Ũ(Lie V ) の graded ideal を I とす

る. Ũ(Lie V )を I の閉包で割った商代数を U(V ) とおき, V のカレント代数16と呼ぶ.
U(V ) は自然に次数付けされている: U(V ) =

⊕
d∈Z U(V )d.

16(本質的に) 同じものを [FZ92] では V の普遍包絡環と呼んでいる.
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U(V )0 は U(V )の部分代数であるが, U(V )0 の商代数 Zh(V ) を

Zh(V ) = U(V )0/
∑
p>0

U(V )−pU(V )p(40)

で定義し, V の Zhu代数と呼ぶ17.
一般に単位元を持つ C代数 Aに対し, Zh(V ) = A となる頂点代数 V を A のカイ

ラリゼーションと呼ぶ (勿論, このような V は一般には uniqueではない).

例 3.10. 次が成立する.

U(V k(g)) = Ũk(gaff),(41)

Zh(V k(g)) = U(g).(42)

ここで, Ũk(gaff) はUk(gaff) = U(gaff)/〈K −k1〉 の standard degreewise completion.
(Ũk(gaff) の次数付けは ad D によって入れる. ) 特に V k(g) は U(g) のカイラリゼー
ションである.

V -Modを次を満たす加群M =
⊕

d∈C Md からなる graded V 加群の圈の充満部
分圈とする.

C の有限部分集合 d1, . . . , dr が存在し, d 6∈
⋃
i

di − Z≥0 ならばMd = 0.

V -Mod の対象は V の positive energy representation (あるいは admissible repre-
sentation)と呼ばれる.
次は Zh(V )の定義からほぼ明らかであろう.

定理 3.11 (Zhu[Zhu96]). V -Modの単純対象の同型類と Zh(V )の単純加群の同型類
は一対一に対応する.

V k(g) の gaff 加群としての単純商を Vk(g) と書くと, これは単純頂点代数である.
k ∈ Z≥0 の時, Zh(Vk(g)) = U(g)/〈ek+1

θ 〉 であることが知られている.

Open Problem 1. 一般の k に対して18, Zh(Vk(g)) を決定せよ19.

3.6. 頂点代数の standard filtration. C2(V )を a(−2)b (a, b ∈ V ) で張られる V の
部分空間とする. このとき V/C2(V ) には次でポアソン代数の構造が入ることが知ら
れている ([Zhu96]).

ā · b̄ = a(−1)b,(43)

{ā, b̄} = a(0)b(44)

V/C2(V )が可換環として有限生成のとき, V は有限生成であるという20 .このとき,
V は有限個の field によって生成される.
以下では V は有限生成と仮定する.

例 3.12. C2(V k(g)) = g[t−1]t−2·V k(g)である. よってV k(g)/C2(V k(g)) ∼= S(g⊗t−1) ∼=
S(g) = C[g∗]. これはポアソン代数としての同型である.

次が成立する.

補題 3.13. V を頂点代数とすると次は同値.

17Zhu[Zhu96]の originalな定義はこれとは異なるが, 同値になることが知られている ([FZ92, NT05])
18特に k ∈ Q>0\Z>0 のときが重要である
19sl2 の場合は決定されている (と思う).
20人によって「有限生成」の定義が違うので注意.
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(i) V は可換 (OPE が全て 0).
(ii) 全ての a ∈ V に対し, a(n) = 0 (n ≥ 0).

補題 3.13 より V が可換なら

Y (a, z) =
∑

n≥−1

a(n)z
−n−1 ∈ (EndV )[[z]](45)

である. このとき, V には次で可換環の構造が入る.

a · b = a(−1)b.(46)

この積は微分作用 T と整合的であるので, 可換な頂点代数は微分環とみなすことが
できる.

命題 3.14 ([Li04]). 頂点代数 V について

FpV = span{a1
(−n1)

. . . ar
(−nr)1; ni ≥ 1, ∆a1 + · · · + ∆ar ≤ p}.(47)

と定めると, {FpV }は V の quasi-commutativeな filtrationを定める. すなわち grV
は可換な頂点代数になる.

定義より, standard filtrationは V の次数付けと compatible であり,

V∆ = F∆V∆ ⊃ F∆−1V∆ ⊃ · · · ⊃ F−1V∆ = 0(48)

が成立する.

命題 3.15.
⊕

∆≥0

F∆V∆/F∆−1V∆ は grV の部分環であり V/C2(V )に同型である. こ

の同一視の下, grV は微分環として V/C2(V ) で生成される.

上の命題から全射

C[(Spec V/C2(V ))∞] → grV(49)

が存在することがわかる.

例 3.16. 同一視V k(g) = U(g[t−1]t−1)の下, V k(g)の standard filtrationとU(g[t−1]t−1)
の standard filtration は一致する. したがって

grV k(g) ∼= S(g[t−1]t−1) = C[g∞](50)

である. 特にこの場合 (49) は同型である.

4. Feigin-Frenkel 理論

この章の基本文献は [FBZ04, Fre07] である.

4.1. BRST還元法による Z(ḡ)のWhittaker模型. eを gの主冪零元とし, sl2 ト
リプル {e, h, f} をとる. gj = {x ∈ g; [h, x] = 2jx} とし, n+ =

⊕
j>0 gj , h = g0,

n− =
⊕

j<0 ḡj とおくと, g = n− ⊕ h⊕ n+ は gの三角分解である. b± = n± ⊕ h と
おく.

N を n+ に対応する冪単群とする.

定理 4.1 (Kostant [Kos78]). 随伴作用は次のアフィン代数多様体の同型を与える.

N × (f + ge) ∼→ f + b+.
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今,

µ : g = g∗ → n∗
+ = n−(51)

を制限写像とすると, µ はN の作用に関するモーメント写像に一致する. χ = (f |?) ∈
n∗
+ とおくと χは n+の指標を定める. したがって χは一点からなるN の軌道になる.

µ
−1

(χ) = f + b+ であるので, Hamiltonian reduction により f + ge = (f + b+)/N
に reduced Poisson variety の構造が入ることがわかる ([GG02]参照).
一方, 次が成立する.

命題 4.2. 制限写像 C[g]G → C[f + ge] = C[f + b+]N はポアソン代数の間の同型を
与える.

同一視 C[g]G = C[f + ge] の下, C[g]G の量子化を量子 BRST還元法 [KS87]を用
いて行う.

C[g] の量子化を U(g)とみなす. Cl を次の生成元と関係式で生成されるスーパー
代数とする.

(奇の)生成元 : ψα (α ∈ ∆),

関係式 : [ψα, ψβ ] = δα+β,0.

ここで∆は gのルートの集合である. ∆+ を正ルートの集合, ∆+ を負のルートの集
合とすると, ψα (α ∈ ∆̄±) で生成される Cl の部分代数は Λ(n±) に同型であり, ベク
トル空間として Cl = Λ(n−)⊗Λ(n+) である.

U(g) を purely even なスーパー代数と見て, U(g)⊗Cl を自然にスーパー代数と見
る. (以下元のテンソル積の記号は省略する.)

U(g)⊗Cl の odd の元 Qを以下で定める.

Q =
∑

α∈∆+

(xα + χ(xα))ψ−α − 1
2

∑
α,β,γ∈∆+

cγ
α,βψ−αψ−βψγ(52)

ここで, xα は α に対応するルートベクトル, cγ
α,β は構造定数である. 直接計算により

Q2 = 0(53)

が確かめられる. Qは odd なので, (スーパーの意味で)

(adQ)2 = 0(54)

が成立する. したがって,

deg u = 0 (u ∈ U(g)), deg ψα = 1 (α ∈ ∆−), deg ψα = −1 (α ∈ ∆+)

によりU(g)⊗Clに次数付けを定めると, (U(g)⊗Cl, adQ)は複体となる. コホモロジー

H•(U(g)⊗Cl, adQ) =
⊕
i∈Z

Hi(U(g)⊗Cl, ad Q)(55)

は次数付けされたスーパー代数となる.

定理 4.3 ([Kos78, KS87]).

(i) Hi 6=0(U(g)⊗Cl, ad Q) = 0.
(ii) 自然な写像 Z(g) → H0(U(g)⊗Cl, ad Q) は同形写像である.
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4.2. W 代数の定義: Whittaker模型のカイラリゼーション. k ∈ Cをパラメーター
として, 前述の通り V k(g) を U(g) のカイラリゼーションと見る.
次のOPEを持つ odd field ψα (α ∈ ∆)で生成される (スーパー)頂点代数を

∧∞
2 +•

と書く.

ψα(z)ψβ(w) ∼ δα+β,0

z − w
.(56)

今

ψα(z) =
∑
n∈Z

ψα(n)z−n−1 (α ∈ ∆+),(57)

ψα(z) =
∑
n∈Z

ψα(n)z−n (α ∈ ∆−)(58)

と展開したとき

[ψα(m), ψα(n)] = δα+β,0δm+n,0(59)

を満たす. oddの生成元 ψα(n) (α ∈ ∆, n ∈ Z) と関係式 (59) で定義されるスーパー
代数を Claff と書く.

∧∞
2 +• は Claff の既約表現である.

∧∞
2 +• には [H,ψα(n)] =

−nψα(n), H1 = 0 でハミルトニアンが定まる. また, H による次数付けとは別に,
deg 1 = 0, deg ψα(n) = 1 (α ∈ ∆−), deg ψα(n) = −1 (α ∈ ∆+) により次の次数付
けが定まる: ∧∞

2 +•
=

⊕
i∈Z

∧∞
2 +i

.

命題 4.4. U(
∧∞

2 +•) = C̃laff , Zh(
∧∞

2 +•) = Cl が成立する. ただし, C̃laff は Claff の
standard degreewise completion である.

V k(g),
∧∞

2 +• が頂点代数なので, そのテンソル積 V k(g)⊗
∧∞

2 +• も自然に頂点代
数となる.

命題 4.5. U(V k(g)⊗
∧∞

2 +•) = ˜Uk(gaff)⊗Claff , Zh(V k(g)⊗
∧∞

2 +•) = U(g)⊗Cl. た

だし, ˜Uk(gaff)⊗Claff は Uk(gaff)⊗Claff の standard degreewise completion.

V k(g)⊗
∧∞

2 +• 上の field Q(z) を,

Q(z) =
∑
α∈∆

(xα(z) + χ(xα))ψ−α(z) − 1
2

∑
α,β,γ

cγ
α,βψ−α(z)ψ−β(z)ψγ(z)(60)

で定める. State-field correspondenceにより, Q(z) = Y (Q(−1)1, z) である.
次が計算により確かめられる.

Q(z)Q(w) ∼ 0.(61)

Q(z)は odd field なので, (61) は次と同値である.

[Q(m), Q(n)] = 0 for all m,n ∈ Z.(62)

特に

Q2
(0) = 0, Q(0) · V k(g)⊗

∧∞
2 +i

⊂ V k(g)⊗
∧∞

2 +i+1
.

ゆえに (V k(g)⊗
∧∞

2 +•
, Q(0)) は複体となる. 更に

[Q(0), Y (a, z)] = Y (Q(0)a, v)(63)
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が成立することから, H•(V k(g)⊗
∧∞

2 +•
, Q(0))は頂点代数の構造を持つことがわかる.

そこで,

W k(g) := H0(V k(g)⊗
∧∞

2 +•
, Q(0))(64)

と定義すると, これは H•(V k(g)⊗
∧∞

2 +•
, Q(0)) の (purely evenな)部分頂点代数と

なる. W k(g)を g (の主冪零軌道)に付随するレベル kの (普遍)アフィンW 代数と
呼ぶ.

4.3. Clasical Hamiltonian reduction との関係. 紙面の節約のため一旦 C• =
V k(g)⊗

∧∞
2 +•とおく. C•/C2(C•)は (C•, Q(0))の商複体であり, Q(0)のC•/C2(C•)

への作用は Q(−1)1 によるポアソンブラケットに一致する. 一方,

C•/C2(C•) ∼= C[g∗]⊗Λ(n∗
+)⊗Λ(n+)(65)

であるが, この同一視のもと C•/C2(C•) → H0(C•/C2(C•), Q(0)) は (BRSTコホモ
ロジーを用いて記述された) (51) による Hamiltonian reduction に他ならない. つま
り次が成立する.

定理 4.6 ([Kos78, KS87]). (i) Hi 6=0(C•/C2(C•), Q(0)) = 0,
(ii) 自然な写像 C[g∗]G → H0(C•/C2(C•), Q(0)) は同形写像である.

順序が逆になったが, 定理 4.6 を量子化したのが定理 4.3 である.

4.4. Feigin-Frenkel, Frenkel-Ben-Zvi の消滅定理. Q(0) を ˜Uk(gaff)⊗Claff の元
として具体的に書くと次のようになる.

Q(0) =
∑

α∈∆+
n∈Z

xα(−n)ψα(n) − 1
2

∑
α,β,γ∈∆+

k,l∈Z

cγ
α,βψ−α(−k)ψ−β(−l)ψγ(k + l)

+
∑
α∈∆

χ(xα)ψ−α(1)

この形からわかるように, Q(0) は V k(g)⊗
∧∞

2 +• 上の対角的なハミルトニアンと整
合的ではない. そこでHnew を

[Hnew, xα(n)] = (n − htα)xα(n), [Hnew, x−α(n)] = (n + htα)x−α(n) (α ∈ ∆+),

[Hnew, J(n)] = nJ(n) (J ∈ h),

[Hnew, ψα(n)] = (n − htα)ψα(n), [Hnew, ψ−α(n)] = (n + htα)ψ−α(n) (α ∈ ∆+),
Hnew1 = 0

で定めると, Hnew は Q(0) と可換な V k(g)⊗
∧∞

2 +• のハミルトニアンとなる. した
がって, Hnew はW k(g) のハミルトニアンを定める.

注意 4.7. この新しいハミルトニアンによる V k(g)⊗
∧∞

2 +• の固有値は上にも下に
も有界ではない:

定理 4.8 (Feigin-Frenkel[FF90], Frenkel-Ben-Zvi [FBZ04]). 任意の k ∈ C について
以下が成立する.

(i) Hi 6=0(V k(g)⊗
∧∞

2 +•
, Q(0)) = 0.

(ii) W k(g)/C2(W k(g)) ∼= Hi 6=0(V k(g)/C2(V k(g)), Q(0)) = C[g]G.
(iii) W k(g)−∆ = 0 (∆ < 0). さらに,

gr W k(g) ∼= C[g∞]G∞ .
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Wi ≡ Pi (mod C2(W k(g))) なる W k(g)の同次ベクトルWi を選ぶと, 定理 4.8
より

gr W k(g) ∼= C[T jW̄j ; j = 1, 2, . . . , `, j ≥ 0]

である. したがってW k(g) は `個の元W1(z), W2(z),. . . W`(z)で生成される. 各Wi

はコンフォーマルウエイト di + 1 を持つ.

例 4.9. コンフォーマルウエイト 2 の元W1 は具体的に書くことができる:

W1(z) = S(z) + 2(k + h∨)(
∑

α∈∆+

: ∂zψ−α(z)ψα(z) : +∂z ρ̂∨(z)),

ρ̂∨(z) = ρ∨(z) +
∑

α∈∆+

htα : ψα(z)ψ−α(z) : .

このとき,

W(−1)1 ≡ S(−1)1 (mod C2(V k(g)))

を確かめられる.
k 6= −h∨ の時,

L(z) =
1

2(k + h∨)
W1(z)

は中心電荷

c(k) = ` − 12(κ|ρ∨|2 − 2〈ρ, ρ∨〉 + |ρ|2/κ), κ = k + h∨

のVirasoro 代数を生成し, L(0) = H, L(−1) = T となる. 従ってこのときW k(g) は
コンフォーマルである.
特にW k(sl2) は中心電荷 c(k)21 の Virasoro頂点代数22に一致する.

4.5. 臨界レベルにおけるW 代数. 頂点代数 V に付いてその中心 Z(V ) を Z(V ) =
{a ∈ V : [a(m), b(n)] = 0 for all m,n ∈ Z, b ∈ V } で定める. Z(V ) は V の可換な部
分頂点代数になる.

定理 4.10 (Feigin-Frenkel [FF92]).
(i) k 6= −h∨ である時 Z(V k(g)) = C1.
(ii) 自然な写像 Z(V −h∨

(g)) → W −h∨
(g) は頂点代数の同型を与える.

4.6. W 代数のLanglands双対性. 次は Feigin-Frenkel [FF92]によって k が generic
の時に示された.

定理 4.11. 任意の k 6= −h∨ について次が成立する.

W k(g) ∼= W
Lk(Lg).

ただし, Lg は g の Langlands双対, r∨(k + h∨)(Lk + Lh∨) = 1.

定理 4.11 において k → ∞ と極限をとることにより, Feigin-Frenkelは Drinfeld
によって予想されていた次の事実を示した.

C[OpG(D)](= W∞(g)) ∼= Z(V −h∨
(Lg)).(66)

ここで, OpG(D) は Disk D上の oper [BD05]である ([FBZ04]参照).

21sl2 の時は k + 2 = p/q とおくと c(k) = 1 − 6(p − q)2/pq.
22定義してませんが...
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5. BRST還元函手とW 代数の表現論

5.1. “+”-還元法. MをV k(g)加群とする. するとM⊗
∧∞

2 +•は自然にV k(g)⊗
∧∞

2 +•

加群になる. したがって, コホモロジー

H•(M⊗
∧∞

2 +•
, Q(0))(67)

は自然にW k(g) 加群になる. 一方, 定義により,

H•(M⊗
∧∞

2 +•
, Q(0)) = H

∞
2 +•(n+[t, t−1], M⊗Cχaff )(68)

である. ここで, 右辺は Feigin [Fĕı84] の semi-infiniteコホモロジーで, χaff は

χaff(x(n)) = δn,−1χ(x)

で定義される n+[t, t−1] の指標である.
以上より, 対応

M 7→ H
∞
2 +0(Ln̄+,M⊗Cχaff )(69)

は V k(g) 加群の圈から W k(g) 加群の圈への函手を与える. これを “+”-還元函手と
いう.

5.2. “+”-還元法の臨界レベルにおける gaff の表現論への応用. haff = h⊕CK ⊕CD
を gaff のCartan部分代数とする. また, Ok を gaff のレベル k の BGG 圈とする. レ
ベル k のウエイト λ ∈ h∗

aff に対し, M(λ), L(λ) をそれぞれ最高ウエイト λ の gaff の
Verma加群, 既約加群とする.

(41) より, Ok の任意の対象は自然に V k(g) 加群になる.
OKL

k を全てのD固有空間Mdが有限次元となるような加群M からなる, Ok の充
満部分圈とする. λ̄ を λ ∈ h∗

aff の h への制限とすると, L(λ) ∈ Ok が OKL
k に属する

ための必要十分条件は,

λ̄ ∈ P+ = {λ ∈ h∗; 〈λ, α∨〉 ∈ Z≥0 ∀α ∈ ∆+}

である.
“+”-還元函手は k + h∨ 6∈ Q>0 の時の OKL

k と最も相性が良い.

定理 5.1 (A., to appear). k + h∨ 6∈ Q>0 とすると, 任意のM ∈ OKL
k に対して,

H
∞
2 +i(n+[t, t−1],M⊗Cχ+) = 0 ∀i 6= 0.

故に OKL
k → W k(g) -Mod, M 7→ H

∞
2 +0(n+[t, t−1],M⊗Cχ+) は完全函手である.

臨界レベルにおいては大きな中心の存在のため, gaff の表現論は「劇的に」変わる.
一方, 定理 4.10 より, その中心はW 代数に他ならないのであった.

定理 5.2 (A., to appear). OKL
−h∨ の任意の単純対象 L(λ) について,

dimH
∞
2 +0(n+[t, t−1], L(λ)⊗Cχaff ) = 1.

定理 5.1, 5.2 から次を (簡単に)示すことができる.

定理 5.3 ([Ara07a]). OKL
−h∨ の任意の単純対象 L(λ) について, その指標 chL(λ)は次

で与えられる.

chL(λ) =
∑

w∈W (−1)`(w)ew◦λ∏
α∈∆+

(1 − e−〈λ+ρ,α∨〉δ)
∏

α∈∆re
aff,+

(1 − e−α).

ただし, ∆re
aff,+ は gaff の正の実ルートの集合.
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5.3. “+”還元法は k + h∨ ∈ Q>0 のアフィン Lie環の表現とあまり相性が良くない
(ただし, sl2 の場合は例外, [Ara05]参照). そこで Frenkel-Kac-Wakimoto [FKW92]
に従い, 以下に述べる “−”還元函手を用いる.

5.4. W k(g)のカレント代数と Zhu 代数. ˜Uk(gaff)⊗Claff の元 Qaff を次で定める.

Qaff =
∑

α∈∆−
n∈Z

xα(−n)ψα(n) − 1
2

∑
α,β,γ∈∆−

k,l∈Z

cγ
α,βψ−α(−k)ψ−β(−l)ψγ(k + l)

+
∑

α∈∆−

χ(xα)ψ−α(0).

(Qaff = w0t−ρ∨(Q(0)) である. ここで, w0 はW の最長元, t−ρ∨ は −ρ∨ に対応する
extended Weyl 群の元). すると,

Q2
aff = 0, 従って (adQaff)2 = 0(70)

が成立する. また Qaff は ˜Uk(gaff)⊗Claff の (本来の)次数付けと整合的である23.

定理 5.4 ([Ara07b]). 任意の k ∈ C に付いて以下が成立する.

(i) U(W k(g)) ∼= H0( ˜Uk(gaff)⊗Claff , ad Qaff)
(ii) Zh(W k(g)) ∼= H0(U(g)⊗Cl, ad Q) = Z(g).

定理 5.4 (ii) よりW k(g) は Z(g) のカイラリゼーションである. よって, 定理 3.11
より, W k(g)の既約な positive energy representation の同型と Z(g)の中心指標と
は一対一に対応している. 中心指標 γ に対応するW k(g) の既約表現を L(γ)と書く.
k = −h∨ の時は L(γ) は常に一次元であるが, それ以外のほとんどの場合, L(γ) は無
限次元表現である.

5.5. “−”-還元函手. M ∈ Ok
aff とするとM⊗

∧∞
2 +• は自然に ˜Uk(gaff)⊗Claff 加群

になり,

Qaff · (M⊗
∧∞

2 +i
) ⊂ M⊗

∧∞
2 +i−1

, Q2
aff = 0(71)

が成立する. したがって, 定理 5.4 (i) より,

H•(M⊗
∧∞

2 +•
, Qaff)(72)

はW k(g) 加群の構造を持つ. 一方, 定義により,

H•(M⊗
∧∞

2 +•
, Qaff) = H∞

2 +•(n−[t, t−1],M⊗Cχ−
aff

)(73)

である24. ここで, χ−
aff は

χ−
aff(x−α(n)) = δn,0χ(xα)

で定義される n−[t, t−1]の指標である. 従って対応M 7→ H∞
2 +•(n−[t, t−1],M⊗Cχ−

aff
)

はOk
aff からW k(g) -Modへの函手を与える. これを “−”還元函手と呼ぶ. “+”還元

函手と異なり, “−”還元函手は次数付け作用素D と整合的である.

23というより, そうなるように Q(0) を変換した.
24semi-infinite cohomology と semi-infinite homology の違いは単に grading の向きだけである.
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5.6. W k(g)の既約表現の指標. λ ∈ h∗ について, Mg(λ) を g の Verma加群とし,
γλ̄ : Z(g) → C をMg(λ) での evaluation とする.

定理 5.5 ([Ara07b]). 任意の k ∈ C について次が成立する.
(i) Ok

aff の全ての対象M について,

H∞
2 +i(n−[t, t−1],M⊗Cχ−

aff
) = 0 (i 6= 0).

(ii) レベル kのウエイト λ ∈ h∗
aff について

H∞
2 +i(n−[t, t−1],M⊗Cχ−

aff
) =

{
L(γλ̄) λ̄ が anti-dominantの時25

0 それ以外の時.

注意 5.6. λ̄ が gのウエイトとして anti-dominantであることは, λが gaff のウエイ
トとして generic であることを (全く!)意味しない (§5.7 参照).

γ をZ(g)の任意の中心指標とすると, γ = γλ̄なる anti-dominantな λ̄ ∈ h∗ が存在
する. λ = λ̄+kΛ0とすれば,定理 5.5 (iii)よりL(γλ̄) = H∞

2 +0(n−[t, t−1], L(λ)⊗Cχ−
aff

)
である. 故にW k(g) の任意の既約最高ウエイト表現は “−”還元函手の像として得ら
れる.

L(λ) の指標は

chL(λ) =
∑
µ∈h∗

[L(λ) : M(µ))] chM(µ), [L(λ) : M(µ))] ∈ Z(74)

と表されるが, Euler-Poincareの原理を用いると, 定理 5.5 (i)より

chL(γλ̄) =
1∏

i≥1(1 − qi)`

∑
µ∈h∗

[L(λ) : M(µ)]q〈µ,D〉(75)

が成立することがわかる. ただし chL(γ) = trL(γ) qHnew .
k 6= −h∨ の時, 係数 [L(λ) : M(µ)] は柏原・谷崎により完全に (Kazhdan-Lusztig

多項式を用いて) 決定されている ([KT00]). したがって (75) はW k(g) の全ての最高
ウエイト既約表現の指標公式を与える.

注意 5.7. 臨界レベルのときは, (75)を用いて林 [Hay88]によって証明されたアフィ
ン Lie環に対する Kac-Kazhdan予想 [KK79] の簡易な別証明を与えることができる
([Ara06])

5.7. Frenkel-Kac-Wakimotoの予想について. 以下, レベルは臨界レベルではな
いと仮定する.
アフィン Lie環 gaff の表現の中で, 最も性質のものは可積分表現といって良いだろ

う. しかし, 定理 5.5によれば, “−”還元函手は可積分表現を零に送る.
可積分表現の次に性質の良い表現はKac-Wakimoto許容表現である. Kac-Wakimoto

許容表現はその指標が SL2(Z) 不変性を持つという著しい性質を持ち, またこの性質
によって特徴付けされると予想されている ([KW89]).

定義 5.8. λ ∈ h∗
aff は次を満たすとき, 主許容ウエイトであると呼ばれる.

(i) λ は regular dominant である. すなわち, 〈λ + ρaff , α∨〉 6∈ 0,−1,−2, . . . ,
(∀α ∈ ∆re

aff,+).
(ii) λ の integral root system ∆(λ) は g の root system に同型である:

∆(λ) = {α ∈ ∆re
aff ; 〈λ + ρaff , α∨〉 ∈ Z} ∼= ∆re

aff .
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勿論, 支配的整ウエイトは主許容ウエイトである.
Kac-Wakimoto [KW89]により, レベル k の主許容ウエイトが存在するための必要

十分条件は

k + h∨ =
q

p
∈ Q>0, p, q ≥ 1, (p, q) = 1, p ≥ h∨, (q, r∨) = 1(76)

であることが知られている. また λ̄ が anti-dominant になるような主許容ウエイト
が存在するための必要十分条件は, (76) に条件

q ≥ h = gの Coxeter 数(77)

が加えらることで与えられる.
λが主許容ウエイトであれば,

chL(λ) =
∑

w∈W (λ)

(−1)`(w) ew◦λ∏
α∈∆aff

(1 − e−α)dim(gaff )α
(78)

であり, λ の integral Weyl group W (λ) = 〈sα; α ∈ ∆(λ)〉 は gaff のワイル群Waff に
同型である. このことから, 主許容表現の指標の SL2(Z) 不変性が示される.

(75,78) より, λ̄ が anti-dominant な主許容ウエイト λ に対し,

chL(γλ̄) =

∑
w∈W (λ)(−1)`(w)q〈w◦λ,D〉∏

i≥1(1 − qi)`
(79)

が成立し, 指標は SL2(Z) 不変性を持つ.
Frenkel-Kac-Wakimoto[FKW92]は, 主許容ウエイト λ に対してコホモロジーの

消滅H∞
2 +i(n̄−[t, t−1], L(λ)⊗Cχ−

aff
) = 0 (i 6= 0) とH∞

2 +0(n̄−[t, t−1], L(λ)⊗Cχ−
aff

) の
既約性を予想し, SL2(Z)不変なW k(g) の既約表現の存在を予想したのであった.

注意 5.9. sl2 の場合はこれらは (一般にはユニタリーとは限らない) Virasoro代数の
極小系列表現である.

5.8. 他の冪零軌道に付随するW 代数について. はじめに述べたように, W 代数は g
とその冪零軌道 Oに付随して定義される. 上記 W k(g) は O が主冪零軌道の場合の
W 代数である. O を一般とし, e ∈ O, {e, h, f} を sl2トリプルとすると, 対応するW
代数W k(g, O) は

grW k(g, O) ∼= C[(f + ge)∞](80)

を満たす.
表現論はO が極小冪零軌道の場合が最も簡単である ([Ara05]参照). このときは g

がスーパーでも全く問題がない26.
軌道が Richardson の時は, 松本 [Mat90]の結果を用いることができ, このことか

ら議論は主冪零軌道の場合とほぼパラレルでありであることがわかる. ただし, 結果
は有限W 代数の表現論に依存する. 有限W 代数の表現論が「完全に」わかっている
のは A 型の場合のみ ([BK05]) なので, アフィンW 代数に関する結果もこの場合が
最も良い. このときは臨界レベル以外の (ハミルトニアンの全ての固有空間が有限次
元であるような)全ての既約最高ウエイト表現の指標を決定することができる.

Richardson でないときが一番難しく, 現時点では (少なくとも筆者には)よくわか
らない. ただし, 有限W 代数の表現論が急速に進歩している ([Pre06, Los07]) ので,
今後の進展に関しては筆者は楽観的である.

26[Ara05] の結果のスーパー Lie 環の表現論への応用については [GK07] がある.
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