
固有な作用の一様連続性について

京都大学数理解析研究所 COE研究員 吉野太郎

Abstract

非コンパクト群の作用のうち「固有な作用」は良い振る舞いをする事が知

られている。不連続群論や Clifford-Klein 形の研究においては、与えられた
作用が固有であるか否かを判定することは重要な問題である。しかし、定義

自体は簡単であるにもかかわらず、固有性の判定は一般には難しい。従って、

適当な設定下で作用の固有性がより弱い条件 (例えば (CI) 条件や弱固有性)
に帰着できることが言えれば有益だろう。

そのような判定条件を探すために、この講演では、作用の固有性と弱固有

性との「差」について考えたい。そして、その「差」は一様連続性という条件

により記述できることを見る。ベキ零リー群の作用について (CI)条件が固有
性を導くだろうという Lipsmanの予想に反例が見つかった一方で、(CI)条
件が弱固有性を導くことが示されたのは、この「差」が表に現れた典型例と

言える。

1 背景

位相群 Gの位相空間 X への作用が固有 (定義 8)であるとき、その商空間 G\X
は「きれいな」空間となることが知られている。例えば:

事実 1. (1) 位相群Gの Hausdorff空間X への連続な作用が固有ならば、商空
間 G\X も Hausdorffとなる。

(2) リー群 Gの多様体M への可微分な作用が固有ならば、商空間 G\M も自

然に多様体の構造を持つ。

また、固有な作用は固有不連続な作用の自然な一般化である。その為、与え
られた作用の固有性を判定することや、与えられた空間に固有に作用する群を見

付けることは、Clifford-Klein形や不連続群の研究において重要な問題である。
作用の固有性の判定に関しては、作用が等長的である場合とそうでない場合

とにおいて大きく事情が異なる。実際、等長作用の場合には、固定点自由かつ軌

道が閉集合となれば自動的に固有となるのに対し、等長的でない場合には、この

限りでない。そして、等長的でない作用について、その固有性を判定することは
一般には難しい問題である。

従って、もし何らかの設定下で作用の固有性をより弱い条件に帰着すること
ができれば判定条件として役立つだろう。例えば、[Kb89]において示された次の
定理は、作用の固有性を (CI)条件 (定義 8)に帰着するものであり、その後の不
連続群論の発展の出発点となった。

定理 2. Gを簡約リー群とし、L, H をその簡約部分群とする。このとき、Lの
G/H への作用が固有であることと、その作用が (CI)条件を満たすことは同値で
ある。
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一方、Lipsmanは同様の事がGがベキ零リー群である場合にも言えるだろう
と考え、次のような予想を立てた。

予想 3. Gを連結かつ単連結なベキ零リー群とし、L, H をその閉部分群とする。
このとき、LのG/H への作用が固有であることと、その作用が (CI)条件を満た
すことは同値であろう。

しかし、この予想には反例があり ([Y05])、Gがベキ零の場合には、(CI)条件
は固有性より真に弱い条件となってしまう。

Baklouti-Khlifは、[BK06]において弱固有 (定義 8) という概念を導入し、次
のように、「固有」を「弱固有」と置き換えれば Lipsman予想が成り立つ事を示
した。

定理 4. Gを連結かつ単連結なベキ零リー群とし、L, H をその閉部分群とする。
このとき、LのG/H への作用が弱固有であることと、その作用が (CI)条件を満
たすことは同値である。

2 主結果

この講演では、[BK06]により導入された「弱固有」という条件はどんな条件なの
か、そして固有と弱固有との「差」は何なのか、について考えたい。主結果は次
の二つである。

定理 A. 可分な局所コンパクト群 Gが局所コンパクト空間X に連続に作用して
いるとき、次は同値である。

(i) Gの作用は弱固有である。

(ii) Gの作用は (CI)条件を満たし、すべての軌道が閉集合である。

定理 B.局所コンパクト群Gがパラコンパクトな局所コンパクト空間Xに連続に
作用しているとし、商空間 G\X もパラコンパクトであるとする。このとき、次
は同値である。

(i) Gの作用は固有である。

(ii) Gの作用は弱固有で、Gの作用が一様連続となるようにX に一様構造を入
れることができる。

定理 Aは、「軌道が閉なら固有」という等長かつ固定点自由な作用において成
り立った命題が、「固有」を「弱固有」に置き換える事で、等長でない場合でも成

り立つ事を言っている。実際、固定点自由な作用は常に (CI)条件を満たすので、
定理 Aの系として次が分かる。

系 5. 可分な局所コンパクト群 Gが局所コンパクト空間 X に連続かつ固定点自
由に作用しているならば、作用が弱固有となる必要十分条件は全ての軌道が閉集

合となることである。

定理 Bは、等長とは限らない一般の作用において、固有と弱固有の「差」は一
様連続性であると言っている。そして、これまで挙げたいくつかの結果や予想は、

固有と弱固有の「差」という視点からは、次のように解釈し直すことができる。
(a)等長な作用は常に一様連続であるから、その差は無い。(b)定理 2の設定

下では、弱固有な作用は自動的に一様連続になり、その差が表に現れない。(c)予
想 3の設定下では、弱固有かつ一様連続でない作用が存在し、差が表に現れる。
そして、それゆえに予想は成立しない。
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3 準備

以下では定理 Aと定理 Bに証明を与える。これ以降、常に次のような設定を考
えることにする。

設定 6. 局所コンパクト群 Gが局所コンパクト空間 X へ連続に作用していると
する。

このとき自然に定まる商写像を

π : X → G\X

とする。x ∈ X に対して Gの xを通る軌道を G · x := {gx ∈ X : g ∈ G} 、x
を固定するGの固定部分群をGx := {g ∈ G : gx = x}と記すことにする。そし
て、自然に定まる連続な全射を

Tx : G → G · x, g 7→ gx

と書き、さらに Tx から自然に定まる連続な全単射を

T̃x : G/Gx → G · x

と書くことにする。
Gの作用の固有性、弱固有性そして (CI)条件を定義するために、X の部分集

合 U, V に対し、Gの部分集合を次のように定める。

GU→V := {g ∈ G : gU ∩ V 6= ∅}

ここで、特に U が一点 xのみからなる場合、G{x}→V の代わりに Gx→V と書く
ことにする。このとき、次の性質は定義よりすぐに分かる。

性質 7. 部分集合 U, V ⊂ X に対し、

(1) (GU→V )−1 = GV →U .

(2) Gg1U→g2V = g2(GU→V )g−1
1 .

この記号を用いて、作用の固有性、弱固有性、(CI)条件を定義しよう。

定義 8. 設定 6のもとで、次のように定義する。

(1) 作用が固有
def
⇐⇒ Xの任意の 2点 x, yに対し、それらの近傍U, V をGU→V

が相対コンパクトになるようにとれる。

(2) 作用が弱固有
def
⇐⇒ X の任意の 2点 x, y に対し、y の近傍 V を Gx→V が

相対コンパクトになるようにとれる。

(3) 作用が (CI)条件を満たす
def
⇐⇒ X の任意の点 xに対し、固定部分群Gxは

コンパクトとなる。

注 9. これら三条件の間には次のような関係がある:

固有⇒弱固有⇒ (CI)条件.

一般の設定下では、これらの条件は左隣の条件より真に弱いが、(定理 2のよう
に)特別な場合にはこれらが同値になり得ることが知られている。
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4 定理 Aの証明

この節では定理 Aを証明する。定理 Aは次の事実と命題から導かれるので、命
題 11に証明を与えよう。

事実 10. 可分な局所コンパクト群Gが局所コンパクト空間X に連続に作用して
いるとする。点 x ∈ Xに対して、軌道G·xが閉集合なら自然な写像G/Gx → G·x
は同相写像である。

命題 11. 設定 6の下で、次は同値である。

(i) 作用は弱固有である。

(ii) 作用は (CI)条件を満たし、軌道は閉集合であり、写像 G/Gx → G · xは同
相写像となる。

Proof. (i)⇒(ii). (CI)条件を満たすことは、注 9 より分かる。T̃x : G/Gx → G ·x
は連続な全単射なので、T̃xが閉写像であることを言えば、G·xが閉集合となり、か
つ T̃xが同相写像であることが言える。いま、作用の弱固有性より、Tx : G → G ·x
は固有写像であり、従って閉写像である。よって、T̃xも閉写像である。以上より
(ii)が示された。
(ii)⇒(i). x, y ∈ X を任意にとり、次のように場合分けする。
(Case 1) G · x 6= G · yのとき.
V := X − (G · x)とおけば、V は yの開近傍で、Gx→V = ∅ となる。
(Case 2) G · x = G · yのとき.
g ∈ Gを gx = yとなるように選び、相対コンパクトな gの開近傍U ⊂ Gを一つと
る。 T̃xは同相写像なので、U ·xはG ·xの開集合である。即ち、gの開近傍 V ⊂ X
を U · x = G · x ∩ V となるようにとる事ができる。このとき、Gx→V = UGx と
なり、右辺は相対コンパクトである。

従って、いずれの場合にもGx→V が相対コンパクトになるように yの開近傍
V を選ぶことができ、Gの作用は弱固有であることが分かる。 �

5 一様構造

一様連続性や完備性などは、距離空間では考えられるが、一般の位相空間では考

えられない概念である。一様空間とは、これらの概念を距離空間より一般の位相
空間で考えられるように導入された概念である。

そこで、空間の一様構造を定義したうえで、作用の一様連続性を定義しよう。

定義 12. 集合X の直積X ×X の部分集合の空でない族 U が (1)-(5) の条件を満
たすとき、U をX の一様構造といい、一様構造を持った集合を一様空間という。

(1) U ∈ U , U ⊂ V ならば V ∈ U .

(2) U, V ∈ U ならば U ∩ V ∈ U .

(3) U ∈ U ならば∆ ⊂ U .

(4) U ∈ U ならば U−1 ∈ U .

(5) U ∈ U ならば V ∈ U が存在して V ◦ V ⊂ U とできる.
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ただし、U, V ⊂ X × X としたとき、∆, U−1, U ◦ V は次のように定義する。

∆ := diag(X).

U−1 := {(y, x) ∈ X × X : (x, y) ∈ U}.

U ◦ V := {(x, y) ∈ X × X : z ∈ X が存在して、 (x, z) ∈ U, (z, y) ∈ V }.

また、x ∈ X と U ⊂ X × X に対して、

U(x) := {y ∈ X : (x, y) ∈ U}

と定める。この記号を用いると、

U ◦ V = {(x, y) ∈ X × X : U(x) ∩ V −1(y) 6= ∅}

と書くこともできる。
一様空間 (X,U)の元 x ∈ X に対して、{U(x) : U ∈ U}は xの近傍系の公

理を満たし、これによりX には位相が定まる。

定義 13. 上記の位相を X の一様位相という。また特に X が元々位相空間であ
り、その位相が一様位相と一致するならば、一様構造 U は位相空間 X と互換で
あるという。

定義 14. 位相群 Gが一様空間 (X,U)に作用しているとする。作用が一様連続
であるとは、作用が連続であり、次を満たすことをいう。任意の U ∈ U に対し、
V ∈ U が存在して、任意の x, y ∈ X と任意の g ∈ Gに対して、

(x, y) ∈ V ⇒ (gx, gy) ∈ U.

6 十分性の証明

この節と次の節とで定理 Bの証明を与える。まず、この節では十分性を示そう。
すなわち、次の命題を示す。

命題 15. 設定 6の下でGの作用が一様連続かつ弱固有ならば、その作用は固有
である。

Proof. X の一様構造を U とし、x, y ∈ X を任意にとる。作用の弱固有性より y
の近傍 V をGx→V が相対コンパクトとなるようにとれる。一様位相とX の位相
の互換性から U1 ∈ U を

U1(y) ⊂ V

となるようにとれる。一様位相の公理から、U2 ∈ U を

U2 ◦ U2 ⊂ U1

となるようにとれる。一様位相の公理から U−1
2 ∈ U であり、作用の一様連続性

から U3 ∈ U を
(a, b) ∈ U3 ⇒ (ga, gb) ∈ U−1

2

が任意の a, b ∈ X と任意の g ∈ Gに対し成り立つようにとれる。一様位相と X
の位相の互換性から

Vx := U3(x), Vy := U2(y)
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はそれぞれ x, y の近傍となる。そこで、次の Claimを示せば GVx→Vy
は相対コ

ンパクトとなり、作用が固有であることが言える。

Claim: GVx→Vy
⊂ Gx→V .

あとは、この Claimを示せばよい。そのためにまず次の Subclaimを示そう。

Subclaim: gU3(x) ⊂ U−1
2 (gx).

この Subclaimは次から分かる: z ∈ X に対して、

z ∈ gU3(x) ⇔ g−1z ∈ U3(x)

⇔ (x, g−1z) ∈ U3

⇒ (gx, z) ∈ U−1
2

⇔ z ∈ U−1
2 (gx).

これを用いると Claimは次から分かる。

g ∈ GVx→Vy
⇔ gU3(x) ∩ U2(y) 6= ∅

⇒ U−1
2 (gx) ∩ U2(y) 6= ∅

⇒ (y, gx) ∈ U1

⇔ gx ∈ U1(y)

⇒ gx ∈ V1

⇔ g ∈ Gx→V1 .

これより Claimが分かり、従って命題 15が証明できた。 �

7 必要性の証明

この節では定理 Bの必要性、すなわち次の命題を示す。

命題 16. 設定 6の下で、さらにX と商空間 G\X がパラコンパクトであると仮
定する。このとき、Gの作用が固有ならば、その作用が一様連続となるような一
様構造をX に定める事ができる。

まず、証明の方針について簡単に触れたい。実は、単に Gの作用が一様連続
となるようなX の一様構造を考えるだけならば、その存在は容易に示せる。これ
は、商空間 G\X の適当な一様構造を商写像 πで引き戻せばよい。しかし、この
一様構造から定まるX の位相は元の位相より弱くなってしまい、一般に互換では
無い。
逆に、Gの作用の一様連続性を要請しなければ、X の位相と互換な一様構造

の存在自体もまた容易に言える。いま、X の位相と互換な一様構造を U とする。
ここで、近縁 U ∈ U を G方向に「平均化」する、即ち

U ′(x) :=
⋂

g∈G

U(gx)

とおき、このような U ′から得られる一様構造を U ′とすると、Gの作用は U ′の元

で一様連続となるが、U ′から定まる位相はX の元の位相より強くなってしまう。
このディレンマから逃れるために、U の「平均化」を G全体で行うのでは無

く、Gのコンパクト部分集合でのみ行う事が証明の基本方針となる。コンパクト
集合内のみでの平均化は、位相を強くし過ぎることはない。より正確には、次の

補題が位相空間の一般論から分かる。
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補題 17. X, Y を位相空間とし、K をX のコンパクト集合、W をX × Y の開集
合とする。このとき

⋂

x∈K

W (x)

は Y の開集合である。但し、W (x) := {y ∈ Y : (x, y) ∈ W}とする。

Proof. 省略 �

従って、任意の x ∈ X に対して、Gのコンパクト部分集合Kx をうまく対応

させ、

U ′(x) :=
⋂

g∈Kx

U(gx)

とうまく「平均化」することができれば良い。

以下の事実と補題によって存在が保証されるR ⊂ Xと U ⊂ X ×Xによって、
Kx := Gx→U(R) とおくと、補題 21よりこれはコンパクトとなる。命題 16の証
明はコンパクト集合Kx上での平均を考えることに本質的には等しい。これらの

補題の証明は省略し、最後に命題 16を証明しよう。

事実 18 ([Ks65]). 命題 16と同じ仮定の下で、Gの作用が固有ならば次の性質
を満たす部分集合 R ⊂ X が存在する。

(a) GR = X.

(b) 任意のコンパクト集合K ⊂ X に対して、GK→R は相対コンパクト。

補題 19. 命題 16と同じ仮定の下で、X に位相と互換な一様構造をうまく定める
と、以下の性質を満たす近縁 U が存在する

(a) 任意のコンパクト集合 S ⊂ X に対して U(S)は相対コンパクト。

(b) 任意のコンパクト集合T ⊂ G\Xに対して π(U(π−1(T )))は相対コンパクト。

補題 20. U, V を補題 19の性質を持つ近縁とすると U ◦ V もまた同じ性質を満
たす。

補題 21. 命題 16の設定の下、Gの作用が固有であると仮定する。Rを事実 18
のようにとり、U を補題 19にある条件を満たす近縁とする。このとき、勝手な
コンパクト集合K ⊂ X に対して GK→U(R) は相対コンパクトである。

命題 16の証明. Rを事実 18の集合とし、U1, U2 を X × X の部分集合とする。
このとき、X × X の部分集合 RU1,U2 を次のように定義する。

RU1,U2 := {(x, y) ∈ X × X : (gx, gy) ∈ U1 if gx ∈ U2(R) or gy ∈ U2(R)}

U を補題 19の条件を満たすX の一様構造とする。このとき、X の一様構造を次
のように定める。

UR := {U ⊂ X×X : U1, U2 ∈ Uが存在し、U2 は補題 19 の条件を満たし RU1,U2 ⊂ U とできる}

ここで、次を確かめれば、命題 16が言える。

(I) UR は一様構造の公理を満たす。

(II) URに関して Gの作用は一様連続となる。
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(III) URはX の位相と互換である。

以下、これらを順に確かめる。

(I) (1),(2),(3),(4) は明らか。(5) を示す。U ∈ UR に対して、U1, U2 ∈ U を
RU1,U2 ⊂ U となるように選ぶ。また、V1 ∈ U を V1 ◦V1 ⊂ U1であって、補題 19
の条件を満たすようにとり、V2 := V1 ◦U2とおく。このとき、V2補題 19の仮定
を満たすので、V := RV1,V2 ∈ URとおき、V ◦ V ⊂ U であることを示せば良い。
(x, y) ∈ V ◦ V とすると、z ∈ X が存在して、

(gx, gz) ∈ V1 if gx ∈ V2(R) or gz ∈ V2(R),

(gz, gy) ∈ V1 if gz ∈ V2(R) or gy ∈ V2(R).

とできる。一方、(x, y) ∈ U を示すには、

(gx, gy) ∈ U1if gx ∈ U2(R) or gy ∈ U2(R)

を言えばよいが、これは、次のように分かる: 今、g ∈ Gが gx ∈ U2(R)を満たす
とすると、V2 = V1 ◦U2より特に gx ∈ V2(R)が得られる。従って、(gx, gz) ∈ V1

が分かる。よって、gz ∈ V1(gx) ⊂ V1 ◦ U2(R) = V2(R) となり、(gz, gy) ∈ V1 が
分かる。これより gy ∈ V1 ◦ V1(gx)となり、(x, y) ∈ U が言えた。

(II) 勝手な U1, U2 ∈ U に対し、RU1,U2 は定義より G-不変である。従って、G
の作用は URに関して一様連続である。

(III) URの定義から U ⊂ URであり、特に URの定める位相はX の位相よりも
強い。従って、逆にX の位相が URの定める位相より強いことを言えば十分であ
る。そのためには U1, U2 ∈ U に対し U := RU1,U2 とおき、x ∈ X に対し、U(x)
が xの近傍であること言えばよい。但し、ここで U はG-不変でありX = GRで
あるから x ∈ Rのときに示せば十分である。また U は X の位相と互換であり、
従って特に U1の内点も U に属するため、U1を開集合と仮定しても一般性を失わ

ない。このとき、定義から

U(x) = {y ∈ X : (gx, gy) ∈ U1 if gx ∈ U2(R) or gy ∈ U2(R)}

となる。従って、

U(x) = P1 ∩ P2

P1 := {y ∈ X : (gx, gy) ∈ U1 if gx ∈ U2(R)}

P2 := {y ∈ X : (gx, gy) ∈ U1 if gy ∈ U2(R)}

とかける。まず P1 が開集合であることをいう。いま、

f1 : G × X → X × X, (g, y) 7→ (gx, gy)

Q1 := f−1
1 (U1)

とおけば、Q1 は X の開集合である。補題 21 より G
x→U2(R) はコンパクトであ

り、従って補題 17より
P1 =

⋂

g∈G
x→U2(R)

Q1(g)
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はX の開集合であることが分かる。一方、

f2 : G × X → X, (g, y) 7→ gy

Q2 := f−1
2 (U2(R)

c
)

とおけば、
P2 =

⋂

g∈G

(Q1 ∪ Q2)(g).

となる。ここで、T := G
U1(x)→U2(R) とおいたとき、次のClaimが言えれば、U(x)

が開集合であると言える。
Claim. g ∈ G \ T ⇒ P1 ⊂ Q2(g).
実際、Claimが正しいとすれば、

U(x) = P1 ∩ P2

= P1 ∩





⋂

g∈T

(Q1 ∪ Q2)(g)





となる。補題 21より T はコンパクトであり、従って補題 17より右辺は開集合で
あることが分かる。

最後に Claimを示す。対偶をとれば結局、

y ∈ P1, gy ∈ U2(R) ⇒ g ∈ T

を言えば良い。いま、仮定より x ∈ Rかつ (x, y) ∈ U としていたので、とくに
(x, y) ∈ U1が分かる。従って、

gy ∈ U2(R) ⇒ gU1(x) ∩ U2(R) 6= ∅

⇔ g ∈ G
U1(x)→U2(R) ⊂ T

よりClaimが言えた。以上から、URがXの位相と互換であることが言えた。従っ
て命題 16が証明できた。 �

以上より定理 Bが示された。
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