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Abstract. Quantum Painlevé systems of type A
(1)
n−1 (n ≥ 2) [2] are the quantizations of the second,

fourth and fifth Painlevé equations and their generalizations proposed by M. Noumi and Y. Yamada [3].
Here, by using the Lax operator corresonding to an upper triangular matrix of an affine Lie algebra, we
systematically construct the Lax equation, affine Weyl group symmetry and Hamiltonian.

Painlevé 方程式は動く分岐点を持たない２階の常微分方程式であり, 20 世紀初頭に Painlevé によって
発見された. その後, 1980 年代に岡本和夫は Painlevé 方程式は Bac̈klund 変換として affine Weyl 群作用
を持つことを明らかにした. 逆に affine Weyl 群作用を持つ方程式は”良い”方程式だろうという観点から
野海・山田は A

(1)
l 型の affine Weyl 群作用を持つ高階の常微分方程式を発見した. 現在, Drinfel’d-Sokolov

階層の相似簡約として任意の affine Weyl 群作用を持つ方程式系が得られることが知られている.
ここでは, affine Lie 環の上三角部分に対応する行列を Lax 作用素にとることによって系統的に affine

Weyl 群作用を持つ微分方程式系の正準量子化が構成できることを A
(1)
l の場合に対して説明する.

Km,n (m,n ∈ Z≥2) を次で定まる C 上の斜体とする.

生成元: fi,i+j , ϵi (1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m − 1),(1)

関係式: ϵi is central, [fij , fkl] = h(δj≡k (mod n)fi,l+j−k − δl≡i (mod n)fk,l+j−i).(2)

行列 Fi (0 ≤ i), Λ, L, B を次で定める.

F0 =
n∑

i=1

Eiiϵi, Fj =
n∑

i=1

Eiifi,i+j (1 ≤ j), Λ =
n−1∑
i=1

Ei,i+1 + zEn,1,(3)

L =
∞∑

i=0

FiΛi,(4)

ただし Eij は (i, j) 成分が 1 で他の成分は 0 である行列とする. L を Lax 作用素と呼ぶ. 例として m = 3,
n = 4 のとき, Lax 作用素は次となる.

(5) L =


ϵ1 f12 f13 1
z ϵ2 f23 f24

zf35 z ϵ3 f34

zf45 zf46 z ϵ4

 .

Theorem 0.1. 自然数 s, k に対して ns > m(k − 1) を仮定する. このとき, Km,n[z, z−1] 上に C[z, z−1]-
derivation ∂s,k を次式 (Lax 方程式)で定めることができる.

(6) ∂s,k(L) = [L,Bs,k] + κz∂z(Bs,k),

ただし, Bs,k = (Lk)≥ns · z−s =
∑mk

i=ns Lk
i Λi (Lk =

∑mk
i=0 Lk

i Λi), κ ∈ C.

ns > m(k − 1) という条件は Lax 方程式 (6) の両辺の Λ の多項式としての次数を合わせるためにおか
れている.

affine Weyl 群作用を構成するために i = 1, . . . , n に対して次の行列を導入する.

(7) ri =
αi

fi,i+1
Ei+1,i+1 ∈ Mn,n(Km,n),

ただし, αi = ϵi − ϵi+1 (1 ≤ i ≤ n − 1), αn = ϵn − ϵ1 + κ.

(8) Gi = I + riΛ−1 ∈ Mn,n(Km,n[z, z−1]),

ただし I =
∑n

i=1 Eii とする.
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Proposition 0.2. Km,n 上の準同型 si (1 ≤ i ≤ n) を次式で定めることができる.

(9) κz∂z + si(L) = Gi(κz∂z + L)G−1
i .

Theorem 0.3. (i) si (1 ≤ i ≤ n) は A
(1)
n−1 型 affine Weyl 群の表現を構成する.

(ii) si (1 ≤ i ≤ n) と ∂s,k は可換.

多項式 g ∈ Km,n[z] に対して gi を zi の係数とする. s, k ∈ N に対してハミルトニアン Hs,k ∈ Km,n を
次式で定める.

(10) Hs,k =
tr

(
Lk+1

)
s

k + 1
.

r ∈ N に対して, r を m で割ったあまりであって, 0 ≤ r ≤ m − 1 とする. 集合 Am,n を次で定める.

(11) Am,n =

 (s, k) ∈ N2

∣∣∣∣∣
ns = mk
or
mk > ns > m(k − 1), ns ≥ n, 2n, . . . , n(s − 1)

 .

Theorem 0.4. (s, k), (s′, k′) ∈ Am,n とする. このとき次が成り立つ.

(i)
1
h

[Hs,k, L] = [L,Bs,k] ,

(ii) [Hs,k,Hs′,k′ ] = 0.

古典の場合は任意の s, k ∈ N に対してこの定理は成り立つ. 量子の場合は (s, k) ̸∈ Am,n であるときは
反例が存在する. またこの定理によって, ハミルトニアンを用いて Lax 方程式の形式解を構成することがで
きる.

Km,n(0) を生成元が ϵi, fij(0) である Km,n のコピーとし, Hs,k;0 = Hs,k(ϵi, fij(0) + δi,nδj,n+1κt) とお
く. Km,n(0)((t)) 上の元 fij;s,k(t) を次で定める.

(12) fij;s,k(t) = eR

(
1
h

∫
Hs,k;0dt

)
(fij(0) + δi,nδj,n+1κt)

(
eR

(
1
h

∫
Hs,k;0dt

))−1

,

ただし, eR は Km,n(0)((t))に含まれる多項式 g に対して d/dt(eR(g)) = eR(g)d/dt(g)を満たすものとする.

Corollary 0.5. s, k ∈ N に対して, ns = mk − 1 であれば, fij;s,k(t) は初期値が fij(0) である Lax 方程式
(6) の解である. すなわち次が成り立つ.

(13) [fij;s,k(t), fpq;s,k(t)] = h(δj≡p (mod n)fil;s,k(t) − δq≡i (mod n)fpj;s,k(t)),

(14)
d(Ls,k(t))

dt
= [Ls,k(t), Bs,k(t)] + κz∂z(Bs,k(t)),

ただし Ls,k(t) =
∑m

i=0 Fi;s,k(t)Λi (Fi;s,k(t) =
∑n

j=1 Ejjfj,j+i;s,k), Bs,k(t) = ((Ls,k(t))k)≥ns · z−s.
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