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Abstract. We introduce a generalization of Schur polynomials.
We show its Pieri’s formula.

Kを標数 0の体とする. 整数 i ∈ Z に対して, Viを有限次元K-線型
空間とする.

⊕
i∈Z Viを V とおく. また, 各 Vi の基底を Yi とおき

⋃
i Yi

を Y とする. 非負整数 j ∈ N と整数 i ∈ Zに対してUjはUj(Vi) ⊂ Vi+j

を満す V 上のK-線型写像, DjはDj(Vi) ⊂ Vi−j を満す V 上のK-線型
写像とする. この様な Uj, Djたちが, ある {am ∈ K}m∈Nに対して,

D(t′)U(t) = a(tt′)U(t)D(t′),(1)

(ただし, D(s), U(s), a(s)は,それぞれ,母関数
∑

i Dis
i,

∑
i Uis

i,
∑

i ais
i

とする.) を満しているとする. このとき, U(tn) · · ·U(t1), D(t1) · · ·D(tn)

は generalized Schur operaotors と呼ばれている.

i箱のヤング図形からなる集合をYi とおき, Yiを基底とするような
線型空間を Vi(= KYi)とする. この時, λ ∈ Y, i ∈ Nに対して

Uiλ =
∑

µ; λ に各列高々1 箱,
全部で i 箱加えると µ になる.

µ,

Diλ =
∑

µ; µ に各列高々1 箱,
全部で i 箱加えると λ になる.

µ

と定義すると, {ai = 1}i∈Nとする generalized Schur operators の例に
なっている.

このヤング図形の例においては, 例えば, µ1, . . . , µn ∈ N に対し,

Dµ1 · · ·Dµnλのκの係数は,形がλ/κでありウェイトがµであるような
skew semi-standard Young tableauxの数を表しており, D(t1) · · ·D(tn)λ

の κの係数は, λ/κに対応する skew Schur polynomialになっている.

Young tableauxにおいては,同じ形の semi-standard Young tableauxの
ペアとある行列の間の一対一対応, つまり Robinson-Schensted-Knuth

対応が知られているが generalized Schur operatorsにおいても, ある条
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件の下では, Robinson-Schensted-Knuth対応に相当する対応を構成で
きることは Fominによって示されている.

さて,ここで, D(t′)U(t) = a(tt′)U(t)D(t′)を満たす generalized Schur

operators D(t1) · · ·D(tn), U(tn) · · ·U(t1) から定義される 2つの多項式
を導入する.

λ ∈ V , µ ∈ Y に対し, s
{Dm}
λ,µ (t1, . . . , tn)をD(t1) · · ·D(tn)λにおける

µ の係数, 即ち,

s
{Dm}
λ,µ (t1, . . . , tn) = 〈D(t1) · · ·D(tn)λ, µ〉

と定義し, シューア多項式の一般化だと思う.

多項式 h
{am}
i (t1, . . . , tn)を

h
{am}
k (t1, . . . , tn) =





k∑

j=0

h
{am}
j (t1, . . . , tn−1) · h{am}

k−j (tn) n > 1,

akt
k
1 n = 1

と帰納的に定義する. このとき, h
{am}
i (t1, . . . , tn)は a(t1) · · · a(tn) =∑

i h
{am}
i (t1, . . . , tn) を満たしている. また, 特に, {am = 1}m∈Nのとき,

h
{am}
i (t1, . . . , tn) は i次の完全対称多項式 hi(t1, . . . , tn) になる.

この時, 次の公式を U(t)とD(t) の交換関係 (1)から得た.

定理 (Pieri’s formula)

s
{Dm}
Uiλ,µ (t1, . . . , tn)(2)

=
∑

ν∈Y

i∑

j=0

〈Ujν, µ〉h{am}
i−j (t1, . . . , tn)s

{Dm}
Uiλ,ν (t1, . . . , tn).(3)

この公式を, ヤング図形の例において, µ = ∅ (0箱のヤング図形)

の場合について考える. Uj の定義から, 〈Ujν, ∅〉は j = 0かつ ν = ∅
のときのみ 1でその他のときには 0であることに注意すると, (3)は,

hi(t1, . . . , tn) · sλ(t1, . . . , tn) となることがわかる. 一方で (2)は λに各
列高々1箱, 全部で i箱加えた κ について sκ(t1, . . . , tn)の和を取ったも
のであり, これはシューア多項式における Pieri’s formulaそのもので
ある.
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