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ABSTRACT: In this talk, we discuss the Whittaker functions for the non-spherical principal series

representations of GL(3,C). In particular, we give explicit formulas for these functions.

1. Introduction

この講演では、GL(3,C)の主系列表現に対するWhittaker関数の明示公式につい
て議論する。GL(3,C)のクラス 1主系列表現に対するWhittaker関数の明示公式な
どは、Proskurin [7], Bump-Friedberg [2]らの研究がある。（Bump [1], Stade [8] に
ついても参照せよ）ここでは、クラス 1でない主系列表現について扱う。詳しい計
算などについては現在準備中の論文 [5]を参照のこと。
なお、関連する話題として SL(3,R)のクラス 1でない主系列表現に対するWhit-

taker関数についての論文 [6]も参照されたい。

2. Principal series representations

この節では、GL(3,C)の主系列表現とそのK-typeについて述べる。

2.1. Definition. このノートを通じて、M3(C)で次数 3の複素正方行列の全体をあ
らわす。13およびO3をそれぞれ 3次の単位行列およびゼロ行列とし、Eij ∈ M3(C),
1 ≤ i, j ≤ 3, で (i, j)成分のみが 1、残りの成分が 0である行列単位をあらわす。ま
た、1 ≤ i ≤ 3に対し、eiを第 i成分のみが 1、残りの成分が 0である 3次の単位ベ
クトルのこととする。一般に、Lie環 lに対し、その複素化を lCであらわす。

G = GL(3,C)を 3次複素一般線型群とする。GのCartan対合 θ(g) = tḡ−1, g ∈ G
に対し、3次ユニタリ群K = {g ∈ G | θ(g) = g} = U(3)はGの極大コンパクト部
分群。

A = {diag (a1, a2, a3) ∈ G | ai ∈ R>0, i = 1, 2, 3},

N =


1 x1 x2

0 1 x3

0 0 1

 ∈ G

∣∣∣∣∣∣ xi ∈ C, i = 1, 2, 3

 ,

とするとき、G = NAKはGの岩澤分解を与える。
極大コンパクト部分群K = U(3)におけるAの中心化群を

M = {k ∈ K | kak−1 = a, a ∈ A}
= {diag (u1, u2, u3) |ui ∈ U(1), i = 1, 2, 3} ≃ U(1)3
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とおく。このとき、

P = NAM =


∗ ∗ ∗

0 ∗ ∗
0 0 ∗

 ∈ G


はGの極小放物部分群とそのLanglands分解を与える。すなわち、NはP の冪単根
基、AM は Levi部分群でその split componentがAである。

M の既約ユニタリ表現は指標

σn(diag(u1, u2, u3)) = un1
1 un2

2 un3
3 , n = (n1, n2, n3) ∈ Z3

で尽くされる。Aの Lie環 a = Lie (A)は行列単位からなる生成系 {Eii (i = 1, 2, 3)}
を持ち、線型形式 ν ∈ HomR(a,C)は

(ν1, ν2, ν3) ∈ C3, νi = ν(Eii), i = 1, 2, 3,

と同一視される。AのNのLie環n = Lie(N)上の adjoint actionは top degree wedge
product ∧6

Rn上の作用 e2ρを誘導する。ここに、ρは正ルートの和の半分である。す
なわち、

eρ(diag (a1, a2, a3)) = (a1/a3)
2, diag (a1, a2, a3) ∈ A.

Definition 2.1. (ν, σn) ∈ a∗
C × M̂ とする。このとき、Gの放物部分群 P からの誘

導表現
π = π(ν, σn) := IndG

P0
(1N ⊗ eν+ρ ⊗ σn)

をGの主系列表現という。πはHilibert表現であり、πの表現空間は

L2
(M,σn)(K) = {f ∈ L2(K) | f(mk) = σn(m)f(k), m ∈ M, k ∈ K},

で、GのH上の作用は

(π(x)f)(u) = a(ux)ν+ρf(k(ux)), u ∈ K,x ∈ G,

で与えられる。ここに、g = n(g)a(g)k(g) ∈ Gは g ∈ Gの岩澤分解。

Gの中心は {ru13 | r ∈ R>0, u ∈ U(1)} ≃ C×である。主系列表現 π(ν, σn)の中心
指標は、

ru13 7→ r
P3

i=1 νiu
P3

i=1 ni

である。

2.2. K-types. 最高ウェイトの理論によれば、Gの極大コンパクト部分群K = U(3)
の既約表現の同値類は最高ウェイトの集合 Λ = {λ = (λ1, λ2, λ3)|λi ∈ Z, λ1 ≥ λ2 ≥
λ3}によってパラメーターづけされる。このパラメーター λ ∈ Λに対応するKの表
現を (τλ, Vλ)と書くことにする。

Proposition 2.2. τλが π(ν, σn)|Kに生ずるための必要十分条件は、R3の部分集合

{(λi, λi, λk) | (i, j, k)は (1, 2, 3)の順列 }

の convex closureが点nを含むことである。特に、n′ = (ni, nj, nk)がnの dominant
permutation（すなわち、ni ≥ nj ≥ nk）であるとき、τn′はπ(ν, σn)のminimal K-type
であり、π(ν, σn)|K において重複度１で生ずる。
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3. a small U(3) machine

前節のように、最高ウェイト λ = (λ1, λ2, λ3) ∈ Λに対応するK = U(3)の表現を
(τλ, Vλ)と書く。この節では、τλの L2(M)における構成について述べる。

Vλの次元について、次のWeylの次元公式が成り立つ。

Lemma 3.1.

dimC Vλ =
1

2
(λ1 − λ2 + 1)(λ2 − λ3 + 1)(λ1 − λ3 + 2).

表現空間VλはGelfand-Zelevinsky基底 {f(M)}M∈G(λ)を持つ。ここに、G(λ)は最
高ウェイト λに対するG-パターンの集合であり、λに対するG-パターンM ∈ G(λ)
とは条件 λ1 ≥ α1 ≥ λ2 ≥ α2 ≥ λ3および α1 ≥ β ≥ α2をみたす６つの整数よりなる
三角列

M =

(
λ1 λ2 λ3

α1 α2

β

)
のことである。Gelfand-Zelevinsky基底 {f(M)}M∈G(λ)についての定義や記号、kC =
Lie (K)C = u(3)Cの明示的作用などについては、論文 [3]を参照せよ。
さて、p = λ1 − λ2, q = λ2 − λ3とおく。このとき同型

τλ ≃ τ(p,0,−q) ⊗ det λ2

が成立するので、τλを理解するにはτ(p,0,−q)を調べればよい。ここに、det λ2 = τ(λ2,λ2,λ2)

はX 7→ (det X)λ2により与えられる U(3)の指標である。次については、例えば [9]
に調和多項式模型による証明がある。

Lemma 3.2.

τ(p,0,0) ⊗ τ(0,0,−q) ≃
min{p,q}⊕

i=0

τ(p−i,0,−q+i).

特に、τ(p,0,−q)は τ(p,0,0) ⊗ τ(0,0,−q)において重複度１。

次に、τ(p,0,−q)の L2(K)における構成について考える。Kの tautologicalな表現

K ∋ k 7→ s(k) = (sij(k))1≤i,j≤3 ∈ U(3) ⊂ G

の行列成分 sij(k)は L2(K)の元である。特に sij ∈ L2
(M,σei )

(K)であり、各 iに対し
て {sij | j = 1, 2, 3}は L2

(M,σei )
(K)において τe1 と同型な表現を生成する。Gelfand-

Zelevinsky基底との対応は

si1 ↔ f

(
e1

1 0
1

)
, si2 ↔ f

(
e1

1 0
0

)
, si3 ↔ f

(
e1

0 0
0

)
,

である。同様に、表現

K ∋ k 7→ s(k) = (sij(k))1≤i,j≤3 ∈ U(3) ⊂ G

の行列成分 sij(k) について、sij ∈ L2
(M,σ−ei )

(K) であり、各 i に対して {sij | j =

1, 2, 3}はL2
(M,σ−ei )

(K)において τ−e3と同型な表現を生成する。このとき、Gelfand-

Zelevinsky基底との対応は

si3 ↔ f

(
−e3

0 0
0

)
, −si2 ↔ f

(
−e3

0 − 1
0

)
, si1 ↔ f

(
−e3

0 − 1
−1

)
,
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で与えられる。これらのことから、次の Lemmaが従う。

Lemma 3.3. (1) sp
i1 ∈ L2

(M,σpei )
(K)は右移動により τ(p,0,0)と同型な表現を生成

し、その最高ウェイトベクトルとなる。
(2) si3

q ∈ L2
(M,σ−qei )

(K)は右移動により τ(0,0,−q)と同型な表現を生成し、その最
高ウェイトベクトルとなる。

(3) i ̸= jのとき、sp
i1sj3

q ∈ L2
(M,σpei−qej )(K)は右移動により τ(p,0,−q)と同型な表現

を生成し、その最高ウェイトベクトルとなる。
(4) {i, j, k}を{1, 2, 3}の順列とするとき、sp

i1sj3
q det m ∈ L2

(M,σ(p+m)ei−(q−m)ej
+mek)(K)

は右移動により τ(p+m,m,−q+m)と同型な表現を生成し、その最高ウェイトベク
トルとなる。

Gelfand-Zelevinsky基底との対応については、次が成立する。

Lemma 3.4. 上のτ(p,0,−q)のL2
(M,σpei−qej )(K)への埋め込みにおいて、Gelfand-Zelevinsky

基底との次の対応が成り立つ。

f

((
p 0 −q

p 0

p

))
↔ sp

i1sj3
q, f

((
p 0 −q

p 0

p−1

))
↔ sp−1

i1 si2sj3
q,

f

((
p 0 −q
p −1

p

))
↔ −sp

i1sj3
q−1sj2, f

((
p 0 −q
p −1
p−1

))
↔ sp

i1sj1 sj3
q−1,

f

((
p 0 −q
p−1 0
p−1

))
↔ sp−1

i1 si3sj3
q,

4. Whittaker functions

Kの有限次元表現 (τ, Vτ )とN の非退化指標 ηに対し、C∞
η,τ (N\G/K)で条件

φ(ngk) = η(n)τ(k)−1φ(g), (n, g, k) ∈ N × G × K.

をみたす滑らかな関数 φ : G → Vτ のなす空間をあらわす。このとき、関数 f ∈
C∞

η,τ (N\G/K)はそのAへの制限 f |Aによって定められることがGの岩澤分解G =

NAKによりわかる。さらに、C∞IndG
N(η)をN の指標 ηから誘導されたGの C∞-

誘導表現とする。ここに、C∞IndG
N(η)の表現空間は

C∞
η (N\G) = {φ ∈ C∞(G) |φ(ng) = η(n)φ(g), (n, g) ∈ N × G}

で、Gは右移動で作用する。(τ ∗, Vτ∗)で (τ, Vτ )の反傾表現、⟨·, ·⟩で Vτ∗ × Vτ 上の
標準的双線型形式をあらわすとき、関係 ι(v∗)(g) = ⟨v∗, F [ι](g)⟩, v∗ ∈ Vτ∗ , g ∈ G
により定まる ι ∈ Hom K(τ ∗, C∞IndG

N(η))と F [ι] ∈ C∞
η,τ (N\G/K)の対応により、

Hom K(τ ∗, C∞IndG
N(η))はC∞

η,τ (N\G/K)と同型となる。
さて、Gの既約許容表現 (π,Hπ)とその重複度が 1であるK-type(τ ∗, Vτ∗)をとり、

さらにτ ∗のπへの埋め込み i ∈ Hom K(τ ∗, π)をひとつ固定する。πおよびC∞IndG
N(η)

におけるK-有限ベクトルたちのなす (gC, K)-加群の間の絡空間を

Iη,π = Hom (gC,K)(π,C∞IndG
N(η))

とするとき、各 T ∈ Iη,πに対し Ti ∈ C∞
η,τ (N\G/K)が関係

T (i(v∗))(g) = ⟨v∗, Ti(g)⟩, v∗ ∈ Vτ∗ , g ∈ G

－ 185 －



により定まる。そこで、

Wh(π, η, τ ) =
∪

i∈Hom K(τ∗,π)

{Ti |T ∈ Iη,π}

によって定義されるC∞
η,τ (N\G/K)の部分空間Wh(π, η, τ )を、(π, η, τ )に対するWhit-

taker関数の空間と呼ぶことにする。

5. (gC, K)-module structure

ここからはGの主系列表現 π = π(ν, σn)とそのminimal K-type (τλ, Vλ)に対する
Whittaker関数の明示公式について議論する。以下、簡単のため n = (n1, n2, n3)に
ついて

n1 > n2 > n3

を仮定する。このとき、p = n1 −n2, q = n2 −n3とおくと、π = π(ν, σn)のminimal
K-typeは τn = τ(p,0,−q) ⊗ det n2である。

5.1. Eigen equation. 一般に、K = U(3)の二つの表現 Ve1−e3 と Vλについて、そ
のテンソル積は次のように既約分解される。

Ve1−e3 ⊗ Vλ =
(
⊕i̸=jVλ+ei−ej

)
⊕ V ⊕2

λ .

ここで、ウェイト λ + ei − ejが dominantでないときは対応する既約成分は現れな
い。特に、絡空間Hom (Ve1−e3 ⊗ Vλ, Vλ)は 2次元である。この絡空間についての次
の Lemmaは [3]による。

Lemma 5.1. L =

(
λ

λ1 λ2

λ1

)
をVλにおける最高ウェイトベクトルを与えるG-パター

ンとし、v1, v2 ∈ Ve1−e3 ⊗ Vλを次で定義する。

v1 = f

(
e1−e3

0 0
0

)
⊗ f(L) − f

(
e1−e3

1 0
0

)
⊗ f

(
L

(
0 −1

0

))
+ f

(
e1−e3

1 0
1

)
⊗ f

(
L

(
0 −1
−1

))
,

v2 = f

(
e1−e3

1 −1
0

)
⊗ f(L) − f

(
e1−e3

1 −1
1

)
⊗ f

(
L

(
0 0

−1

))
+ f

(
e1−e3

1 0
1

)
⊗ f

(
L

(
−1 0

−1

))
.

このとき、v1, v2はそれぞれ V(1,0,−1) ⊗ Vλにおいて Vλと同型な表現を生成し、その
最高ウェイトベクトルとなる。

pをg = Lie (G)における対合θの−1-固有空間とすると、gのCartan分解g = k⊕p
が成り立つ。よく知られているように、pCは adjoint actionによりK-加群となりそ
の既約分解は

pC = Zp ⊕ p0, Zp ≃ V(0,0,0), p0 ≃ Ve1−e3 ,

で与えられる。p0の元と Ve1−e3のGelfand-Zelevinsky基底との対応は以下である。

f

(
e1 − e3

1 0
1

)
↔ Ep

13, f

(
e1 − e3

1 − 1
1

)
↔ −Ep

12, f

(
e1 − e3

1 0
0

)
↔ Ep

23,

f

(
e1 − e3

1 − 1

0

)
↔ 1

3
(Hp

12 + Hp
13), f

(
e1 − e3

0 0

0

)
↔ 1

3
(Hp

31 + Hp
32),

f

(
e1 − e3

0 − 1
0

)
↔ −Ep

32, f

(
e1 − e3

1 − 1
−1

)
↔ Ep

21, f

(
e1 − e3

0 − 1
−1

)
↔ Ep

31.
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ここに、Ep
ijは p0をM3(C)に埋め込んだときのM3(C)の中での表示であり、Hp

ij =

Ep
ii − Ep

jjとおいた。以下、この対応により Ve1−e3 ⊗ Vλと p0 ⊗ Vλとを同一視する。
さて、π = π(ν, σn)のminimal K-type (τn, Vn)に対し、injector ιi : Vn → p0 ⊗Vn,

i = 1, 2を ιi(f(L)) = vi, L =

(
n

n1 n2

n1

)
で定める。また、j ∈ Hom K(τn, π)を一つ固

定する。このとき、τnは πにおいて重複度 1であるから、合成写像

Vn
ιi−→ p0 ⊗ Vn

α−→ π(p0)j(Vn) ⊂ L2
(M,σn)(K)

は jのスカラー倍となる。ここに、αは evaluation mapである。このスカラー値を
λiとかき、VnのGelfand-Zelevinsky基底 {f(M)}M∈G(n)に対し

ιi(f(M)) =
∑

M ′∈G(n)

X
(i)
M,M ′ ⊗ f(M ′), X

(i)
M,M ′ ∈ p0,

とおくと、二つの方程式∑
M ′∈G(n)

X
(i)
M,M ′j(f(M ′)) = λij(f(M)),

を得る。これをEigen equationという。Eigen equationの固有値λiを求めるには、j
を j(f(L)) = sp

11s33
q det n2により定め、適当なM ∈ G(n)に対して単位元で evaluate

すればよい。

Lemma 5.2.

λ1 = ν3 −
1

3

3∑
i=1

νi, λ2 = ν1 −
1

3

3∑
i=1

νi.

後の計算のため、関係 λ1 + λ2 + λ3 = 0により λ3 = ν2 − 1
3

∑3
i=1 νi ∈ Cを定めて

おく。

5.2. Casimir equation. C = C(p) + C(k)を gCのCasimir operatorとする。ここに

C(p) =
1

3
(Ip

3)2 + Pp + Qp, C(k) =
1

3
(Ik

3)
2 + Pk + Qk,

Pp =
2

3
{(Hp

12)
2 + Hp

12H
p
23 + (Hp

23)
2}, Pk =

2

3
{(Hk

12)
2 + Hk

12H
k
23 + (Hk

23)
2},

Qp =
∑
i<j

(Ep
ijE

p
ji + Ep

jiE
p
ij), Qk =

∑
i<j

(Ek
ijE

k
ji + Ek

jiE
k
ij),

であり、Ep
ij, Ek

ijなどは pC, kCをそれぞれM3(C)に埋め込んだときのM3(C)におけ
る表示である。よく知られているように、Cは gCの普遍包絡環の中心の元であり、
π = π(ν, σn)のK-有限ベクトル上スカラーで作用する。そのスカラー値を χC とか
くと、VnのGelfand-Zelevinsky基底 {f(M)}M∈G(n)と j ∈ Hom K(τn, π)に対し、方
程式

Cj(f(M)) = χCj(f(M))

を得る。これをCasimir equationという。スカラー値χCは、L2(K)における Cの作
用を単位元で evaluateすることにより求めることができる。
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Lemma 5.3.

χC =
1

3
(
∑

i

νi)
2 +

1

3
(
∑

i

ni)
2 +

2

3
{(n1 − n2)

2 + (n1 − n2)(n2 − n3) + (n2 − n3)
2}

+2(λ2
1 + λ2

2 + λ1λ2 − 4).

6. Whittaker realization

この節では、前節で述べたEigen equationsおよびCasimir equationをπ = π(ν, σn)
および τnに対するWhittaker関数の最高ウェイトベクトル成分について書き下す。

6.1. Preliminaries. ここでは、Whittaker関数を記述するための記号を準備する。
diag (a1, a2, a3) ∈ Aに対し、y1 = a1

a2
, y2 = a2

a3
とおく。また、変数 yiに関するEuler

作用素を ∂i = yi
∂

∂yi
とかく。

nの生成元をNij,R = Eij, Nij,I =
√
−1Eij, i < j, とかき、N の非退化指標 ηを実

部、虚部ともに 0でないふたつの複素数 c1, c2 ∈ Cによって

η(N12,R) = 2π
√
−1Re (c1), η(N23,R) = 2π

√
−1Re (c2),

η(N12,I) = 2π
√
−1Im (c1), η(N23,I) = 2π

√
−1Im (c2),

で定める。このとき

η

 1 x1 x2

1 x3

1

 = exp(2π
√
−1Re (c̄1x1 + c̄2x3)), xi ∈ C,

となる。

6.2. Whittaker realization of the equations. π = π(ν, σn)をジェネリックな既
約主系列表現、τnをそのminimal K-typeとし、ηを c1, c2 ∈ Cより定まるN の非
退化指標とする。また、{f(M)}M∈G(n)を τnのGelfand-Zelevinsky基底とする。こ
のとき、(π, η, τn)に対するWhittaker関数のAへの制限 ϕ ∈ Wh(π, η, τ )|Aに対し、
その f(M)成分を ϕ(M)とかく。各M ∈ G(n)に対し、ϕ(M)は前節に述べたEigen
equationsおよびCasimir equationをみたすが、特に最高ウェイトベクトルを与える

Gパターン L =

(
n

n1 n2

n1

)
に対するこれらの方程式は以下で与えられる。

Lemma 6.1. ϕ(L)に対する Eigen equationsは次のようになる。

−(∂2 − 2 + λ1)ϕ(L; y) = 2π
√
−1c̄2y2ϕ

(
L

(
0 − 1

0

)
; y

)
,

(∂1 − 2 − λ2)ϕ(L; y) = −2π
√
−1c̄1y1ϕ

(
L

(
0 0

−1

)
; y

)
.

Lemma 6.2. ϕ(L)に対するCasimir equationは次のようになる。[
(∂2

1 + ∂2
2 − ∂1∂2) − 2(∂1 + ∂2) + (2π

√
−1)2(|c1|2y2

1 + |c2|2y2
2)

]
ϕ(L; y)

+p · 2π
√
−1c̄1y1ϕ

(
L

(
0 0
−1

)
; y

)
+ q · 2π

√
−1c̄2y2ϕ

(
L

(
0 −1

0

)
; y

)
= (λ2

1 + λ2
2 + λ1λ2 − 4)ϕ(L; y).

Casimir equationの証明において、Casimir元 Cのうち 1
3
(Ip

3)2 + 1
3
(Ik

3)
2 + Pkの作

用については固有値とキャンセルするためPp + Qp + Qkの作用のみ考えればよいこ
とに注意する。
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6.3. The reduced Casimir-Whittaker equation. 前節の Lemma 6.1および 6.2
によれば、ϕ ∈ Wh(π, η, τ )の最高ウェイトベクトル成分 ϕ(L)は次の方程式をみた
すことがわかる。

Proposition 6.3.[
(∂1 − 2)2 + (∂2 − 2)2 − (∂1 − 2)(∂2 − 2) − 4 − p(∂1 − 2 − λ2) − q(∂2 − 2 + λ1)

+(2π
√
−1)2(|c1|2y2

1 + |c2|2y2
2)

]
ϕ(L; y)

= (λ2
1 + λ2

2 + λ1λ2 − 4)ϕ(L; y).

また、ϕ(L; y) = y2
1y

2
2ϕ̃(L; y)とおき、上の方程式を ϕ̃(L; y)に対して書きなおすと

以下のようになる。

Corollary 6.4.[
∂2

1 + ∂2
2 − ∂1∂2 − p(∂1 − λ2) − q(∂2 + λ1) − (λ2

1 + λ2
2 + λ1λ2)

+(2π
√
−1)2(|c1|2y2

1 + |c2|2y2
2)

]
ϕ̃(L; y)

= 0.

7. Explicit formulas

この節では、前節で述べたCorollary 6.4における方程式の解について考察する。

7.1. Secondary Whittaker functions. Corollary 6.4における方程式は y1 = 0お
よび y2 = 0に沿った regular singularity を持ちこれらは (y1, y2) = (0, 0)において正
規交差する。ここでは点 (y1, y2) = (0, 0)におけるこの方程式の解、すなわち第 2種
Whittaker関数を与える。まず、この方程式の特性根 α = (α1, α2)は以下である。

Lemma 7.1.

α = (λ1 + p + q,−λ2 + p + q), (λ1 + p + q,−λ3 + q),
(λ2,−λ1), (λ2,−λ3 + q),
(λ3 + p,−λ1), (λ3 + p,−λ2 + p + q).

特性根 αに対するべき級数解

(π|c1|y1)
α1(π|c2|y2)

α2

∞∑
m,n=0

Cα
m,n(π|c1|y1)

m(π|c2|y2)
n

における係数Cα
m,nは、次の recurrence relationの解として一意に定まる。

{(α1 + m)2 + (α2 + n)2 − (α1 + m)(α2 + n) − p(α1 + m − λ2) − q(α2 + n + λ1)
−(λ2

1 + λ2
2 + λ1λ2)}Cα

m,n = Cα
m−2,n + Cα

m,n−2

その解は定数倍を除き、以下のように与えられる。
(i) (α1, α2) = (λ1 + p + q,−λ2 + p + q)のとき, m,n: even,

Cα
m,n =

(−1)
m+n

2

(m
2
)!(n

2
!)

Γ

[ −λ1+λ2−p−q−m
2

, −λ1+λ3−q−m
2

, −λ1+λ2−p−q−n
2

, λ2−λ3−p−n
2

−λ1+λ2−p−q−m−n
2

]
.

(ii) (α1, α2) = (λ1 + p + q,−λ3 + q)のとき, m,n: even,

Cα
m,n =

(−1)
m+n

2

(m
2
)!(n

2
!)

Γ

[ −λ1+λ2−p−q−m
2

, −λ1+λ3−q−m
2

, −λ1+λ3−q−n
2

, −λ2+λ3+p−n
2

−λ1+λ3−q−m−n
2

]
.
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(iii) (α1, α2) = (λ2,−λ1)のとき, m, n: even,

Cα
m,n =

(−1)
m+n

2

(m
2
)!(n

2
!)

Γ

[
λ1−λ2+p+q−m

2
, −λ2+λ3+p−m

2
, λ1−λ2+p+q−n

2
, λ1−λ3+q−n

2
λ1−λ2+p+q−m−n

2

]
.

(iv) (α1, α2) = (λ2,−λ3 + q)のとき, m,n: even,

Cα
m,n =

(−1)
m+n

2

(m
2
)!(n

2
!)

Γ

[
λ1−λ2+p+q−m

2
, −λ2+λ3+p−m

2
, −λ1+λ3−q−n

2
, −λ2+λ3+p−n

2
−λ2+λ3+p−m−n

2

]
.

(v) (α1, α2) = (λ3 + p,−λ1)のとき, m,n: even,

Cα
m,n =

(−1)
m+n

2

(m
2
)!(n

2
!)

Γ

[
λ1−λ3+q−m

2
, λ2−λ3−p−m

2
, λ1−λ2+p+q−n

2
, λ1−λ3+q−n

2
λ1−λ3+q−m−n

2

]
.

(vi) (α1, α2) = (λ3 + p,−λ2 + p + q)のとき, m,n: even,

Cα
m,n =

(−1)
m+n

2

(m
2
)!(n

2
!)

Γ

[
λ1−λ3+q−m

2
, λ2−λ3−p−m

2
, −λ1+λ2−p−q−n

2
, λ2−λ3−p−n

2
λ2−λ3−p−m−n

2

]
.

Theorem 7.2. Lemma 7.1において与えた各特性根 αと上のCα
m,nに対して

φ̃α(y) = (π|c1|y1)
α1(π|c2|y2)

α2

∞∑
m,n=0,even

(Cα
m,n/C

α
0,0)(π|c1|y1)

m(π|c2|y2)
n

とおく。このとき、{φ̃α(y)}はCorollary 6.4における方程式の特異点 (y1, y2) = (0, 0)
における線型独立解系を与える。

7.2. Integral expressions of good Whittaker functions. Whittaker関数に対
する Multiplicity one theorem によれば、Corollary 6.4における方程式は緩増大解
ϕ̃modをスカラー倍を除きただ一つ持つ。この緩増大解 ϕ̃modに対する積分表示は以
下のように与えられる。

Theorem 7.3. ϕ̃modはスカラー倍を除き次のBarnes型積分で与えられる。十分大
きい σ1, σ2に対して

ϕ̃mod(y) =
1

(2π
√
−1)2

∫
L(σ1)

∫
L(σ2)

V (s1, s2)(π|c1|y1)
−s1(π|c2|y2)

−s2ds1ds2.

ここに

V (s1, s2) = Γ

[
s1+λ1+p+q

2
, s1+λ2

2
, s1+λ3+p

2
, s2−λ1

2
, s2−λ2+p+q

,
s2−λ3+q

2
s1+s2+p+q

2

]
.

Theorem 7.4. ϕ̃modはスカラー倍を除き次の Euler型積分で与えられる。

ϕ̃mod(y) = 24(π|c1|y1)
A(π|c2|y2)

B

×
∫ ∞

0

Kα

(
2π|c1|y1

√
1 +

1

v

)
Kβ

(
2π|c2|c2y2

√
1 + v

)
× vγ(1 + v)δ dv

v
.

ここに
A = λ1+λ2+p+q

2
, B = −λ1−λ2+p+q

2
,

α = λ1−λ2+p+q
2

, β = −λ1+λ2−p−q
2

, γ = λ3+p−A
2

, δ = 0.
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7.3. Expansion theorem. Theorem 7.3における積分路を左に動かすことにより、
緩増大解 ϕ̃modの第 2種Whittaker関数 φαによる次の展開定理が示される。

Theorem 7.5.
ϕ̃mod(y) =

∑
α

Cα
0,0φ̃

α(y).
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Errata for the proceedings of

Symposium on Representation Theory 2005

• “GL(3, C) 上の主系列Whittaker関数（Principal series Whittaker functions on GL(3, C)）” … 平野 幹
(Miki Hirano），織田 孝幸 (Takayuki Oda）:

Page 183, line 4 of Definition 2.1:

Hilibert −→ Hilbert

Page 184, line 3:

L2(M) −→ L2(K)

Page 185, line 8:

In the symbol L2
(M,σ(∗∗))

(K), the subscript of σ is not right. It should be σ(p+m)ei−(q−m)ej+mek
.

Page 190, line 5 of Theorem 7.3:

In the symbol Γ[∗ ∗ ∗], the parameter s2−λ2+p+q
, is wrongly typeset. The right way is to insert

“ s2−λ2+p+q
2 ,” including the comma “,”.


