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概要

Let C := {x ∈ Rp+q \ {0} : Q(x) = 0} be the conical subvariety in Rp+q

associated to a quadratic form Q(x) := x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q. We

regard C∞
0 (C) as a subspace of distributions on Rp+q with compact support

contained in C. This talk will concern with the image of C∞
0 (C) under the

Radon transform R, particularly, with the singularity of (Rf)(ξ, t) at t = 0.

The differentiability of (Rf)(ξ, t) at t = 0 is closely connected to the analysis

on the minimal unitary representation of the indefinite orthogonal group O(p+

1, q + 1).

1 主結果

p, q > 0を自然数とし、x = (x1, · · · , xp+q) ∈ Rp+q に対して

Q(x) := x2
1 + · · · + x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q

を符号 (p, q)の Rp+q 上の不定値二次形式とする。この二次形式 Qに対し、Rp+q の部分

多様体 C を Qの零点集合

C := {ζ ∈ Rp+q \ {0} : Q(ζ) = 0}

として定義すると、C は錐になる。δ(Q)を二次形式 Qに付随する（C 上の台を持つ）デ

ルタ関数とする（[1, Chap. III]参照）。p + q > 2ならば、δ(Q)は C 上に台を持つ超関
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数であり、写像
T : C∞

0 (C) → E ′(Rp+q), f 7→ fδ(Q)

は連続な埋め込み写像になる。ここで、C∞
0 (C)は C 上コンパクト台を持つ C∞ 級関数

の空間、E ′(Rp+q)は、Rp+q 上コンパクト台を持つ超関数の空間を表わす。

さて、ξ = (ξ1, · · · , ξp+q) ∈ Rp+q に対して、Rp+q 上の線型形式 ⟨ξ, x⟩を

⟨ξ, x⟩ := ξ1x1 + · · · + ξp+qxp+q

で定め、コンパクト台を持つ超関数 Tf のラドン変換

R(Tf)(ξ, t) :=
∫

Rp+q

(Tf)(x)δ(t − ⟨ξ, x⟩)dx, (t ∈ R) (1.1)

を考える（超関数のラドン変換については、例えば [2, 3] 参照）。ただし、δ(x) は一変

数のデルタ関数である。このとき、ラドン変換 R(Tf)(ξ, t) の（tに関する）偏微分可能

性を考えよう。t ̸= 0 なら、任意の f ∈ C∞
0 (C) に対して、ラドン変換 R(Tf)(ξ, t) は

(Rp+q \ {0}) × (R \ {0}) で C∞ 級であることが容易にわかる。しかし、t = 0において

は、特異性が現われる。次が本講演の主結果である。

定理 A (min(p, q) = 1の場合). p, q どちらか一方が 1ならば、ラドン変換 R(Tf)(ξ, t)

が t = 0 でもはや連続でなくなるような ξ ∈ C, f ∈ C∞
0 (C)が存在する。

定理 B (p, q > 1の場合). p, q > 1とする。

1) ラドン変換 R(Tf)(ξ, t)は、すべての ξ ∈ C に対して、t = 0において [p+q−5
2 ]回偏

微分可能である。ただし、[·]はガウス記号を表わす。
2) t = 0で R(Tf)(ξ, t)が（tについて）[p+q−3

2 ]回偏微分できないような ξ ∈ C, f ∈
C∞

0 (C)が存在する。

定理 A, Bの意味を標語的に述べるなら、「超関数 δ(Q)の特異性が、ラドン変換の正則

性に反映する」と言えるだろう。

2 定理 Aについて

錐 C は、p, q によって位相的性質が異なる。p, q どちらかが 1 ならば、（いまそれを

q = 1とすると）錐 C は、二つの連結成分

C± := {(x1, · · · , xp+1) ∈ C : xp+1 ≷ 0}
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の非連結和として表わせる。

定理 A の ξ, f は、C の非連結性を用いて構成できる。すなわち、ξ = (1, 0, · · · , 0, 1)

とすると、(1.1)の被積分関数の台は、

supp
(

(Tf)(x)δ(t − ⟨ξ, x⟩)
)

⊂ C+ t > 0のとき

supp
(

(Tf)(x)δ(t − ⟨ξ, x⟩)
)

⊂ C− t < 0のとき

であることがわかるので、台が C+ に含まれるような（正値）C∞ 級関数 f を取って、

lim
t→+0

R(Tf)(ξ, t) ̸= 0 かつ lim
t→−0

R(Tf)(ξ, t) = 0

を満たすようにすることができる。

定理 Bの場合、つまり p, q > 1の場合、C は非連結ではなく連結であるので、同じよ

うな位相的方法は使えず、解析的方法が必要となる（§5参照）。

3 表現論的背景

定理の表現論的背景について触れておこう。§1の自然数の組 p, q について、p + q が 6

以上の偶数であるとする。

w0 :=
(

Ip+1 0
0 −Iq+1

)
(3.1)

として、不定値直交群を

G := O(p + 1, q + 1) = {g ∈ GL(p + q + 2, R) : tgw0g = w0}.

として定義される行列群とすると、G の極小表現と呼ばれるユニタリ表現 π がヒルベ

ルト空間 L2(C, dµ) 上に実現される（ただし、dµ は、O(p, q) 不変な C 上の測度であ

る）。O(p + 1, q + 1) の極小表現は、90 年代に Kostant, Binegar-Zierau, Huang-Zhu,

Kobayashi-Ørstedになどによって研究されてきたが、[6]で L2(C, dµ)上への実現（L2-

モデル）が行われた。この L2-モデルでは、ユニタリ内積が L2-内積と一致する点が非常

にはっきりしていてわかりやすい反面、群の作用については、極大放物型部分群 P の作

用までしか具体的にわかっていなかった（作用は掛け算作用素と底空間 C への作用の引

き戻しによって表わされる）。そこで、群全体の作用を書き下すことが問題として起こっ

てくる。このとき、w0 は P の「反転」元と呼ばれる元で、P と w0 によって群 Gが生成
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されることがわかるので、π(w0)を、積分変換

π(w0)f(ξ) =
∫

C

K(ξ, x)f(x)dµ(x) (3.2)

で表わし、核関数K(ξ, x)を具体的に決定することを考える。

この問題の解答は [4]で述べる。核関数は、

Φp,q(t) :=



t
− p+q−4

4
+ J p+q−4

2
(2
√

t+) min(p, q) = 1のとき

t
− p+q−4

4
+ Y p+q−4

2
(2
√

t+) + 2(−1)
p+q−2

2

π t
− p+q−4

4
− K p+q−4

2
(2
√

t−)

p, q > 1かつどちらも偶数のとき

t
− p+q−4

4
+ J p+q−4

2
(2
√

t+) −
∑ p+q−6

2
l=0

(−1)l

Γ( p+q−4
2 −l)

δ(l)(t)

p, q > 1かつどちらも奇数のとき

(3.3)

を用いて、

K(ξ, x) ≡ K(p, q; ξ, x) := cp,qΦp,q(⟨ξ, x⟩) (ξ, x ∈ C) (3.4)

cp,q :=
(−1)

p(p+3)
2

2
p+q
4 π

p+q−2
2

と表わすことができる。ただし、Jν(z)はベッセル関数、Yν(z),Kν(z)は変形ベッセル関

数である。

4 ラドン変換との関係

核関数が内積を変数とする一変数関数で表わせることから、(3.2)の右辺の積分は、ラ

ドン変換を使って、

cp,q

∫
C

Φp,q(⟨ξ, x⟩)f(x)dµ(x) =cp,q

∫
Rp+q

Φp,q(t)R(Tf)(ξ, t)dt

=cp,q⟨Φp,q, R(Tf)(ξ, ·)⟩ (4.1)

と表わすことができる。ここで、Φp,q(t)は、定義式 (3.3)より、特異点を原点で持つ超関

数である。O(p + q, q + 1)の極小表現 π の理論から、(4.1)のペアリングは well-defined

であることがわかるので、R(Tf)(ξ, t)は t = 0において少なくとも p+q−6
2 回微分可能で

あることがわかる。しかし、定理 B(2)は、実は [p+q−5
2 ] = p+q−6

2 回が、偏微分可能なぎ

りぎりの回数であることを主張している。なお、定理 B (1), (2)両方とも、表現論を全く

用いずに証明することができる。
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式 (4.1)は、積分微分変換 (3.2)を平面波分解した式とみなすことができる（下記の注

意参照）。

注意 Gの極小表現の L2-モデルに関して、古くから研究されている場合であるメタプレ

クティック群 G′ := S̃p(n, R)（シンプレクティック群 Sp(n, R)の二重被覆群）の

Segal-Shale-Weil表現の Schrödingerモデル (ϖ,L2(Rn)) において、式 (4.1)に相当す

るものを付記しておく。G′ は Siegel放物型部分群 PSiegel と「反転」元

w′
0 :=

(
0 −In

In 0

)
によって生成されるが、PSiegel の作用は掛け算作用素と底空間 Rn への作用によって表わ

され、ϖ(w′
0)はフーリエ変換、すなわち

ϖ(w′
0)f(ξ) =

(√−1
2π

)n
2

∫
Rn

e
√
−1⟨ξ,x⟩f(x)dx (4.2)

として L2(Rn)に作用している。よって、(4.2)の右辺の積分は、ラドン変換を用いて、

(√−1
2π

)n
2

∫ ∞

−∞
Φ(t)Rf(ξ, t)dt =

(√−1
2π

)n
2 ⟨Φ, (Rf)(ξ, ·)⟩　　

Φ(t) := e
√
−1t

と表わされる。これは、フーリエ変換の平面波分解と呼ばれるものである。この意味で、

式 (4.1)は、積分微分変換 (3.2)を平面波分解した式とみなせる。

5 証明について

定理 Aの証明は、§2で説明したように、錐 C の位相的条件を用いることによって行う

ことができる。

定理 Bの証明は、特殊関数（Appellの二変数超幾何関数）を用いて実際に積分 (1.1)

を実行することによって行う。t = 0におけるラドン変換 R(Tf)(ξ, t)の漸近挙動は、特

殊関数の漸近展開によって精密に調べることができる（この計算によって、p, q の偶奇に

したがって、ラドン変換の振る舞いが異なることが明らかになる）。
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