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abstract

For coinvariant rings of finite Coxeter groups, we show that strong

Lefschetz elements are not fixed by any reflections. When the group is

a Weyl group, we prove that an element is a strong Lefschetz element

if and only if the element is not fixed by any reflections.

1 Introduction

本講演では, 有限コクセター群の余不変式環の強レフシェッツ元の特徴付けに
関する結果を述べる. 強レフシェッツ元あるいは強レフシェッツ性とは, 次数環に
対する概念であるが, これはコンパクトケーラー多様体のコホモロジー環の性質
の抽象化であるといえる. コンパクトケーラー多様体X に対するHard Lefschetz

Theorem (see [GH78], e.g.) は次のように述べられる:

Hard Lefschetz Theorem: X を実次元 2mであるコンパクトケー
ラー多様体とし, L ∈ H2(X, R)をケーラー形式のクラスとする. コホ
モロジー環H∗(X, R)において, L2m−2iを掛ける写像

×L2m−2i : H i(X, R) → H2m−i(X, R) (x 7→ L2m−2ix)

は各 i = 0, 1, . . . ,mに対して全単射である.
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コホモロジー環のこのような性質の抽象化として, 次数環 R =
⊕m

d=0 Rd に対して,

ある l ∈ R1 が存在して, 掛け算写像×lm−2i : Ri → Rm−i が各 iについて全単射で
あるとき, R は 強レフシェッツ性を持つといい, lを 強レフシェッツ元であるとい
う. つまり, Hard Lefschetz Theorem の主張は, ケーラー形式のクラスはコホモロ
ジー環の中で強レフシェッツ元である, と言い換えられる. 本講演の目標は, Rと
して有限コクセター群の余不変式環を考え, R1の中で強レフシシェッツ元のなす部
分集合を決定することである. これは, Rがコンパクトケーラー多様体のコホモロ
ジー環である場合も, 自明な問ではない. つまり, ケーラー計量の入れ方が変われ
ばケーラー形式も変わるが, こうして得られる強レフシェッツ元の集合 (ケーラー
錘) は強レフシェッツ元全体の集合の一部分でしかないので, 強レフシェッツ元全
体のなす集合が決定されるわけではない.

W を, n次元実ベクトル空間 V に作用している有限コクセター群とする. 既約
有限コクセター群は, 表 1 のように分類される. V 上の実係数多項式環 R[V ] にも
W の作用が入るが, J を R[V ]の斉次イデアルで, 定数項のないW -不変式で生成
されるものとするとき, R = R[V ]/J で定まる次数環を, W の余不変式環という.

特に有限コクセター群W がワイル群であるときは, Rはそのワイル群に対応する
リー群から作られる旗多様体のコホモロジー環に次数環として同型であることが
知られている. 本講演で述べる結果は, 次の定理である.

定理. W を既約有限コクセター群とする (see 表 1). このとき,

(1) C ⊂ C ′.

(2) W がH3, H4ではないとき, C = C ′.

ここに, C,C ′は以下で定めるR1の部分集合である.

C = {l ∈ R1 | l は強レフシェッツ元 },
C ′ = {l ∈ R1 | lはW のどの鏡映でも固定されない }.

W がH3やH4の時もC = C ′であることを予想しているが, 証明してはいない.

証明についてコメントする. ワイル群ではない, 非結晶的と呼ばれる有限コクセ
ター群については, 旗多様体のコホモロジー環として実現できるわけではないの
で幾何を用いない証明でなければならないが, 上記定理の (1) は代数的な議論の
みで証明できる (§ 2). 上記定理の (2) については, W がワイル群である時, 余不
変式環Rが旗多様体のコホモロジー環に同型であることを利用し, Hard Lefschetz

Theorem を用いて証明する (§ 4). また, W が有限コクセター群 I2(m)であるとき
は, 幾何を用いることができないため代数的な別の議論を行い, 上記定理の (2)を
示す (§ 5).
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表 1: 既約有限コクセター群
type An Bn Dn E6 E7 E8 F4 G2

#W (n + 1)! 2nn! 2n−1n! 27345 210345 7 21435527 2732 12

#(鏡映) n(n + 1)/2 n2 n(n − 1) 36 63 120 24 6

type H3 H4 I2(m)

#W 120 263252 2m

#(鏡映) 15 60 m

2 強レフシェッツ元の必要条件
この節では, Introduction の定理の (1)を証明する. まず始めに, 有限コクセター
群の余不変式環の構造を簡単に復習する. 既約有限コクセター群は, 表 1 のよう
に分類される (例えば [Hum90] を見よ). このうち, H3, H4, I2(m) が非結晶的と
呼ばれ, 残りは結晶的と呼ばれる. 結晶的な有限コクセター群は, あるルート系に
付随するワイル群である. W を, n個の鏡映 s1, s2, . . . , snで生成される既約有限
コクセター群とし, n次元実ベクトル空間 V に作用しているとする. W の元 wを
s1, s2, . . . , snの積で書いたときの最短の長さを l(w)で表し, wの長さという. W に
は長さ最長の元 w0が一意的に存在することが知られていて, w0をW の最長元と
呼ぶ. また, 最長元の長さはW に属する鏡映の個数と等しいことも知られている.

J を V 上の多項式環R[V ]の斉次イデアルで, 定数項を持たないW -不変式で生成
されるものとする. 次数環 R = R[V ]/J を, W の余不変式環と呼ぶ. Rの d次斉次
成分をRdと書くと, Rdのベクトル空間としての次元は, 長さ dであるW の元の個
数に等しいことが知られている. したがって, 次のようなRの分解がある.

R =
m⊕

d=0

Rd (m = l(w0), dim Rd = #{w ∈ W ; l(w) = d}).

定義 1. 次数環 R =
⊕m

d=0 Rd が強レフシェッツ性を持つとは, l ∈ R1が存在し, 掛
け算写像×lm−2i : Ri → Rm−i (f 7→ lm−2if) が, 各 i = 0, 1, . . . , bm/2c に対して全
単射であることをいう. このとき, lを強レフシェッツ元と呼ぶ.

次数環 R =
⊕m

d=0 Rd が強レフシェッツ性を持つとすると, 明らかに dim Rd =

dim Rm−d が各 d = 0, 1, . . . , bm/2c に対して成立し, また, dim Rd ≤ dim Rd+1 が
各 d = 0, 1, . . . , bm/2c − 1 に対して成立する.

W がワイル群の場合は, W の余不変式環は強レフシェッツ性を持つことが知ら
れている. 次の定理が, Introduction の定理 (1) で述べた, 本講演の第一の結果で
ある.

定理 2. R =
⊕m

d=0 Rd を, 結晶的とは限らない有限コクセター群W の余不変式環
とする. l ∈ R1 が強レフシェッツ元ならば, lはW のどの鏡映でも固定されない.

言い換えると, lはどの鏡映面にも含まれない.
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Proof. Rの最高次数の斉次成分Rmは, W の最長元が一意的だからベクトル空間
として 1次元であるが, さらに反不変元で張られることが知られている ([BGG73],

[Hil81]). f ∈ Rが反不変元であるとは, f をどの鏡映でうつしても, −1倍されるこ
とを言う.

さて, 強レフシェッツ元 l ∈ R1 をとり, l はある鏡映 s ∈ W で固定されると仮
定する. 一方では, lm ∈ Rm は sで固定され, かつ, 反不変元だから, lm = 0 であ
る. 他方, lは強レフシェッツ元だから, 掛け算写像×lm : R0 → Rm が全単射であ
るので, lm 6= 0 であり, 矛盾が生じた. 従って, lはどの鏡映でも固定されない.

例 3 (type An−1). W を n文字の上の置換群 Snとし, 多項式環 R[x1, x2, . . . , xn]

上に, 変数の置換により作用しているとする. R[x1, x2, . . . , xn]の斉次イデアル
J を, 定数項のない対称式で生成されるものとする. この場合, 定理 2により,

a1x1 + a2x2 + · · · + anxn ∈ R1 が強レフシェッツ元ならば, すべての i 6= j に対し
て ai 6= aj である. つまり, ベクトル空間R1の部分集合 {xi − xj ; i 6= j} を An−1

型ルート系と思ったとき, lはあるワイルチェンバーの内部に属する.

例 3 を見ると, どの鏡映でも固定されないR1の元 lが, いつも強レフシェッツ元
なのかどうかという問題が自然に浮かぶ. 以降の節では, H3, H4以外の有限コクセ
ター群に対して, この問題を肯定的に解決する.

3 強レフシェッツ元の必要十分条件
この節では, Introductionの定理の (2)を改めて述べる.

定理 4. Wを, H3, H4ではない,既約有限コクセター群とし (see表 1), R =
⊕m

d=0 Rd

を W の余不変式環とする. R1の元 lが強レフシェッツ元であるための必要十分条
件は, lがW のどの鏡映でも固定されないことである.

この予稿の残りの部分は, この定理の証明に費す. まず, W が結晶的, つまり, W

がワイル群であるときは, 幾何を用いて § 4で証明を与える. 非結晶的な既約有限
コクセター群には, 表 1 に分類されるように, H3, H4 および I2(m) の 3つがある
が, そのうち定理の主張に含まれるW = I2(m) の場合を § 5で証明する.

4 旗多様体のコホモロジー環とワイル群の余不変式環
この節では, 結晶的な有限コクセター群の余不変式環 R =

⊕m
d=0 Rdに対して,

R1の元が強レフシェッツ元であるための必要十分条件を与える. 有限コクセター
群W が結晶的であるならば, その余不変式環は対応する旗多様体のコホモロジー
環に同型である. この節の議論は旗多様体の幾何的性質に基くものであり, 従って,

非結晶的なコクセター群に対しては適用できない.
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Gを連結単連結半単純複素リー群とする. hを, Gのリー環のカルタン部分代数
とし, hに対応するGの部分群を含むGのボレル部分群Bを固定する. W をワイ
ル群とすると, W は hに作用し, 従って, hの双対空間 V = h∗ にも作用する. この
とき, 旗多様体 G/B のコホモロジー環 H∗(G/B, R) は, W の余不変式環 R に同
型であり, この同型のもと, 特に, H2(G/B, R) は h∗に一致する.

さて, 豊富性に関する Kleiman の判定条件を思いだそう. 複素射影多様体 X に
対して,

N1(X) := Pic(X)R/(数値的に同値)

と定義する. Z1(X)R をX の曲線の形式的 R係数 1次結合のなす実ベクトル空間
とし,

N1(X) := Z1(X)R/(数値的に同値)

と定める. NE(X) により, Z1(X) の曲線の像により張られる閉な凸包を表す.

命題 5. L ∈ N1(X) が豊富錘に属するための必要十分条件は, すべての C ∈
NE(X) \ {0} に対して, (L,C) > 0 が成り立つことである.

∆ ⊂ h をルート系とする. B の選び方に合わせて, 単純ルートの集合Σをとる.

単純ルートの双対のなす集合 Σ∨ も h の部分集合とみなすと,

NE(G/B) =
∑

α∨∈Σ∨

R≥0 · α∨

が, 同一視 H2(G/B, R) = h の下で成立する. 言い換えると, 豊富錘と基本ワイ
ルチェンバーは, 同一視 H2(G/B, R) = h∗ の下で一致する. すべての豊富な直線
束は, H2(G/B, R) の中のケーラー形式のクラスに対応するから, Hard Lefschetz

Theorem より, それは H∗(G/B, R) の強レフシェッツ元を与え, 次の命題を得る.

命題 6. l ∈ h∗ = H2(G/B, R) が, すべての α∨ ∈ Σ∨ に対して条件 〈l, α∨〉 > 0 を
みたすならば, l はRの強レフシェッツ元である.

そして, ワイル群はワイルチェンバーたちのなす集合に推移的に作用するから,

次のような強レフシェッツ元の特徴付けを得る.

系 7. Rをワイル群の余不変式環とする. R1の元 lが強レフシェッツ元であるため
の必要十分条件は, lがW のどの鏡映でも固定されないことである.

5 I2(m)の余不変式環
この項では, I2(m)の余不変式環R =

⊕m
d=0 Rdにおいて, どの鏡映でも固定され

ない R1 の元は, 強レフシェッツ元であることを示す.
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二面体群 I2(m) は, 2つのベクトル β(0) と β(π − θ) に関する鏡映で生成される
R2に作用する群として実現できる. ここに, β(ψ) ∈ R2 は, 角度 ψ であるR2の単
位ベクトルであり, θ = π/m である. 群 I2(m)の位数は 2mであり, I2(m) は, ベ
クトル β(kθ) (k = 0, 1, . . . ,m − 1) に対応するm個の鏡映を含む. これら m 個の
ベクトルは, 2つのベクトル β(0) と β(π − θ) の非負係数 1次結合で書ける. これ
らm個のベクトルを正ルートと呼び, α1 = β(0) と α2 = β(π − θ) を単純ルートと
呼ぶ.

sβ で, ゼロでないベクトル β ∈ R2 に関する鏡映を表し, i = 1, 2に対して, 単純
ルート si を si = sαi

で定め, 単純鏡映と呼ぶ. 単純鏡映は (s1s2)
m = e という関

係式をみたす. ここに, e は I2(m)の単位元である. 各元 w ∈ I2(m) は, s1 と s2

の積で書けるが, w を s1 と s2 で書く最短の長さを l(w) で表し, wの長さと呼ぶ.

k ≥ 0 に対して, I2(m)の元 ak と bk を, s1 と s2 が交互に現れる積で次のように
定める.

ak = si · · · s2s1 (s1で終わる k個の単純鏡映の積),

bk = sj · · · s1s2 (s2で終わる k個の単純鏡映の積).

ak も bk も, 0 ≤ k ≤ m のときに限り, 長さ kであることに注意しておく.

補題 8. (1) aka2k+1 = ak+1.

(2) bkb2k+1 = bk+1.

(3) a2k+1 は, ベクトル β(kθ) に関する鏡映である. つまり, a2k+1 = sβ(kθ).

(4) b2k+1 = sβ(−(k+1)θ).

Proof. (1)と (2)は明らかである. (3)は k = 0 に対しては明らかであり, s1s2 が角
度 2θの回転であることから, k > 0に対しても帰納的に証明できる. (4)も (3)と
同様に証明できる.

補題 8 により, I2(m)のBruhat順序の図が, 次のように得られる.

a1

a3

−→ a2 · · · ak

a2k+1

−→ ak+1 · · · am−1

e
s1↗
s2
↘

s2

↘
s1

↗
s2

↘
s1

↗
s2↘
s1

↗ am = bm,

b1
b3
−→ b2 · · · bk

b2k+1

−→ bk+1 · · · bm−1

(1)

ここに, w
s→ w′ は, ws = w′, l(w) + 1 = l(w′) かつ s は正ルートに関する鏡映で

あることを意味する.

R2の標準内積を (, ) で表す. 正ルート β の余ルートを, β∨ = 2β/(β, β) = 2β

で定義し, 基本ウェイト $1, $2 を, (α∨
i , $j) = δi,j により定める. (β(φ), β(ψ)) =

cos(φ − ψ) であることに注意すると,

$1 =
β(π/2 − θ)

2 sin θ
, $2 =

β(π/2)

2 sin θ
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である. R = R[x1, x2]/J を I2(m) の余不変式環とする. ここに J は定数項のな
い I2(m)-不変多項式で生成される斉次イデアルである. すると [Hil81] より, R は,

Xwの次数が l(w)に等しいような線型基底 {Xw | w ∈ I2(m)} を持ち, この基底は
次の Pieri公式をみたす.

XsαXw =
∑

β: 正ルート,
l(wsβ)=l(w)+1

(β∨, $α)Xwsβ
(α: 単純ルート). (2)

このPieri公式 (2) を用いて, l ∈ R1 がどの鏡映でも固定されないならば, lは強
レフシェッツ元であることを示す. まず, 2次元空間Rkの基底 Xak

, Xbk
に関する,

掛け算写像 ×Xsi
: Rk → Rk+1 の作用を, k = 1, 2, . . . ,m − 2 に対して具体的に計

算する.

Xs1Xak
=

∑
β=β(π−θ),β(kθ)

(β∨, $1)Xaksβ

=

(
2β(π − θ),

β(π/2 − θ)

2 sin θ

)
Xbk+1

+

(
2β(kθ),

β(π/2 − θ)

2 sin θ

)
Xak+1

=
sin(k + 1)θ

sin θ
Xak+1

.

同様に, 掛け算写像 ×Xsi
の Xak

と Xbk
の上の他の作用も計算できる.

Xs1Xbk
= Xak+1

+
sin kθ

sin θ
Xbk+1

,

Xs2Xak
= Xbk+1

+
sin kθ

sin θ
Xak+1

, Xs2Xbk
=

sin(k + 1)θ

sin θ
Xbk+1

.

言い換えると, 掛け算写像 ×Xsi
: Rk → Rk+1 の基底 {Xak

, Xbk
} と {Xak+1

, Xbk+1
}

に関する行列表現は,

Xs1 =

(
pk 1

0 pk+1

)
, Xs2 =

(
pk+1 0

1 pk

)
, where pk =

sin kθ

sin θ
, (3)

である. 以上の準備のもと, 目的の主張が証明できる.

命題 9. R =
⊕m

d=0 Rd を, 二面体群 I2(m) の余不変式環とする. l ∈ R1 が強レフ
シェッツ元であるための必要十分条件は, lが I2(m)のどの鏡映でも固定されない
ことである.

Proof. 必要性は定理 2から従う.

R1の元 l = aXs1 + bXs2 を, どの鏡映でも固定されない元とする (a, b ∈ R). lが
強レフシェッツ元であることを証明するためには, 掛け算写像 ×lm−2i : Ri → Rm−i

が, すべての i = 0, 1, . . . , bm/2c に対して全単射であることを言えばよい.
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第一に, 掛け算写像 ×lm : R0 → Rm が全単射であることを証明する. この写像
の (唯一の) 行列要素は, a, bに関する全次数mの多項式である. 各正ルート βに
ついて, この多項式は, lが鏡映 sβで固定されると仮定したときにゼロになるよう
な因数を含まなくてはならない. したがって, この多項式は m 個の正ルートに対
応するm個の異なる因数の積に, 定数倍を除いて等しい. l はどの鏡映でも固定さ
れないから, この多項式はゼロになり得ず, 写像 ×lm : R0 → Rm は全単射である.

第二に, 掛け算写像 ×lm−2i : Ri → Rm−i が, k = 1, 2, . . . , bm/2c に対して全
単射であることを証明するためには, ×l : Rk → Rk+1 が全単射であることを,

k = 1, 2, . . . ,m − 2 に対して証明すればよい. 掛け算写像 ×l : Rk → Rk+1 の行列
表現は, 式 (3) より(

apk + bpk+1 a

b apk+1 + bpk

)
, ただし pk =

sin kθ

sin θ
,

であり, この行列式は, (apk + bpk+1)(apk+1 + bpk)− ab = (a2 + b2)pkpk+1 + ab(p2
k +

p2
k+1 − 1) に等しい. ここに, l 6= 0だから, a, b の少なくとも一方はゼロではな
く, b 6= 0 としてよい. t = a/b とおくと, この行列式は, b2(pkpk+1t

2 + (p2
k +

p2
k+1 − 1)t + pkpk+1) に等しい. この行列式がゼロにならないことを証明するた
めには, この tに関する 2次式の判別式が負であることを示せばよい. 判別式は
(p2

k + p2
k+1 − 1)2 − 4(pkpk+1)

2, であり, これは

(sin kθ + sin(k + 1)θ + sin θ)(sin kθ + sin(k + 1)θ − sin θ)

× (sin kθ − sin(k + 1)θ + sin θ)(sin kθ − sin(k + 1)θ − sin θ)/ sin4 θ,

に等しい. この式において, 4つめの因数が負であり,残りの3つの因数は正であるこ
とが簡単に示される. こうして, 掛け算写像 ×l : Rk → Rk+1 は k = 1, 2, . . . ,m− 2

に対して全単射であることが示されたので, 命題が証明された.
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