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1 序章

いわゆる random permutation の最長増加部分列の長さの分布は, random matrix の固有値
の分布に密接に関連している. $\pi$ を対称群 $\mathfrak{S}_{N}$ の元とし, $\ell(\pi)$ を $\pi$ の最長増加部分列の長さ

とする. このとき, 対称田上の–様分布 $P_{uniform,N}(\{\pi\})=\frac{1}{N!}(\pi\in \mathfrak{S}_{N})$ に関して確率変数

$\ell(\pi)$ の分布を考える. その極限分布は Baik-Deift-Johansson [BDJ] によって,

(1.1) $\lim_{Narrow\infty}P_{uniform,N}(\frac{\ell(\pi)-2\sqrt{N}}{N^{1/6}}\leq s)=F_{2}(s)$

となることが示されている. ここで乃 $(s)$ は Tracy-Widom 分布である. Tracy-Widom 分布
とは Gaussian Unitary Ensemble (GUE) における random matrix のスケーリングされた最
大固有値の極限分布である. また, $F_{2}(s)$ は次のようにも書ける. Ai(x) を Airy 関数

Ai $(x)= \frac{1}{2\pi\sqrt{-1}}\int_{\infty e^{-\pi\sqrt{-1}/3}}^{\infty e^{\pi\sqrt{-1}/3}}$ $e^{z^{3}/3}$ dz

$\text{とし},$ $K_{Airy}(x, y)$ lIEt Airy kernel

$K_{Airy}(x, y)= \frac{Ai(x)Ai’(y)Ai’(x)Ai(y)}{xy}==\int_{0}^{\infty}Ai(x+z)Ai(z+y)dz$

とする. ここで, 二番目の等式は [TW1] で示されている. 分布関数 $F_{2}(s)$ は Fredholm行列式

(1.2) $F_{2}(s)= \det(I-K_{Airy})|_{L^{2}([s,\infty))}=\sum_{k=0}^{\infty}\frac{(-1)^{k}}{k!}\int_{[s,\infty)^{k}}\det(K_{Airy}(x_{i}, x_{j}))_{i,j=1}^{k}dx_{1}\ldots dx_{k}$.

で与えられる. さらに, 関数 $F_{2}(s)$ は $u(x)\sim Ai(x)(xarrow\infty)$ を満たす $L$ うな, Painleve’ 第
II方程式

$u’’=2u^{3}+xu$

の唯–解 $u(x)$ を用いて,

$F_{2}(s)= \exp(-\int_{s}^{\infty}(x-s)u(x)^{2}dx)$
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とも書ける. これらの表示が同値であることは, [TW1] で示されている.
さて random permutation の最長増加部分列の長さの問題は, random partition の問題に

言い換えられる. $\lambda=$ ( $\lambda_{1}$ , A2, . . . ), $\lambda_{1}\geq$ A2 $\geq\cdots\geq 0,$ $\sum_{j}\lambda_{j}=N$ を $N$ の partition とす
る. また partition の Young図形を partition と同じ記号 $\lambda$ で表す. $f^{\lambda}$ を $\lambda$ に対する standard
tableaux全体の個数とする. Plancherel測度は, 各 $\lambda$ に対して, 確率

$P_{Plan,N}(\{\lambda\})=\frac{(f^{\lambda})^{2}}{N!}$

を与えるものである. この測度は Robinson-Schensted-Knuth (RSK) 対応により $\mathfrak{S}_{N}$ の–様分
布から導かれる. RSK 対応 $([Sa2])$ とは, 置換 $\pi\pi\in \mathfrak{S}_{N}$ と $\lambda\vdash N$ に対する standard tableaux
のペアとの 1対 1対応で, この対応により partition の第–行の長さ $\lambda_{1}$ は $l(\pi)$ に等しい. こ

こで, $\lambda\vdash N$ は $\lambda$ が $N$ の partition であることを意味する. よって, 第–行の長さ $\lambda_{1}$ は,

極限 $Narrow\infty$ では GUE の random matrix の最大固有値のように振舞う. さらに, Borodin-
Okounkov-Olshanski [BOO] と Johansson [J2] により, 適当にスケーリングすると各 $\lambda_{j}$ の分

布と GUE の randon matrix の $j$ 番目に大きい固有値の分布が同等であるということが, 独
立に示された. またこの事実は Okounkov [Okl] によって, 直接的対応を与える幾何的証明
もされている.

方, Okounkov [Ok2] は partition の上に, Schur測度という別の測度を導入した. $x=$

$(x_{1}, x_{2}, . . . )$ と $y=(y_{1}, y_{2}, \ldots)$ を変数の列とし, $P$ を partition全体の集合とする. $e_{n}(x)$ を

基本対称関数 $e_{n}(x)= \sum_{i_{1}<i_{2}<\cdots<i_{n}}x_{i_{1}}x_{i_{2}}\ldots$ $x_{i_{n}}$ とし, partition $\lambda$ に対し, Schur 関数 $s_{\lambda}$ を

$s_{\lambda}(x)=\det(e_{\lambda_{i}’-i+j}(x))$

と定義する. ここで, $\lambda’$ は partition $\lambda$ の共役な partition, すなわち, $\lambda_{i}’$ は $\lambda$ の第 $i$列の長さ

である. Schur測度は各 $\lambda\in P$ に対して,

(1.3) $P_{Schur}(\{\lambda\})=\frac{1}{Z_{0}}s_{\lambda}(x)s_{\lambda}(y)$

と定義される. ここで $Z_{0}$ は正規化するための定数である.
この測度を特殊化しよう. $\alpha$ を $0<\alpha<1$ なる実数とし固定する. $1\leq i\leq m$ と $1\leq j\leq n$

に対して, $x_{i}=y_{j}=\alpha$ とし, 残りを $0$ とする. ここで, $\tau=m/n$ を固定する. この特殊化
を\alpha -specialization という. Johansson [J1], [J3], [J4] は, $narrow\infty$ のとき, $\alpha$-specialization
された Schur測度における $\lambda_{1}$ の分布がやはり Tracy-Widom 分布乃 $(s)$ に収束することを示

した.

さらに Tracy-Widom [TW2] は strict partition の上の確率測度, すなわち Schur 関数の
代わりに Schur Q-関数を用いて定義された shifted Schur 測度に対しても同様の結果を得た.
そこでわれわれは, Schur測度にパラメータ t を加えた–般化を導入する. 対称関数 en(x;t)

を母関数

(1.4) $E_{x,t}(z)= \prod_{i=1}^{\infty}\frac{1+x_{i^{Z}}}{1+tx_{i}z}=\sum_{n=0}^{\infty}e_{n}(x;t)z^{n}$



により定義し, Schur 関数 $S_{\lambda}(x, t)$ を

$S_{\lambda}(x;t):=\det(e_{\lambda_{i}’-i+j}(x;t))$

と定義する. 関数 $S_{\lambda}(x;t)$ は Cauchy 恒等式 $([Mac])$

(1.5) $Z_{t}:= \sum_{\lambda\in P}S_{\lambda}(x;t)s_{\lambda}(y)=\prod_{i,j=1}^{\infty}\frac{1-tx_{i}y_{j}}{1-x_{i}y_{j}}$ ,

を満たす. $t=0$ のとき $E_{x}(z)=E_{x,0}(z)$ は基本対称関数 $e_{n}(x)$ の母関数だから, $S_{\lambda}(x;0)=$

$s_{\lambda}(x)$ である.

このとき, 72上の測度が

(1.6) $P_{t}(\{\lambda\}):=\frac{1}{Z_{t}}S_{\lambda}(x;t)s_{\lambda}(y)$

と定義される. これは (1.5) より, 確率測度である. この測度を $t$-Schur 測度と呼ぶことにす
る. これは $t=0$ のとき (1.3) の Schur測度 $P_{Schur}$ になる. $P_{\sigma}$ を $\alpha$-specialization後の t-Schur
measure とする ここで $\sigma=(m, n, \alpha, t)$ はパラメータである. このとき, 次を得た.

定理 1. $-\infty<t\leq 0$ と仮定する. そのときある定数 $c_{1}(i)=c_{1}(\alpha, \tau, t)$ と $c_{2}(t)=c_{2}(\alpha, \tau, t)$

が存在して次を満たす.

$\lim_{narrow\infty}P_{\sigma}(\frac{\lambda_{1}-c_{1}(t)n}{c_{2}(t)n^{1/s}}\leq s)=F_{2}(s)$ .

ここで, 関数 $F_{2}(s)$ は (1.2) で定義された Tracy-Widom分布である.

この定理は, $\lambda_{1}$ の挙動がパラメータ $t$ に依らないことを述べている. $t=0$ のとき, この
定理は Johansson [Jll による結果である.

2 Schur 関数, marked tableaux, RSK 対応

この章では, 前章で定義されたか Schur測度に組合せ論的解釈を与えるために, Schur 関数と
marked tableauxの関係について簡単に述べよう. くわしくは [Mac] や [Sa2] を見られたい.

$N$ を自然数全体の集合とし, $P$ を全順序集合 $\{1’<1<2’<2<\ldots\}$ とする. 各 $k\in N$

に対して, 記号 $k’$ と $k$ はそれぞれ, マークつき, マークなしであるという. マークつき $k’$ と

マークなし $k$ を区別したくないときは $|k|$ と書くことにする.
$\lambda$ に対するmarked tableau $T$ とは, $\lambda$ の Young 図形の箱の中に次の性質をみたすよう

に $P$ の元を入れたものである.

Tl 右へ下へ行くほど成分が弱い意味で増大する.

T2任意の $k\in N$ に対し, 各行にマークつき $k’$ は高々 1個で, また, 各列にマークなし $k$ は

高々 1個である.



条件 T2は任意の $k\geq 1$ に対して, $k$ (resp. $k’‘$ )$)$ の入った箱の集合が horizontal (resp. vertical)
strip であることを述べている.
例えば,

1’ 1 1 2’ $3’$ 3
1’ 2
3 3

は, partition (6, 2, 2) に対する marked tableau である.
marked tableau $T$ に対し, 単項式 $x^{T}= \prod_{i>1}x_{i}^{m_{i}(T)}$ を対応させる ここで $m_{i}(T)$ は $T$ の

成分の $|i|$ の個数である 例えば, 上の例の $m\overline{a}rked$ tableau に対しては $x^{T}=x_{1}^{4}x_{2}^{2}x_{3}^{4}$ となる.
$S_{\lambda}(x;f)$ の定義と [Mac] の Chapter $I$ , \S 5, Example 23により,

(2.1)
$S_{\lambda}(x;t)= \sum_{T}(-t)^{mark(T)}x^{T}$

と書ける. ここで, 和は $\lambda$ に対する marked tableaux全体を走り, mark $(T)$ は $T$ の中のマー
クつきの元の個数である. 特に $t=0$ として,

$s_{\lambda}(x)=S_{\lambda}(x, \cdot 0)=\sum_{T}x^{T}$

を得る. ここで, 和は $\lambda$ に対する unmarked tableaux, すなわち semi-standard tableaux
全体にわたる.

P-行列と tableaux の間の RSK 対応を説明しよう ([K], [Sal], [HH] を見られたい). ここ

で, P-行列とは成分が $PU\{0\}$ の元がある行列である. 各 $P$-行列 $A$ に対して, 次のようにバ
イワード $w_{A}$ を対応させる. 行を固定し, 左から右に行列の成分を読みとる. $w_{A}$ において

へア を $|a_{i}$] 回繰り返し, $a_{ij}$ がマークつきならば, $w_{A}$ に現れている最初のへア の

下の成分 $i$ にマークをっける. 例えば,

$A=-w_{A}=$ .

バイワード $w_{A}=[_{\alpha_{1}}^{\beta_{1}}$ $\alpha_{2}\beta_{2}$

. . .
$\alpha_{n}\beta n]$ に対し, 上のライン $(\beta_{1}, \beta_{2}, \ldots, \beta_{n})\in N^{n}$ は弱い意味

での増加列である. また, $\beta_{k}=\beta_{k+1}$ ならば, $\alpha_{k}<\alpha_{k+1}$ である力\searrow または $\alpha_{k}$ と $\alpha_{k+1}$ が等し

くかっマークなしであるかのいずれかである.
では–般化された RSK アルゴリズムを述べる. $S$ を marked tableau, $\alpha$ を $P$ の元とする.

$\alpha$ の $S$への挿入を次のように行う.

Il $R:=$ ( $S$ の第–行) とする.

I2 $\alpha$ がマークなしならば,



$I2a\alpha$ より大きい $R$ の元の中で, 最小の元を $\beta$ とし, $\beta$ を $\alpha$ で置き換える. (この操作
を BUMP という. )

$I2b\alpha:=\beta,$ $R:=$ 次の行.

I3 $\alpha$ がマークつきならば,

$I3a\alpha$ より大きいまたは等しい $R$ の元の中で, 最小の元を $\beta$ とし, それを $\alpha$ で置き換

える. (この操作を EQBUMP という)

$I3b\alpha:=\beta,$ $R:=$ 次の行.

I4 $\alpha$ がマークなしでかつ $R$ のすべての元よりも大きいまたは等しいならば, もしくは $\alpha$ が

マークつきでかつ $R$ のすべての元よりも大きいならば, $\alpha$ を $R$ の右端に置いて, 止

める.

この結果を $I_{\alpha}(S)$ で表そう.

与えられたバイワード $w_{A}=$ $\alpha_{2}\beta_{2}$

tableau のペアの列

$\alpha_{n}\beta n)$ に対し marked tableau と semi-standard

$(S_{0}, U_{0})=(\emptyset, \emptyset),$ $(S_{1}, U_{1}),$
$\ldots,$

$(S_{n}, U_{n})=(S, U)$

を構成する. $(S_{k-1}, U_{k-1})$ が構成されたとき, $(S_{k}, U_{k})$ を次のように構成する marked tableau
$S_{k}$ は $I_{\alpha_{k}}(S_{k-1})$ と定義し, semi-standard tableau $U_{k}$ は $U_{k-1}$ の, $\alpha$ が $S_{k-1}$ に挿入されるとき

にできた新しい箱の場所に, 魚を入れてできた tableau とする.

例えば, バイワード $w_{A}$$=$ に対応する tableau のぺ

アは
$1^{l}$ 1 1 $2’$ $3’$ 3 1 1 1 2 2 2

$S=1’$ 2 , $U=2$ 2
3 3 33

である. 一般化された RSK 対応は次のように述べられる.

定理 2. P-行タリ $A=(a_{ij})$ と, $\sum_{i}|a_{ij}|=s_{j},$ $\sum_{j}|a_{ij}|=u_{i}$ を満たす同じ partition に対す
るmarked tableau $S$ と semi-standard tableau $U$ のペア $(S, U)$ は 1対 1対応している. ここ

で, 各 $k\geq 1$ に対して, $s_{k}=m_{k}(S)$ かつ $u_{k}=m_{k}(U)$ であり, また $A$ のマークつきの成分の

個数 mark(A) と mark $(S)$ は等しい.

このとき, tableau $S$ (resp. $U$) は tyPe が s $=(s_{1}, s_{2)}\ldots)$ (resp. $u=(u_{1},$ $u_{2},$ . . . )) である
という. この対応の重要な点はバイワード $w_{A}$ の最長増加部分列の長さとの関係である. $w_{A}$

の増加部分列とは $w_{A}$ の下のラインの, 弱い意味での増加部分列で, 各自然数 $k$ に対しマー

クつき $k’$ が高々 –個であるようなもののことをいう.
たとえば上のバイワードに対しては $(1’1123’3)$ が $w_{A}$ のそのような部分列である. $l(w_{A})$

を $w_{A}$ の最長増加部分列の長さとすると, 次が成り立つ.



定理 3. P-行列 $A$ が, partition $\lambda=$ $(\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$ , . . . $)$ の tableaux のペアに対応するとき, $P(w_{A})=$

$\lambda_{1}$ が成り立つ.

注意 1. P-行列と shifted marked tableaux のペアとの対応を与える shifted RSK 対応による
と, $\lambda_{1}$ はバイワード $w_{A}$ の最長の ascent pair の長さを与える $([TW2], [HH])$ . 一般に, 上
で述べた–般化された RSK アルゴリズムにより得られた partition と shifted RSK アルゴリ

ズムにより得られた strict partition は異なるものである.

3 P-行列の上の t-Schur 測度

前の章で述べた事実を使って, $t$-Schur測度に組合せ論からの解釈を与えよう. $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots)$

かつ $y=(y_{1}, y_{2}, \ldots)$ とし, すべての $i,$ $j$ に対して $0\leq x_{i},$ $y_{j}\leq 1$ かっ $t\leq 0$ と仮定する. $P_{m,n}$

でサイズ $m\rangle\langle$ $n$ の $P$-行列全体の集合を表すものとする. $P$-行列 $A$ に対して $p(w_{A})$ を単に $\ell(A)$

と略す. $A$ の要素 $a_{i}$’ がパラメータ x助に関する次のような分布で, 独立に分布しているも
のとする. すなわち, 各 $k\geq 1$ に対し,

$P(a_{ij}=k)=\frac{1-x_{i}y_{j}}{1-tx_{i}y_{j}}(x_{i}y_{j})^{k}$ $\hslash^{y_{d}}\supset$

とし, また

$P(a_{ij}=k’)=\frac{1-x_{i}y_{j}}{1-tx_{i}y_{j}}(-t)(x_{i}y_{j})^{k}$

$P(a_{ij}=0)=\frac{1-x_{i}y_{j}}{1-tx_{i}y_{j}}$

と定める. これは $PU\{0\}$ 上の確率測度を定めている. 実際, $\sum_{k=0}^{\infty}P(|a_{ij}|=k)=1$ で, か
つ $t\leq 0$ よりすべてのんについて $P(a_{ij}=k’)\geq 0$ である.

この定義によるとこの測度は $t=0$ のとき $\mathbb{N}$-行列の上の Schur測度に–致し $([J1]),$ $t=-1$
のときは P-行列の上の shifted Schur測度である $([TW2])$ .

$s\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n},$ $u\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{m},0\leq r\leq mn$ に対して,

$P_{m,n,s,u,r}$ $:=$ {
$A \in P_{m,n}|\sum_{1\leq i\leq m}|a_{ij}|=s_{j},\sum_{1\leq j\leq n}|a_{ij}|=u_{i}$ , mark$(A)=r$}

と定める. そのとき $A\in P_{m,n,s,u,r}$ に対して,

(3.1)
$P(\{A\})=\prod_{1\leq j\leq n}1\leq i\leq m[\frac{1-x_{i}y_{j}}{1-tx_{i}y_{j}}](-t)^{r}x^{s}y^{u}=\frac{1}{Z_{t}}(-t)^{r}x^{s}y^{u}$

となる.



$P_{m,n}$ を $i>m$ と $j>n$ に対して $x_{i}=y_{j}=0$ とした測度とすると, (3.1) により

$P_{m,n}(P\leq h)=P(\{A\in P_{m,n}|l(A)\leq h\})$

$= \sum_{s,u,r}P(\{A\in P_{m,n,s,u,r}|P(A)\leq h\})$

$= \sum_{s,u,r}\#\{A\in P_{m,n,s,u,r}|\ell(A)\leq h\}\frac{1}{Z_{t}}(-t)^{r}x^{s}y^{u}$

となり, さらに定理 2と定理 3から

$= \sum_{s,u,r}\neq$ { $(S,$ $U)|$ type $s$ and $u,$ $mark(S)=r,$ $\lambda_{1}\leq h$} $\frac{1}{Z_{t}}(-t)^{r}x^{s}y^{u}$ ,

また (2.1) から

$= \frac{1}{Z_{t}}$

$\sum_{\lambda\in P,\lambda_{1}\leq h}S_{\lambda}(x_{1}, . . , , x_{m};t)s_{\lambda}(y_{1}, \ldots, y_{n})$

を得る. ここで集合 { $(S,$ $U)|$ tyPe $s$ and $u,$ $mark(S)=r,$ $\lambda_{1}\leq h$} は $\lambda_{1}\leq h$ をみたすような
$\lambda$ の tableaux のペア $(S, U)$ 全体からなる ただし, $S$ は tyPe が $s$ の marked tableau であり
mark$(S)=r$ をみたし, かつ, $u$ は type が $u$ の semi-standard tableau である.
上の等式の最右辺は 1章で定義された $t$-Schur測度の, 集合 $\{\lambda\in P|\lambda_{1}\leq h\}$ における値

である.

注意 2. 定理 1は中心化かつ正規化された $\ell(w_{A})$ の分布が $w_{A}$ の最長 ascent pairの長さ $L(w_{A})$

の分布 $([TW2])$ と同等であることを述べている.

4 定理 1の証明のスケッチ

我々は Tracy-Widom [TW2] の方法を用いて定理 1を示す. Toeplitz行列 $T(\emptyset)=(\phi_{i-j})_{i,j\geq 0}$

と Hankel 行列 $H(\phi)=(\phi_{i+j+1})_{i,j\geq 0}$ を思い出そう. ここで $\phi_{n}$ は関数 $\phi$ の $z^{n}$ の Fourier係数
である. これらの無限次行列は Hilbert 空間 $\ell^{2}(\mathbb{Z}_{+})(\mathbb{Z}_{+}=\mathbb{N}\cup\{0\})$ に作用している. また
$T_{h}(\phi)=(\phi_{i-j})_{0\leq i,j\leq h-1)}\tilde{\phi}(z):=\phi(z^{-1})$ とおく. 疏を $\ell^{2}(\mathbb{Z}_{+})$ から部分空間 $l^{2}(\{0,1, \ldots , h-1\})$

への射影作用素とし, $Q_{h}:=I-$ 疏とする. ここで $I$ は $l^{2}(\mathbb{Z}_{+})$ 上の恒等作用素である.
次の二つの補題は証明の鍵になる.

補題 1 $([Ge])$ .

(4.1)
$\lambda_{1}\leq h\sum_{\lambda\in P}S_{\lambda}(x;t)s_{\lambda}(y)=\det T_{h}(\tilde{E}_{x,t}E_{y})$

.

ここで, $E_{x,i}$ は (1.4) で定義された関数である.



補題 2 $([BO])$ . $\phi=\tilde{E}_{x,t}E_{y}$ とおくと,

(4.2) $\det T_{h}(\phi)=E(\phi)\det(I-H_{1}H_{2})|_{l^{2}(\{h,h+1,\ldots\})}$

である. ここで, $H_{1}=H(\tilde{E}_{x,t}E_{y}^{-1}),$ $H_{2}=H(E_{x,t}^{-1}E_{y})$ かつ $E( \phi)=\exp\{\sum_{k=1}^{\infty}k(\log\phi)_{k}(\log\phi)_{-k}\}$ .
(4.2) の右辺の行列式は, 任意のトレース作用素 $K$ に対して定義される Fredholm行列式

$\det(I-K)|_{\ell^{2}(\{h,h+1,\ldots\})}:=\det(Q_{h}-Q_{h}KQ_{h})$

である.

$\phi=\tilde{E}_{x,t}E_{y}$ に対して, $E(\phi)=Z_{t}$ である.
$J$ を $i$ 番目の成分が $(-1)^{i}$ であるような対角行列とすると $\det(I-H_{1}H_{2})=\det(I$ -

$JH_{1}H_{2}J)$ である. 一般に任意の関数 $\phi(z)$ に対して, $-JH(\phi(z))J=H(\phi(-z))$ である.

(1.6), (4.1), (4.2) より

$P_{t}(\lambda_{1}\leq h)=\det(Q_{h}-Q_{h}JH_{1}H_{2}JQ_{h})$

を得る.
ここで, $\alpha$-specialization とスケーリングをする. $1\leq i\leq m$ と $1\leq i\leq n$ に対して,

$x_{i}=y_{j}=\alpha(0<\alpha<1)$ とおき, $i>m$ と $j>n$ に対しては $x_{i}=y_{j}=0$ とする.
$h=cn+n^{1/3}s$ とし, さらに $i=h+n^{1/s}x,$ $j=h+n^{1/3}y$ とおく. 正の定数 $c$ は適当に定め

られる.
そのとき $-Q_{h}JH_{1}J$ や $-JH_{2}JQ_{h}$ の $(i, j)$ 成分は

$\frac{1}{2\pi\sqrt{-1}}\int\psi(z)z^{-n^{1/s_{S-i-j_{\frac{dz}{z^{2}}}}}}$ , $\frac{1}{2\pi\sqrt{-1}}\int\psi(z)^{-1}z^{n^{1/s_{S+i+j}}}dz$

と書かれる. ここで積分路は共に単位円であり, また

$\psi(z)=(\frac{z-\alpha}{z-t\alpha})^{m}(\frac{1}{1-\alpha z})^{n}z^{-cn}$

と置いた. これらの積分を steepest descent method を用いて評価することで, Airy 関数を
得る. くわしくは [M] を見られたい.

5 補足

置換 $\pi\in \mathfrak{S}_{N}$ の増加部分列の代わりに ascent pair を扱い, (1.1) の類似の問題を考える.
ただし, $\pi$ の ascent pair とは $\pi$ の減少部分列 $\phi^{de}=$ $(\pi(i_{1})>. .$. $>\pi(i_{k}))$ と増加部分列
$\phi^{in}=(\pi(j_{1})<\cdots<\pi(j_{l}))$ のペア $(\phi^{de}, \phi^{in})$ で, $(\pi(i_{k}), \ldots, \pi(i_{1}), \pi(j_{1}), \ldots, \pi(j_{l}))$が弱い意味

で増加列になっているものをいう. すなわち $\pi(i_{1})\leq\pi(j_{1})$ を満たすことである この ascent
pair の長さを $k+l-1$ と定め, $\pi$ の最長 ascent pair の長さを $L(\pi)$ で表す. 最長増加部分列
の長さ $l(\pi)$ が RSK対応で得られるように, $L(\pi)$ は shifted RSK対応により得られる. さて

この $L(\pi)$ に対して, (1.1) のような結果が得られないだろうか. 時間が許せば, その研究に
ついても話したい.
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