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ABSTRACT. Lam\’e 作用素の固有値を、楕円関数の周期 $\tau$ についての複素解析関数と
して調べた。固有値の $\tau$ についての分岐を数値的に調べ、摂動展開で得られる級数の
収束半径と整合していることを確かめた。

1. はじめに

本稿では、プレプリント [6] の内容を中心に解説をする。
Lam\’e の微分方程式とは、次の形で与えられる 2階の線形常微分方程式である。

$[- \frac{d^{2}}{dx^{2}}+n(n+1)\wp(x)]f(x)=Ef(x)$ , (1.1)

ここで $\wp(x)$ は基本周期が $(1, \tau)$ であるようなWeierstrass の $\wp$関数であり、 $n$ は正の整

数である。 この微分方程式については、Whittaker-Watsonの教科書の 23章 [7, \S 23]
にていろいろと解説されている。また、表現論において、 Lam\’eの微分方程式の解は
リー環 so $(2,1)$ の主系列表現や so(3) の有限次元表現でのある基底として現れるよう
である $[2, 1]$

。

ところで、 Lam\’e の微分方程式 (1.1) を調べる際、 さまざまな方法で境界条件を課
し、 それぞれの場合に固有値問題を考えることができる。

1つの方法としては、式 (1.1) が実数に制限したときに周期的な非自明な解をもつ、
という境界条件を課すことができる。このとき固有値の集合は離散的となり、 この固
有値をもつ周期的な解は周期的 Lam\’e 関数または Lame 関数と呼ばれている。他の境
界条件の取り方として、式 (1.1) が 2重周期関数を非自明な解としてもつ、 というも
のがある。 このとき固有値の個数は有限個 (実際には $2n+1$ 個) となり、 この固有
値をもつ 2重周期的な解は Lam\’e 多項式と呼ばれている。この用語は楕円関数を用い

た変数変換をすると 2重周期的な解はだいたい多項式の形で表示されるということに
由来をもっている。

また、 式 (1.1) が開区間 $(0,1)$ にて 2乗可積分な非自明な解をもつ、 という境界条
件を課すことができる。 このときの固有値の集合は、 Lam\’e 関数の固有値の集合から
Lam\’e 多項式の固有値の集合を除外した集合となっていることがわかっている。
以上、いくつかの方法でそれぞれの場合の境界条件を満たす固有値について述べた

が、 この固有値は楕円関数の周期 $\tau$ に依存していることに注意しておく。
本稿では、 Lam\’e関数の固有値がどのように $\tau$ に依存しているかについて調べてい

く。 とくに $n=1$ の場合に $\tau$ を変数とする関数として固有値がどのように分岐するか
ということについて考察する。

ところで、 $q=\exp(2\pi\sqrt{-1}\tau)$ とおくと、 もし、 $q$ が実数で $-1<q<1$ ならば固有
値が重ならないことが知られている $[4, 6]$。それゆえ、 この条件のときは固有値に分
岐が起こらない。

また、 Lame 関数の固有値を $q$ について摂動展開して級数として求めるということ
が [4] にてなされており、収束半径が $0$ でないことが証明されている。もしも固有値

表現論シンポジウム講演集, 2003
pp.105-112



竹村開

が $q$ の関数 (つまり $\tau$ の関数) として特異点をもたなければ収束半径は 1になるはず
であるが、実際に計算してみると 1よりも真に小さくなるということが推測される。
よって、計算で推測された収束円の上に特異点があるはずである。

方、 Lam\’e の微分方程式 (1.1) で $n$ が整数のとき、 より $-$般に Heun の方程式で結
合定数がすべて整数のときには、大域的モノドロミーが超楕円積分を用いて記述され
ることが知られている。応用として Lam\’e関数の固有値となっている条件や分岐がお
こる $q$ (つまり $\tau$ ) の条件が超楕円積分を用いて判定できるということが導かれる。
$n=1$ のときは超楕円積分は第 2種楕円積分となり、これを調べることによって固有
値の分岐点を数値的に計算することができる。

ここまでで、収束半径と分岐点は別々の手法により数値計算により求められること
を説明したが、モノドロミーの話から得られた分岐点が、さきほど述べた摂動展開の

級数の収束円のあたりにあるということがわかった。つまり、摂動展開から得られる
収束半径とモノドロミーの楕円積分表示が整合していることがわかったのである。
本稿は次のように構成されている。 2章にて、摂動展開やその収束半径について解

説した。 3章にてモノドロミーについて考察し、数値的に分岐点を探した。4章にて、
摂動展開での収束半径とモノドロミーの考察から得られる分岐点の位置の整合性につ
いて議論した。Appendix にて、本稿で使う楕円関数の定義や公式についてまとめて
おいた。

本稿では、 $f(x)$ が周期的である $\Leftrightarrow$ $\ovalbox{\ttREJECT} f(x+1)=f(x)\ovalbox{\ttREJECT}_{\text{、f(x)$ が反周期的である $\Leftrightarrow$

[ $f(x+1)=-f(x)\ovalbox{\ttREJECT}_{\text{、}f(x)$ が 2重周期的である $\Leftrightarrow$ 『(f(x+l) $=f(x)or-f(x)$ ) and
($f(x+\tau)=f(x)$ or-f(x))』、と定めておく。

2. 摂動論と収束半径

Lam\’e作用素 $H$ とは、 以下の式により定められたものである。

$H=- \frac{d^{2}}{dx^{2}}+n(n+1)\wp(x)$ . (2.1)

$q=\exp(2\pi\sqrt{-1}\tau)$ (ただし (1, $\tau)$ は $\wp(x)$ の基本周期) とおく。 この章では、 $q=0$

に対応する作用素 (本質的には以下で定められる $H_{T}$ ) の固有値・固有関数について
述べ、 さらに–般の $q$ に対応する $H$ について、 $q=0$ からの摂動として考えたときに
得られる結果について述べる。なお、 $\tauarrow\sqrt{}$-1\infty 。という極限は $qarrow O$ という極限に
対応している。 さて、

$H_{T}=- \frac{d^{2}}{dx^{2}}+n(n+1)\frac{\pi^{2}}{\sin^{2}\pi x}$. (2.2)

とおくと、 $qarrow O$ とすると $H arrow H_{T}-\frac{\pi^{2}}{3}n(n+1)$ となっている。 この作用素は $H_{T}$ は
$A_{1}$ 型三角型の Calogero-Moser-Sutherland のハミルトニアンに他ならない。また、

$\Phi(x)=(s_{\dot{i}^{n\pi x)^{n+1}}}, \psi_{m}=\tilde{c}_{m}C_{m}^{n+1}(\cos\pi x)\Phi(x)$ , $(m\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ , (2.3)

とおく。 ここで $C_{m}^{\nu}(z)= \frac{\Gamma(m+2\iota\ovalbox{\ttREJECT})}{m!\Gamma(2\iota\ovalbox{\ttREJECT})}2F_{1}(-m, -m+2_{l^{\ovalbox{\ttREJECT};\iota\ovalbox{\ttREJECT}+\frac{1}{2};\frac{1-z}{2})$は Gegenbauer 多項式
であり、 定数 $\tilde{c}_{m}$ を適切に定める。すると

$H_{\tau^{v_{m}}}=\pi^{2}(m+n+1)^{2}v_{m}$ , (2.4)

と $\langle v_{m}, v_{m’}\rangle=\delta_{m,m’}$ が成立することが知られている。ここで、内積は $\langle f,g\rangle=\int_{0}^{1}dx\overline{f(x)}g(x)$

で定められたものとする。
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Lam\’e作用素 (2.1) について $H$ の代わりに $H(q)$ という記法も用いることすると、式

(A 6) により $H(q)$ は以下のように展開される。

$H(q)(=H)=H_{T}- \frac{\pi^{2}}{3}n(n+1)+\sum_{k=1}^{\infty}V_{k}(x)q^{k}$ , (2.5)

ここで、 $H_{T}$ はさきほど現れた $A_{1}$ 型三角型の Calogero-Moser-Sutherlandのハミルト
ニアンであり、Vk(x戸おについての関数で、それぞれが $\cos 2\pi lx(l\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ の有限和

で書かれているである。

$H(p)$ の固有値固有関数を、 $H_{T}$ から摂動されたものとして $q$ についての形式的級

数展開して求める。詳しくは [4] を参照のこと。

$E_{m}= \pi^{2}(m+n+1)^{2}-\frac{\pi^{2}}{3}n(n+1)$ (2.6)

とおくと、 さきほど出てきた $v_{m}$ は作用素 $H(O)$ の固有値 $E_{m}$ の固有ベクトルとなって

いる。

作用素 $H(O)$ の固有値 $E_{m}(m\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ とその固有ベクトル $v_{m}$ を基にして、 $H(q)$ の

固有値・正規化された固有ベクトルを $E_{m}(q)=E_{m}+ \sum_{k=1}^{\infty}E_{m}^{\{k\}}q^{k},$ $v_{m}(q)=v_{m}+$

$\sum_{k=1}^{\infty}\sum_{m\in \mathbb{Z}},>0c_{m,m}^{\{k\}},v_{m’}q^{k}$ という形式和として求める。つまり、 $E_{m}(q)$ と $v_{m}(q)$ のそ

れぞれの係数を、以下の式が qの形式和としてみたときに成立するように求める。

$H(q)v_{m}(q)=(H(0)+ \sum_{k=1}^{\infty}V_{k}(x)q^{k})v_{m}(q)=E_{m}(q)v_{m}(q)$ , (2.7)
$\langle v_{m}(q), v_{m}(q)\rangle=1$ .

まず、 $V_{k}(x)v_{j’}= \sum_{j},$ $d_{j,j}^{\{k\}},v_{j’}$ となる係数 $d_{j,j}^{\{k\}}$, を求める。 これは、超幾何型多項式
(ここでは Gegenbauer 多項式) に関する Pieri formula を用いることにより計算でき
る。 あとは、式 (2.7) の $q^{k}$ の各係数を見ることにより $E_{j}^{\{k\}}$ や $c_{j,j}^{\{k\}}$, に関する漸化式が
出て来る。これを順々に計算することにより、 $E_{j}(q)$ や $v_{j}(q)$ の各係数が–意的に求ま
る。 ここで、 もし $m-m’$ が奇数ならば $d_{m,m}^{\{k\}},$ $=c_{m,m}^{\{k\}},$ $=0$ となることに注意してお
く。 つまり、 $m$ が偶数・奇数それぞれに独立に計算することができる。
こうして、 $H(p)$ の固有値・固有ベクトルが形式的ベキ級数として求まった。次に

これらの形式的ベキ級数の収束性が問題となるのだが、今回の設定では実際に収束性
がいえる。

Proposition 2.1. [4, Corollary 3.7] $E_{m}(q)(m\in \mathbb{Z}_{>0})$ を式 (2.りから定められた $q$ Iこ
ついての形式級数としての固有値、 $v_{m}(q)$ を形式級数としての対応する固有ベクトル
とする。 $|q|$ が十分に小さいならば、 $E_{m}(q)$ は収束級数となっており、 $v_{m}(q)$ は 2乗可
積分な空間の元として収束級数となっている。

以下に、 $n=1$ の場合の固有値 $E_{m}(q)$ の展開式と、 100項以上展開したものから推
定される収束半径を示しておく。
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ここで・ $q(=\exp(2\pi\sqrt{-1}\tau))\in \mathbb{R}$ のときの $H(=H(q))$ の性質に関する命題たちを
引用しておく。

Proposition 2.2. ( $c.f$. $[4$ , Theorem 3.6]) $H(q)(-1<q<1)$ の開区間 $(0,1)$ で 2乗可
積分な関数たちの空間においての固有値は $E_{m}(q)(m\in \mathbb{Z}\geq 0)$ という形で、 $q\in(-1,1)$

において実解析的で $E_{m}(0)=E_{m}$ をみたすようにとれる。固有値 $E_{m}(q)$ の固有ベク
トル $v_{m}(q)$ を、 2乗可積分な関数たちの空間の元として $q\in(-1,1)$ で正則であり、

$\{v_{m}(q)\}_{m\in \mathbb{Z}}\geq 0$ がこの空間の正規直交基底となるようにとることができる。

Proposition 2.3. ( $c.f$. [4, Corollary 3.10]) $m<m’$ かつ $-1<q<1$ ならば、
$E_{m}(q)<E_{m’}(q)$ が成り立つ。つまり、 $-1<q<1$ ならば固有値は重ならない。

3. モノドロミーと分岐点

この章では、以下の微分方程式

$Hf(x)=Ef(x),$ $H=- \frac{d^{2}}{dx^{2}}+2\wp(x)$ (3.1)

のモノドロミーを各固有値 $E$ について求める。なお、 ここでの式は、式 (1.1) の $n=1$
の場合となっている。

$n=1$ の場合は、 2重周期的な境界条件での固有値の集合は $\{-e_{1}, -e_{2}, -e_{3}\}$ となっ

ており、対応する解 (Lam\’e 多項式) は $\wp_{1}(x),$ $\wp_{2}(x),$ $\wp_{3}(x)$ という関数となっている。
さて、

$\Lambda(\pm x, E)=\sqrt{\wp(x)+E}\exp]^{x}\frac{\pm\sqrt{-(E+e_{1})(E+e_{2})(E+e_{3})}}{\wp(x)+E}dx$ . (3.2)

とおくと、 [3, Proposition 3.7] や [5, \S 3.4.1] により、次の式が成立することが示され
ている。

$H\Lambda(\pm x, E)=E\Lambda(\pm x, E)$ . (3.3)

そして、 [5] により、モノドロミーの表示式として以下の式が得られている。

$\Lambda(x+1, E)=\Lambda(x, E)\exp[-\frac{1}{2}[_{-e_{1}=}^{E}\tilde{E}-2\eta_{1}d\tilde{E}]-(\tilde{E}+e_{1})(\tilde{E}+e_{2})(\tilde{E}+e_{3})$ . (3.4)

ところで、$\Lambda^{sym}(x, E)=\Lambda(x, E)+\Lambda(-x, E)$ とおくと、$H\Lambda^{sym}(x, E)=E\Lambda^{sym}(x, E)$

が成り立っている。以下に 2認可積分性に関する命題を引用しておく。

Proposition 3.1. $(c.f$. $[5,$ \S 4.4.1, \S 4.5] $)$ $q=\exp(2\pi\sqrt{-1}\tau)\in \mathbb{R}_{J}-1<q<1$ &\tau
る。 もし $\int_{-e_{1=\frac{2}{E}}}^{E}\tilde{E}-\eta_{1}d\tilde{E}-(\tilde{E}+e_{1})(+e_{2})(E+e_{3})\in 2\pi\sqrt{-1}\mathbb{Z}$ならば $\Lambda^{sym}(x, E)$ は開区間 $(0,1)$ で

2乗可積分となる。 さらに $E\neq-e_{1},$ $-e_{2},$ $-e_{3}$ ならば $\Lambda^{sym}(x, E)\neq 0$ となり、 $\exists m\in$

$\mathbb{Z}_{\geq 0},$ $E=E_{m}(q)$ となる。逆に、 もし $\int_{-e_{1=_{e_{1}})(\tilde{E}+e_{2})(\tilde{E}+e_{3})}}^{E}\tilde{E}-2\eta_{1}d\tilde{E}-(\overline{E}+\not\in 2\pi\sqrt{-1}\mathbb{Z}$ならば

式 (3.1) の $0$ 以外の解は 2乗可積分にならなく、 $\forall m\in \mathbb{Z}_{\geq 0},$ $E\neq E_{m}(q)$ となる。
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$E=E_{m}(q)$ とおくと、 これについての $q$ に関しての解析接続は、 以下の式をみた

すようにされる。

$[_{-e_{1}}^{E}\tilde{E}-=-(\tilde{E}+e_{1})(\tilde{E}+e_{2})(\tilde{E}+e_{3})d\tilde{E}\in 2\pi\sqrt{-1}\mathbb{Z}2\eta_{1}$ . (3.5)

Proposition 3.2. 固有値 $E$ が式 (3.5) と $E-2\eta_{1}\neq 0$ と $E\neq-e_{1},$ $-e_{2},$ $-e_{3}$ を $q=q_{*}$

で満たせば、式 (3.5) をみたす $E$ は $q$ について $q=q_{*}$ で解析的となる。

Proposition 3.2より、固有値 $E$ が $q$ にて分岐しているのであれば $E-2\eta_{1}=0$ が成

立することが従う。つまり、 $E-2\eta_{1}=0$ は式 (3.5) をみたす固有値 $E$ が分岐をもつ

ための必要条件である。

積分 (3.5) において $\tilde{E}=-\wp(t)$ という変数変換をすると、 $E=-\wp(t_{0})$ とおくこと

により次の式が得られる。

$I_{-e_{1}}^{E}=-( \tilde{E}+e_{1})(\tilde{E}+e_{2})(\tilde{E}+e_{3})\tilde{E}-2\eta_{1}d\tilde{E}=\frac{1}{2}(-\zeta(t_{0})+2\eta_{1}t_{0})$ . (3.6)

よって、固有値 E が p において分岐をもつ必要条件として以下の式が得られた。
$2\eta_{1}=-\wp(t_{0})(=E)$ , (3.7)
$-((t_{0})+2\eta_{1}t_{0}\in\pi\sqrt{-1}\mathbb{Z}$ . (3.8)

これより式 (3.7, 3.8) を数値的に解こうと試みる。 $\eta_{1},$
$\wp(t_{0}),$ $\zeta(t_{0})$ を式 (A 6) を用い

て $q$ について 100項程度まで展開する。 $q$ を固定し、式 (3.7) をニュートン法により数
値的に解き、 to の値を得る。そして、 to を式 (3.8) に代入し、式 (3.8) が成立するかど
うかを調べる。 ここで、 to の値は収束をよくするために t。の史部が小さくなるよう
にとっておく必要がある。

$|q|<.91$ かつ $q$ の実部虚部がともに $0$ 以上になるような $q$ を 1000個以上調べる
ことによって、以下の値たちが周期的または反周期的な 2乗可積分な固有関数に対応
する固有値に対して分岐をもつ候補となることが数値計算によりわかった。

表 2. 分岐をもつ $q$ の候補.
ここでのいくつかの $q$ については実際には分岐を起こさないことに注意しておく。
次に、 q について、 q-平面上の経路 uこ沿ってどのようにして解析接続されるかを

見る。式 (3.6) より、 固有値 $E$ は次の条件をみたしながら引こ沿って $q$ について解析

接続されることがわかる。

$E=-\wp(t_{0})$ , (3.9)
$\exists m\in \mathbb{Z}$ , $-((t_{0})+2\eta_{1}t_{0}=m\pi\sqrt{-1}$ . (3.10)

ここで、周期的な固有関数の固有値は $m\in 2\mathbb{Z}$ をみたしながら、反周期的な固有関

数の固有値は $m\in 2\mathbb{Z}+1$ をみたしながら解析接続される。
式 (3.10) を経路 $C$ 上に適切に定められた点 $q$ たちそれぞれについて、近い点では近

い解となるように解いていく。それぞれの $E$ と $q$ について式 (3.9, 3.10) の解 t。と $m$
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は–通りには限らずいろいろありうるのだが、経路に沿って解き続ける際に破綻をさ
けるためにいろいろと解の選択を変えていく必要が生じることもある。
この方法で、 さきほどの表の分岐点の候補のまわりで解析接続してみる。すると、

以下の点たちは実際には分岐点となっていないこと、そして、 これらの点ではそれぞ
れある $i\in\{1,2,3\}$ において $2\eta_{1}$ =-果が成立することがわかる。

表 3. 分岐がおこっていない候補にあった点

表 3の $q$ においては、 固有値 $E_{m}(q)(\exists m\in \mathbb{Z}_{\geq 0})$ と $-e_{i}(\exists i\in\{1,2,3\})$ がぶつかっ

ていると思われる。
$a\in \mathbb{C}$ とする。 $\Re a$ を $a$ の実部とし、経路 $C_{a}$ を、 図 4のように $\Re a$ から出発して $a$

に向かって虚軸に並行に進み、 $a$ のまわりで反時計周りに 1周して虚軸に並行に進ん
で $\Re a$ にもどってくるものとする。

図 4. 経路 $C_{a}$ .

固有値 $E$ を、 表 2にあって表 3で除外されていない分岐点 $a$ のまわりを経路 $C_{a}$ に

よって変数 q について解析接続することにより、それぞれの分岐のようすが以下の表
のようになることがわかった。

4. 収束半径と分岐点

3章では固有値 $E_{m}(q)(m\in \mathbb{Z})$ の $q$ についての分岐点の位置を計算し、そのまわり
でどのように解析接続されるかを調べた。この章では、 2章にて摂動の方法を用いる
ことにより計算された固有値 $E_{m}(q)(m\in \mathbb{Z})$ の $q$ についての収束半径が、分岐点の

位置と整合的になっていることを述べる。
周期的な固有値の場合について考察する。表 5より、原点からもっとも近い分岐

点は $q=.2587+.6974I(|q|=.7439)$ であり、 この点のまわりのサイクル $C_{q}(q=$

.2587+69741) において $E_{0}(q)$ と $E_{2}(q)$ が解析接続で移りあっていることが読み取れ
る。 また、一般に、複素解析関数を原点のまわりで展開したときの収束半径と、その
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関数の原点からもっとも近い特異点の座標の絶対値は–致していることが知られてい
る。 よって、 $E_{0}(q)$ と $E_{2}(q)$ の収束半径はおよそ 7439であることが推測される。
他方、 2章において、摂動論を用いて計算される $E_{0}(q)$ と $E_{2}(q)$ の $q=0$ での級数

展開の収束半径はともにおよそ.749であることが示されている。
これらより、 2つの異なる方法によって計算された収束半径はかなり近いことがわ

かり、摂動論とモロドロミーによる方法との整合性が示された。 より 2つの値が近づ
けるためには、 $E_{m}(q)=E_{m}+ \sum_{k}E_{m}^{\{k\}}q^{k}(m=0,2)$ の展開式をより多く計算する必
要があるが、一般にテーラー展開から数値的に正確に収束半径を推測するのはあまり
実践的でないと思われる。また、 $E_{0}(q)$ と $E_{2}(q)$ の収束半径がほとんど同じになって

いることは分岐点の存在しているからだという理屈も得られた。

また、表 5より、周期的な固有値の場合について 2番目に原点から近い分岐点は $q=$

$.2246+.8428I(|q|=.8722)$ であり、この点のまわりのサイクル $C_{q}(q=.2246+.8428I)$

において $E_{0}(q)$ と $E_{4}(q)$ が解析接続で移りあっているが、他方、摂動論を用いて計算
される $E_{4}(q)$ の $q=0$ での級数展開の収束半径はおよそ 875である。 よって、 この場
合においても整合性がみられる。

反周期的な固有値の場合については、表 5より、原点からもっとも近い分岐点は $q=$

$.5359+.6405I(|q|=.8351)$ であり、この点のまわりのサイクル $C_{q}(q=.5359+.6405I)$

において $E_{1}(q)$ と $E_{3}(q)$ が解析接続で移りあっていることが読み取れる。他方、 2章
にて摂動論を用いて $E_{1}(q)$ と $E_{3}(q)$ の $q=0$ での級数展開の収束半径はともにおよそ
.838であることが示されている。 よって、 この場合においても整合的がみられるし、
また、 $E_{1}(q)$ と $E_{3}(q)$ の収束半径がほとんど同じになるというとは分岐点の存在して
いるからだという理屈も得られた。

まとめると、固有値 $E_{m}(q)(m=0,1,2,3,4)$ について摂動論とモノドロミーという

2つの異なる方向によって計算される収束半径がほぼ–致しているということが確か
められた。

また、 $m$ が $0$ 以上の偶数の固有値たち $\{E_{m}(q)\}_{m\in 2\mathbb{Z}}$ はすべて解析接続によりつな
がっているだろうと予想している。奇数の固有値についても同様の予想をしている。

APPENDIX A.

楕円関数の定義や公式についてまとめておく。 $\omega_{1}$ と $\omega_{3}$ を、 $\omega_{3}/\omega_{1}$ が上半平面にあ
るような複素数であるとする。

ワイエルシュトラスの $\wp$ 関数、 $\sigma$ 関数、 $\zeta$ 関数は以下のように定義されるもので
ある。

$\wp(x)=\wp(x|2\omega_{1},2\omega_{3})=$ (A.1)

$\frac{1}{x^{2}}+\sum_{(m,n)\in \mathbb{Z}x\mathbb{Z}\backslash \{(0,0)\}}[\frac{1}{(x-2m\omega_{1}-2n\omega_{3})^{2}}-\frac{1}{(2m\omega_{1}+2n\omega_{3})^{2}}]$ ,

$\sigma(x)=\wp(x|2\omega_{1)}2\omega_{3})=x\prod_{(m,n)\in \mathbb{Z})(\mathbb{Z}\backslash \{(0,0)\}}[1-\frac{x}{2m\omega_{1}+2n\omega_{3}}]$
.

. $\exp[\frac{x}{2m\omega_{1}+2n\omega_{3}}+\frac{x^{2}}{2(2m\omega_{1}+2n\omega_{3})^{2}}]$ ,

$\zeta(x)=\frac{\sigma’(x)}{\sigma(x)}$ .
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$\omega_{2}=-\omega_{1}-\omega_{3}$ とし、

$e_{i}=\wp(\omega_{i})$ , $\eta_{i}=\zeta(\omega_{i})$ , $(i=1,2,3)$ , (A.2)
とおく。すると以下の関係式が成立している。

$e_{1}+e_{2}+e_{3}=\eta_{1}+\eta_{2}+\eta_{3}=0$ , (A.3)
$\wp(x)=-\zeta’(x)$ , $(\wp’(x))^{2}=4(\wp(x)-e_{1})(\wp(x)-e_{2})(\wp(x)-e_{3})$ ,
$\wp(x+2\omega_{i})=\wp(x)$ , $((X+2\omega_{i})=\zeta(x)+2\eta_{i}$ $(i=1,2,3)$ ,

$\wp_{i}(x)(i=1,2,3)$ の定義は以下の式である。

$\wp_{i}(x)=\exp(-\eta_{i}x)\sigma(x+\omega_{i})/(\sigma(x)\sigma(\omega_{i}))$ . (A.4)
すると

$\wp_{i}(x)^{2}=\wp(x)-e_{i}$ , $(i=1,2,3)$ , (A.5)
が成立している。

$\omega_{1}=1/2_{\text{、}}\omega_{3}=\tau/2_{\text{、}}q=\exp(2\pi\sqrt{-1}\tau)$ とおくと、 以下のような展開式があるこ
とが知られている。

$\wp(x)=-2\eta_{1}+\frac{\pi^{2}}{\sin^{2}(\pi x)}-8\pi^{2}$

O科

$\frac{nq^{n}}{1-q^{n}}\cos 2n\pi x$ , (A.6)
$n=1$

$\zeta(x)=2\eta_{1}x+\frac{\pi}{tan(\pi x)}+4\pi\sum_{n=1}^{\infty}\frac{q^{n}}{1-q^{n}}\sin 2n\pi x$ ,

$\eta_{1}=\pi^{2}[\frac{1}{6}-4\sum_{n=1}^{\infty}\frac{nq^{n}}{1-q^{n}}]$ .
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