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1 序

Harish-Chandra の c-関数はリーマン対称空間の Plancherel測度と関係して, 塗筆単純リー
群の表現論で重要な役割を果たしている. c-関数は帯球関数の漸近展開の初項の係数とし
て導入されたが, 一般の対称空間の c-関数についても同じような考え方で定義すること
は可能である.
この講演では歴史的な背景も解説しながら, 大島 $([21],[23])$ による –般の半単純対称

空間の c-関数の定義, 計算法などについて概説する. 全体像を把握するのが大変なので,
断片的な内容であり記号はもちろん, 記述に整合性がないことをあらかじめお断りして
おく.

2 Harish-Chandraの c-関数

2.1 帯球関数と \sim 関数

Harish-Chandraは彼の有名な論文のひとつである [10] において群 $G$ 上の帯球関数

$\phi_{\lambda}(g)=[_{K}e^{(\lambda-\rho)(H(gk))}dk$ (2.1)

を導入した. また, この関数の漸近挙動の主要項として c-関数を次のような積分表示で
定義した.

$c(\lambda)=[_{\overline{N}}e^{-(\lambda+\rho)(H(\overline{n}))}d\overline{n}$ (2.2)

いうまでもなく, $G$ は中心が有限群である連結な非コンパクト半単純リー群であり, $K$ は

その極大コンパク ト部分群である. $G=KA_{\mathfrak{p}}N$ という岩沢分解がなりたつが, $g$ に対し

て, $A_{\mathfrak{p}}$ のリー環 $a_{\mathfrak{p}}$ の元 $H(g)$ で $g\in Ke^{H(g)}N$ となるものが–意に定まる. ここで, $e^{H(g)}$

は $a_{\mathfrak{p}}$
から $A_{\mathfrak{p}}$ への指数写像 $\exp$ の像である. $a_{\mathfrak{p}}$ の複素化の双対を $\mathfrak{a}_{\mathfrak{p},\text{。}}^{*}\text{で表^{せば}}$, この表

示から類推されるように, 任意の $g\in G,$ $\lambda\in a_{\mathfrak{p},c}^{*}$ に対して, $e^{(\lambda(H(g))}\neq 0$ である. $\overline{N}$ は

$N$ の対極にある $G$ のべキ単部分群である.
帯球関数の基本的性質として,

$\bullet\phi_{\lambda}(e)=1$
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$\bullet\phi_{\lambda}(kgk’)=\phi_{\lambda}(g)$ $(\forall g\in G, k, k’\in K)$

$\bullet$ $\phi_{w\lambda}=\phi_{\lambda}$ $(\forall w\in W)$ (ここで $W$ は $a_{\mathfrak{p}}$ に関するワイル群である. )

$\bullet[_{K}\phi_{\lambda}(gkg’)dk=\phi_{\lambda}(g)\phi_{\lambda}(g’)$ $(g, g’\in G)$

$\bullet D\phi_{\lambda}=\gamma(D)(\lambda)\phi_{\lambda}$ $(\forall D\in D(G/K))$

$\bullet\phi_{\lambda}(g)=$

ここで, $D(G/K)$ はリーマン対称空間 $G/K$ 上の不変微分作用素環である. 任意の $g\in G$

に対して $\kappa(g)\in K$ を $g\in\kappa(g)A_{\mathfrak{p}}N$ となる元とすると,

$t[_{K}f(k)dk=[_{K}f(\kappa(gk))e^{-2\rho(H(gk))}dk$ $(\forall f\in C(K))$ (2.3)

が成り立つが, この積分公式より

$\phi_{\lambda}(g)=[_{K}e^{(-\lambda-\rho)H(g^{-1}k)}dk$ (2.4)

を得る.

2.2 $G=SL(2, R)$ の場合

もつとも簡単だがもっとも本質的な例をあげる. $G=SL(2, R)$ とする. $g=\in G$
は上半平面 ${\rm Im} z>0$ に

$z arrow g\cdot z=\frac{az+b}{cz+d}$

で作用している. この揚合, $i=\sqrt{-1}$ の等方部分群は $K=SO(2)$ である. $Y=$
として, $a_{t}= \exp(\frac{1}{2}tY)=(t\in R)$ とおけば, $A_{\mathfrak{p}}=\{a_{t}|t\in R\}$ が成り立

ち, さらに $G=KA_{\mathfrak{p}}K$が成り立つ. $a_{\mathfrak{p}}=RY$ は $A_{\mathfrak{p}}$ のリー環である. $\alpha\in a_{\mathfrak{p}}^{*}$ を $\alpha(Y)=2$

で定義する. $k_{\theta}=$ とすれば $K=\{k_{\theta}|\theta\in R\}$ である. この場合,

$N=\{|x\in R\}$ としてよい. 次の分解が成り立つ :

$=[=_{c}^{D}Da$ $\frac{-c}{\frac{Da}{D}}]$ $(D=\sqrt{a^{2}+c^{2}})$



したがって, $H(a_{t}k_{\theta})= \frac{1}{2}t’Y$ で $t’$ を定義すると, $t’=l\circ g(e^{t}\cos^{2}\theta+e^{-t}\sin^{2}\theta)$ がわかる.
レ $a$まの場合, $\rho=\alpha/2$ である. そこで, $\lambda=s\alpha(s\in C)$ とすれば,

$\phi_{\lambda}(a_{t})=\frac{1}{2\pi}[_{-\pi}^{\pi}(e^{t}\cos^{2}\theta+e^{-t}\sin^{2}\theta)^{s-1/2}d\theta$ (2.5)

簡単な計算でこの式は

$\frac{1}{2\pi}[_{-\pi}^{\pi}$ $(e^{t}$ Cos2 $\theta+e^{-t}\sin^{2}\theta)^{s-1/2}d\theta=\frac{1}{\pi}[_{0}^{\pi}(\cosh t+\sinh t\cos\theta)^{s-1/2}d\theta=P_{s-1/2}(\cosh t)$

となることがわかる. ここで几 $(z)$ は第 1種ルジャンドル関数である. 第 1種ルジャンド
ル関数に対して関数等式 $P_{-\nu-1}=P_{\nu}$ が成り立つが, これは $P_{-s-1/2}=P_{s-1/2}$ と同等であ
り, 帯球関数のワイル群に関する関数等式の特別な場合と見なせる. $u(z)=P_{\nu}(z)$ は微分
方程式

$[(1-z^{2}) \frac{d^{2}}{dz^{2}}-2_{Z}\frac{d}{dz}]u=-l\text{ノ}$$(\nu+1)u$

を満たす. 変数変換 $z=c\circ sht$ \iota こよってこの微分方程式を書き直す. まず

$\frac{d}{dt}=\frac{e^{t}-e^{-t}}{2}\frac{d}{d_{Z}}$

$\frac{d^{2}}{dt^{2}}=-(1-z^{2})\frac{d^{2}}{dz^{2}}+z\frac{d}{d_{Z}}$

が成り立ち,

$(1-z^{2}) \frac{d^{2}}{dz^{2}}-2_{Z}\frac{d}{d_{Z}}=-[\frac{d^{2}}{dt^{2}}+\frac{\cosh t}{\sinh t}\frac{d}{dt}]$

がわかり, したがって, $\phi_{\lambda}(a_{t})$ に対する微分方程式

$[ \frac{d^{2}}{dt^{2}}+\frac{\cosh t}{\sinh t}\frac{d}{dt}]\phi_{\lambda}(a_{t})=[s^{2}-\frac{1}{4}]\phi_{\lambda}(a_{t})$ (2.6)

を得る. これは対称空間の不変微分作用素の固有関数になることを意味している.
さて $\phi_{\lambda}(a_{t})$ の積分表示 (2.5) に戻る. 変数変換 $x= \tan\frac{\theta}{2}$ によって

$\sin\theta=\frac{2x}{1+x^{2}}$ , $\cos\theta=\frac{1-x^{2}}{1+x^{2}}$ , $d \theta=\frac{2}{1+x^{2}}dx$

が成り立つので,

$\frac{1}{2\pi}[_{-\pi}^{\pi}(e^{t}\cos^{2}\theta+e^{-t}\sin^{2}\theta)^{s-1/2}d\theta=\frac{1}{\pi}[^{\infty}\frac{(e^{t}+e^{-t}x^{2})^{s-\frac{1}{2}}}{(1+x^{2})^{s+\frac{1}{2}}}dx*-\infty$

したがって

$\phi_{\lambda}(a_{t})=\frac{1}{\pi}[_{-\infty}^{\infty}\frac{(e^{t}+e^{-t}x^{2})^{s-\frac{1}{2}}}{(1+x^{2})^{s+\frac{1}{2}}}d_{X}$ (2.7)



を得る. いま $tarrow+\infty$ のときの $\phi_{\lambda}(a_{t})$ の漸近挙動を調べる.

$e^{-(s-1/2)t} \phi_{\lambda}(a_{t})=\frac{1}{\pi}]_{-\infty}^{\infty}\frac{(1+e^{-2t}x^{2})^{s-\frac{1}{2}}}{(1+x^{2})^{s+\frac{1}{2}}}d_{X}$

だから, ${\rm Re}(s)>0$ のとき, $lim_{tarrow+\infty}e^{-(s-1/2)t}\phi_{\lambda}(a_{t})$ は収束する. この極限値を $c(s)$ で

表せば

$c(s)= \frac{1}{\pi}[_{-\infty}^{\infty}\frac{d_{X}}{(1+x^{2})^{s+\frac{1}{2}}}$ (2.8)

帯球関数の関数等式より $\phi_{\lambda}(a_{t})$ は $sarrow-s$ という変換で不変だから, ${\rm Re}(s)<0$ のとき

には,
$\lim_{tarrow+\infty}e^{-(-s-1/2)t}\phi_{\lambda}(a_{t})=c(-s)$

が成り立つ. $c(s)$ はガンマ関数を使って表せる. 実際

$I_{-\infty}^{\infty} \frac{dx}{(1+x^{2})^{s+\frac{1}{2}}}=$

だから,

$c(s)= \frac{1}{\pi}\frac{\Gamma(s)\Gamma(\frac{1}{2})}{\Gamma(s+\frac{1}{2})}$ (2.9)

を得る. 微分方程式 (2.6) の–般解を考察する. $y=e^{-2t}$ とすれば,

$\frac{d^{2}}{dt^{2}}+\frac{\cosh t}{\sinh t}\frac{d}{dt}=4[y\frac{d}{dy}]^{2}-2\frac{1+y}{1-y}[y\frac{d}{dy}]$

だから, 方程式

$\{\frac{d^{2}}{dt^{2}}+\frac{\cosh t}{\sinh t}\frac{d}{dt}-[s^{2}-\frac{1}{4}]\}u(t)=0$

は

$[ \{y\frac{d}{dy}-\frac{1-2s}{4}][y\frac{d}{dy}-\frac{1+2s}{4}]-y[y\frac{d}{dy}+\frac{1-2s}{4}][y\frac{d}{dy}+\frac{1+2s}{4}]\ovalbox{\ttREJECT} v(y)=0$

(2.10)
になる. 簡単のため, 当面の間 $s\not\in Z$ を仮定する. このとき, $|y|<<1$ で収束する $y$ の

ベキ級数

$\tilde{v}_{s}(y)=\sum_{n=0}^{\infty}a_{n}(s)y^{n}$

で次の条件を満たすものが存在する :
(i) $a_{0}(s)=1(ii)a_{n}(s)$ は $s$ の有理関数 $(n=1,2,3, \ldots)$

(iii) $v_{s}(y)=y^{(1-2s)/4}\tilde{v}_{s}(y)$ は微分方程式 (2.10) の解になる.
方程式 (2.10) は 2階常微分方程式だから, 1次独立な解は 2つである. また, 仮定の下で
は $v_{s}(y),$ $v$-s(のは $y=0$ の近くで定義された 1次独立な解である. したがって, $\phi_{\lambda}(a_{t})$

は $y=e^{-2t}$ という座標で考えると $v_{s}(y),$ $v-s$ (のの 1次結合で表せる. すなわち

$\phi_{\lambda}(a_{t})=c_{s}^{+}v_{s}(y)+c_{s}^{-}v_{-s}(y)$



となる $c_{s}^{+},$
$c_{s}^{-}$ が存在する. ところで, ${\rm Re}(s)>0$ のとき,

$tarrow\infty 1ime^{-(s-1/2)t}\phi_{\lambda}(a_{t})=c(s)$

だから, $c_{s}^{+}=c(s)$ がわかる. これは ${\rm Re}(s)>0$ で成り立つ式だが, $c_{s}^{+}$ が $s$ の有理型関
数であることがわかるので, 条件 ${\rm Re}(s)>0$ は取り除ける. 同様にして, $c_{s}^{-}=c(-s)$ が

示せる. これで,
$\phi_{\lambda}(a_{t})=c(s)v_{s}(y)+c(-s)v_{-s}(y)$ (2.11)

が $0<y<<1$ で成り立つことがわかる.
$c(s)$ が $G=SL(2, R)$ の場合の C-関数である. $c(s)$ の積分表示 (2.8) を–般化したも

のが $c(\lambda)$ の積分表示式 (2.2) である.

2.3 Gindikin-Karpelevi\v{c} の積公式
帯球関数を超幾何関数の–般化とみて, 多変数の特殊関数とみてどうであろう力\searrow とい

う問題は論文 [10] が出版された直後から Gelfand その他のロシアの数学者にとって関心
があったことだと Gindikin は書いている ([8]). また, $c(\lambda)$ を具体的に書き下すことも
重要な問題だと認識されていた. $G$ が複素半単純群の場合には, 帯球関数は本質的には
指数関数の 1次結合で表せ, $c(\lambda)$ は $\lambda$ の有理式で表せることは Harish-Chandra 以前に
Gelfand などが求めていた $(cf.[7])$ . それ以外の例としては, Berezin と Karpelevi\v{c} (cf. [1])
が $SU(p, q)/S(U(p)\cross U(q))$ の場合に, 副子関数は本質的には超幾何関数の 1次結合で表
せることと, $c(\lambda)$ の計算をしている. $SL(n, R)/SO(n)$ の場合に c-関数を初めてガンマ
関数の積で表すことに成功したのは Bhanu Murthy ([4]) である. それまで, 一般のリーマ
ン対称空間の c-関数が既知関数で記述できるかどうかは知られていなかったので, この結
果は特筆すべきことかもしれない. Bhanu Murthy は引き続いて $Sp(n, R)/U(n)$ の場合に

c-関数を計算した (cf. [5]). これらの結果は–般の c-関数がガンマ関数の積で表示できる
らしいことを示唆しているが, それを実行したのが Gindikin と Karpelevich である ([9]).
その結果を書き下すのに少し記号の準備をする. $\mathfrak{g}$ を $G$ のリー環とし, $\Sigma(a_{\mathfrak{p}})$ を $\mathfrak{g}$ の

$\mathfrak{a}_{\mathfrak{p}}$

に関するルート系とする. $\forall\alpha\in\Sigma(a_{\mathfrak{p}})\iota’-$対して $m_{\alpha}$ を $\alpha$ の重複度とする. $a_{\mathfrak{p}}$ には $W$不変

な内積が入るが, それを $\langle\cdot, \cdot\rangle$ で表し, $\alpha\in\Sigma(a_{\mathfrak{p}})$ と $\lambda\in a_{\mathfrak{p},c}$ に対して, $\lambda_{\alpha}=2\frac{\langle\lambda,\alpha\rangle}{\langle\alpha,\alpha\rangle}$ とおく.
さらに, $\Sigma(\mathfrak{a}_{\mathfrak{p}})^{+}$ を $N$ に対応する正ルート全体の集合, $\Sigma(a_{\mathfrak{p}})_{0}=\{\alpha\in\Sigma(a_{\mathfrak{p}})|\frac{1}{2}\alpha\not\in\Sigma(a_{\mathfrak{p}})\}$ ,

$\Sigma(a_{\mathfrak{p}})_{0}^{+}=\Sigma(a_{\mathfrak{p}})_{0}\cap\Sigma(a_{\mathfrak{p}})^{+}$ とおく. 以上の準備のもとで,

$c_{\alpha}( \lambda)=\frac{\Gamma(m_{\alpha}+m_{2\alpha})}{\Gamma(\frac{m_{\alpha}+m_{2\alpha}}{2})}\frac{\Gamma(\frac{\lambda_{\alpha}}{2})}{\Gamma(\frac{\lambda_{\alpha}+m_{\alpha}}{2})}\frac{\Gamma(\frac{\lambda_{\alpha}+m_{\alpha}}{4})}{\Gamma(\frac{\lambda_{\alpha}+m_{\alpha}}{4}+\frac{m_{2\alpha}}{2})}$ (2.12)

とおけば, $c(\lambda)$ に対する積公式

$c( \lambda)=\prod_{\alpha\in\Sigma\{a_{\mathfrak{p}})\text{ま}}c_{\alpha}(\lambda)$

(2.13)

が成り立つ.
等式 (2.12), (2.13) がどのように導かれるかを少し説明する. $\alpha\in\Sigma(\mathfrak{a}_{\mathfrak{p}})l\vec{-}$対して $\mathfrak{g}_{\alpha}$

を $\alpha$ に対応するルート空間とする. $\mathfrak{g}(\alpha)$ は実階数が 1の単純リー環である. また, $9\pm\alpha$ か

ら生成される $\mathfrak{g}$ の部分リー環を $\mathfrak{g}(\alpha)$ とする. そして, $G(\alpha)$ を $\mathfrak{g}(\alpha)$ から生成される $G$



の解析的部分群とする. このとき, $K(\alpha)=G(\alpha)\cap K$ は $G(\alpha)$ の極大コンパクト部分群
になる. $G(\alpha)$ に対する c-関数が実は (2.12) の $c_{\alpha}$ である. (正確には, パラメータ $\lambda$ を

どうとるかを説明する必要があるが, ここでは省略する.) Gindikin-Karpelevi\v{c} の結果よ
り, C-関数の計算は「(1) 実階数 1の非コンパクト単純リー群の場合の計算」 (式 (2.12)) と
「 (2) 積公式」 (式 2.13) $)$ に帰着されることがわかる.

(1),(2) について少し解説する.
(1) については, Harish-Chandra ([10]) がすでに計算している. それは, 帯球関数の満

たす微分方程式を決定することから始める. $G$ が実階数 1の場合, リーマン対称空間上の
不変微分作用素は Laplace-Beltrami 作用素 $L_{G/K}$ の多項式であらわされる そして $\phi_{\lambda}(g)$

は $L_{G/K}$ の固有関数である. $\Sigma(a_{\mathfrak{p}})=\{\pm\alpha, \pm 2\alpha\}$ としたとき, $\phi_{\lambda}(a_{t})$ は次の微分方程式
を満たすことがわかる ( $Y\in a_{\mathfrak{p}}$ を $\alpha(Y)=1$ つなるようにとり, $at=\exp(tY)$ とおく. ):

$\ovalbox{\ttREJECT} z(z-1)\frac{d^{2}{dz^{2}}+\{(a+b+1)z-c\}\frac{d}{d_{\mathcal{Z}}}+ab]u(z)=0$ (2.14)

ただし, $Z=-(\sinh t)^{2}$ でしかも

(2.15)

である. (2.14) はよく知られているガウスの超幾何微分方程式であり, 単位元 (この場合
$t=0$ で, $z=0$ が対応している) で正則な解は $F(a, b, c, z)$ の定数倍しかなく, しかも
$\phi_{\lambda}(e)=1$ であるから, 結局,

$\phi_{\lambda}(a_{t})=F(a, b, c;-(\sinh t)^{2})$

を得る. -方では, 超幾何関数の接続公式

$F(a, b, c;z)$ $=$

$\frac{\Gamma(c)\Gamma(ba)}{+\frac{\Gamma(c)\Gamma(ab)(c=a)1z}{\Gamma(a)\Gamma(cb)}=\Gamma(b)\Gamma}|^{-a}F(a,a-c+1, a-b+1;1/z)|z|^{-b}F(b, b-c+1, b-a+1;1/z)$ (2.16)

が成り立つ. この等式を使って, $\lim_{tarrow\infty}e^{2at}\phi_{\lambda}$ $(at)= \lim_{tarrow\infty}(2\sinh t)^{2a}\phi_{\lambda}(a_{t})$ を計算する
ことで, $c(\lambda)$ が (2.12) の右辺になることを示せる. このようにして, 実階数が 1の場合
には, $c(\lambda)$ の積分表示 (2.2) を使わなくても計算できる.

(1) についてのもう -つの方法は (2.2) を直接計算してしまうことである. この方法
は Helgason ([11]) と Schiffman ([27]) にあるが, どちらが優先しているのかゎからない.
$\alpha\in\Sigma(a_{\mathfrak{p}})_{0}^{+}$ をとる. $m_{2\alpha}\neq 0$ の場合を取り扱うことにする ( $m_{2\alpha}=0$ の場合はより
簡単である). $B(\cdot, \cdot)$ を佳の Killing 形式, $Z\in \mathfrak{g}$ に対して, $Q(Z)=-\langle\alpha, \alpha\rangle B(Z, \theta Z)$

とおく. ここで, $\theta$ は $\mathfrak{g}$ の Cartan involution である. $\emptyset-\alpha+9-2\alpha$ から刃への指数写像
$X+Yarrow\exp(X+Y)$ は微分同型になるが,

$e^{\lambda(H(\exp(X+Y)))}=[(1+ \frac{1}{2}Q(X))^{2}+2Q(Y)]^{\lambda_{\alpha}/4}$ $(X\in \mathfrak{g}_{-\alpha}, Y\in \mathfrak{g}_{-2\alpha})$ (2.17)

が成り立つ. この式の証明は, $X\in \mathfrak{g}_{-\alpha},$ $Y\in \mathfrak{g}_{-2\alpha}$ を $X\neq 0,$ $Y\neq 0$ のようにとれば,
$X,$ $Y,$ $\theta(X),$ $\theta(Y)$ で生成されるリー環が $\epsilon u(2,1)$ に同型になることを使い, $SU(2,1)$ の場

合の岩沢分解の計算に帰着させることで成し遂げられる. (2.17) から,

$c( \lambda)=[_{\mathfrak{g}_{-\alpha}x_{B-2\alpha}}[(1+\frac{1}{2}Q(X))^{2}+2Q(Y)]^{-\frac{1}{4}(\lambda_{\alpha}+m_{\alpha}+2m_{2\alpha})}dXdY$ (2.18)



を得る. ここで, $dX,$ $dY$ はそれぞれユークリッド空間 $\mathfrak{g}_{-\alpha}$ , 佳-2\alpha の普通の測度である. さ
らに $Q(X),$ $Q(Y)$ はそれぞれ $\mathfrak{g}_{-\alpha}\simeq R^{m_{\alpha}},$ $\mathfrak{g}_{-2\alpha}\simeq R^{m_{2\alpha}}$ の正定値 2次形式である. (2.18)
の右辺は零でない定数倍を除いて

$[_{0}^{\infty}[_{0}^{\infty}t^{m_{\alpha}-1}u^{m_{2\alpha}-1}((1+t^{2})+u^{2})^{-\frac{1}{4}(\lambda_{\alpha}+m_{\alpha}+2m_{2\alpha})}dtdu$

に等しく, この定積分はガンマ関数で表すことができる. このようにして $c(\lambda)$ が計算さ
れる.

(2) については, intertwining 作用素の理論として整理されている これもやはり, Hel-
gason ([11]) と Schiffman ([27]) にある また, Gindikin-Karpelevich の公式と intertwining
作用素の理論との関連についての歴史的背景に関しては Knapp の解説 ([14]) が参考にな
る. -応超関数論に基づく議論をするために, 次の空間を導入することから始める :

$B(G/P;L_{\lambda})=\{f(g)\in B(G)|f(gman)=a^{\lambda-\rho}f(g)(\forall g\in G, m\in M, a\in A_{\mathfrak{p}}, n\in N)\}$

(2.19)
ここで $P=MA_{\mathfrak{p}}N$ は $G$ の極小放物型部分群であり, $B(G)$ は $G$ 上の超関数の空問で
ある. $g\in G$ と $f\in B(G/P, L_{\lambda})$ に対して $\pi(g)f(g’)=f(g^{-1}g’)$ で $\pi(g)f$ を定義すれば,
$\pi(g)f\in(G/P;L_{\lambda})$ はあきらかなので, $\pi$ は $G$ の表現を定義する.

$B(G/P;L_{w\lambda})(w\in W)$ の間の intertwining 作用素について復習する. 任意の $n\in \mathbb{Z}$ に

対して, $a_{\mathfrak{p},c}^{*}(n)=\{\lambda\in a_{\mathfrak{p},c}^{*}|rmRe(\mu_{i}(\lambda-\rho))>n(1\leq i\leq r)\}$ とおく. $\lambda$ が $\lambda+\rho\in-a_{\mathfrak{p})c}^{*}(0)$

のとき,
$A(\lambda, w)$ : $B(G/P;L_{\lambda})arrow B(G/P;L_{w\lambda})$

を定義する. $f(g)\in B(G/P;L_{\lambda})$ が C\infty 。関数のとき,

$(A(\lambda, w)f)(g)=[_{\overline{N}_{w}}f(g\overline{w}\overline{n}_{w})d\overline{n}_{w}$

とおく. ただし $\overline{N}_{w}=\overline{N}\cap\overline{w}^{-1}N\overline{w}$ であり, $d\overline{n}_{w}$ は $\overline{N}_{w}$ 上の不変測度で

$[_{\overline{N}_{w}}\exp\{-2\rho(H(\overline{n}_{w}))\}d\overline{n}_{w}=1$

で正規化されたものである. $\delta(kM)$ を台が $eM$ にある $K/M$ 上のデルタ関数として,
$\delta_{\lambda}(g)=\delta(\kappa(g)M)\exp\{(\lambda-\rho)(H(g))\}$ とおく. $\delta_{\lambda}(g)\in B(G/P;L_{\lambda})$ である. このとき,
$F_{\delta_{\lambda,w}}=A(\lambda, w)\delta_{\lambda}$ は定義できて

$F_{\delta_{\lambda,w}}(m_{1}a_{1}n_{1}gm_{2}a_{2}n_{2})=F_{\delta_{\lambda,w}}(g)\exp\{(\lambda+\rho)(\log a_{1})+(w\lambda-\rho)(\log a_{2})\}$

$(\forall g\in G, m_{i}\in M, a_{i}\in A_{\mathfrak{p}}, n_{i}\in N)$
(2.20)

が成り立つ. 逆に, (2.20) と同じ条件をみたす超関数は $F_{\delta_{\lambda,w}}$ の定数倍しか存在しないこ
ともわかる. $\lambda$ について瑠\mbox{\boldmath $\lambda$},w を解析接続することによって, $\lambda\in Y$ であれば 1, 濡\mbox{\boldmath $\lambda$},w は
定義できて, 任意の $f(g)\in \mathcal{B}(G/P;L_{\lambda})$ に対して,

$A(\lambda, w)f=[_{K}f(k)_{\mathcal{T}}(k)F_{\delta_{\lambda,w}}dk$

1

$Y=\{\mu\in a_{\mathfrak{p},c}|\frac{2\langle\mu,\alpha\rangle}{\langle\alpha,\alpha\rangle}\not\in \mathbb{Z}$ $(\forall\alpha\in\Sigma(\mathfrak{a}_{\mathfrak{p}}))\}$



とおけば,
$A(\lambda, w)$ ; $B(G/P;L_{\lambda})arrow B(G/P;L_{w\lambda})$

は G-同変準同型である.
$w,$ $w^{r}\in W$ に対して,

$A(\lambda, ww’)=A(w, w’\lambda)oA(w’, \lambda)$ (2.21)

が成り立つ. $h_{\lambda}(g)=e^{(\lambda-\rho)(H(g))}$ とおくと, $h_{\lambda}(kgman)=a^{\lambda-\rho}(k\in K,$ $g\in G,$ $m\in M,$ $a\in$

$A_{\mathfrak{p}},$ $n\in N)$ でしかも $h_{\lambda}(e)=1$ が成り立つ. さらに, 左 $K$-不変な $B(G/P;L_{\lambda})$ の元は $h_{\lambda}(g)$

の定数倍しかない. したがって, $\forall w\in W$ に対して, $A(\lambda, w)h_{\lambda}$ は左 $K$-不変な $B(G/P;L_{w\lambda})$

の元になるので, hいの定数倍になり,

$A(\lambda, w)h_{\lambda}=c_{\lambda,w}h_{w\lambda}$ (2.22)

となる定数 $c_{\lambda,w}$ が存在することがわかる. (2.21) と (2.22) より,

$c_{\lambda,ww’}=c_{w’\lambda,w}c_{\lambda,w’}$ $(\forall w, w’\in W)$ (2.23)

が成り立つ. また, $w^{*}\in W$ で $w^{*}(\Sigma(a_{\mathfrak{p}})^{+})\cap\Sigma(a_{\mathfrak{p}})^{+}=\emptyset$ となるものがただひとつ存在す
るが, $\overline{N}_{w^{*}}=\overline{N}$ になり, また

$A( \lambda, w^{*})h_{\lambda}(e)=\int_{\overline{N}}e^{(\lambda-\rho)(H(\overline{n}))}d\overline{n}$

だから,
$c_{\lambda,w^{*}}=c(-\lambda)$

がわかる. -方では, $\alpha\in\Sigma(a_{\mathfrak{p}})$ に対する $a_{\mathfrak{p}}$ の鏡映を $s_{\alpha}$ で表すことにすると, $\alpha$ が単純
ルートのとき,

$c_{\lambda,s_{\alpha}}=c_{\alpha}(-\lambda)$

もわかる. この式と (2.21),(2.23) をあわせて, $c(\lambda)$ の積公式 (2.13) を得る.

3 対称空間

3.1 半単純リー環の対合同型

9を半単純リー環とする. $\sigma$ は $\mathfrak{g}$ のベクトル空間としての線形自己同型とする. $\sigma([X, Y])=$

$[\sigma(X), \sigma(Y)](\forall X, Y\in \mathfrak{g})$ が成り立つとき, $\sigma$ を $\mathfrak{g}$ のりー自己同型という. $\mathfrak{g}$ の自己同型
全体の集合を Aut(g) とする. Aut(g) は $GL(\mathfrak{g})$ の閉部分群であるが, 一般には連結では
ない. Int(13) を Aut(g) の単位元を含む連結成分とする.

$\sigma\in Aut(\mathfrak{g})$ が $\sigma^{2}=I_{\mathfrak{g}}$ を満たすとき, 対合同型であるという. $\sigma(\neq I_{\mathfrak{g}})$ が対合同型
であれば半単純であり, 固有値は $\pm 1$ である. $\mathfrak{g}^{\sigma}=\{X\in \mathfrak{g}|\sigma(X)=X\},$ $\mathfrak{g}^{-\sigma}=\{X\in$

$\mathfrak{g}|\sigma(X)=-X\}$ とおけば, $\mathfrak{g}^{\sigma}$ は $\mathfrak{g}$ の部分リー環であり, $\mathfrak{g}=\mathfrak{g}^{\sigma}+\mathfrak{g}^{-\sigma}$ は直和分解であ
る. これは $\sigma$ に付随する $\mathfrak{g}$ の直和分解といい, $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})$ を半単純対称対という.
これから $\mathfrak{g}$ は非コンパクト型と仮定する. 以前に述べたように, $\mathfrak{g}=\not\in+\mathfrak{p}$ をカルタ

ン分解とするとき, $\theta(X+Y)=X-Y(\forall X\in f,$ $Y\in$ 切で佳の線形自己同型を定義す



れば, リー自己同型になる. $\theta$ を $\mathfrak{g}$ の対合同型になる. これをカルタン対合同型という.
$\mathfrak{g}^{\theta}=f,$ $\mathfrak{g}^{-\theta}=$ やである. 対合同型はカルタン対合同型以外にもある. $(\mathfrak{g}, f)$ をリーマン対
称対という.

$\sigma$ を $\mathfrak{g}$ の自明でない対合同型とする. このとき, $\mathfrak{g}$ のカルタン対合 $\theta$ で $\sigma\theta=\theta\sigma$ とな
るものが存在する. $\mathfrak{g}=f+\mathfrak{p}$ を $\theta$ に付随するカルタン分解, $\mathfrak{g}=\mathfrak{g}^{\sigma}+\mathfrak{g}^{-\sigma}$ を $\sigma$ に付随す
る $\mathfrak{g}$ の直和分解とする. $\sigma\theta$ も $\mathfrak{g}$ の対合同型になるが, $\mathfrak{g}^{\sigma\theta}=\mathfrak{g}^{\sigma}\cap \mathfrak{g}^{\theta}+\mathfrak{g}^{-\sigma}\cap \mathfrak{g}^{-\theta},$ $\mathfrak{g}^{-\sigma\theta}$

$\mathfrak{g}^{\sigma}\cap \mathfrak{g}^{-\theta}+\mathfrak{g}^{-\sigma}\cap \mathfrak{g}^{\theta}$ になる. $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma\theta})$ は $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})$ の同伴対称対といい, しばしば $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{a}$ と

書く. また, g。を $\mathfrak{g}$ の複素化として, $\sigma$ と $\theta$ を以下のようにして $\mathfrak{g}_{c}$ の対合同型に拡張
する.

$\theta(X+\sqrt{-1}Y)=\theta(X)+\sqrt{-1}\theta(Y)$ , $\sigma(X+\sqrt{-1}Y)=\sigma(X)+\sqrt{-1}\sigma(Y)$ (X, $Y\in \mathfrak{g}$ )

そして

$\mathfrak{g}^{d}=\mathfrak{g}^{\sigma}\cap \mathfrak{g}^{\theta}+\sqrt{-1}\mathfrak{g}^{\sigma}\cap \mathfrak{g}^{-\theta}+\sqrt{-1}\mathfrak{g}^{-\sigma}\cap \mathfrak{g}^{\theta}+\mathfrak{g}^{-\sigma}\cap \mathfrak{g}^{-\theta}$

とおくと, $\mathfrak{g}^{d}$ は $\mathfrak{g}_{c}$ の実型であり, $\sigma$ は $\mathfrak{g}^{d}$ のカルタン対合同型である. また

$(\mathfrak{g}^{d})^{\theta}=\mathfrak{g}^{\sigma}\cap \mathfrak{g}^{\theta}+\sqrt{-1}\mathfrak{g}^{-\sigma}\cap \mathfrak{g}^{\theta}$ , $(\mathfrak{g}^{d})^{-\theta}=\mathfrak{g}^{\sigma}\cap \mathfrak{g}^{-\theta}+\sqrt{-1}\mathfrak{g}^{-\sigma}\cap \mathfrak{g}^{-\theta}$

が成り立つ. $(\mathfrak{g}^{d}, (\mathfrak{g}^{d})^{\theta})$ を $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})$ の双対といい, しばしば $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{d}$ と書く.
$((\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{a})^{a}=((\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{d})^{d}=(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})$ が成り立つことは明らか. $((\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{a})^{d}$ を $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{ad}$ で,

$((\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{d})^{a}$ を $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{da}$ で表すことにする. すると, $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{ada}=(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{dad}$ が成り立つ.

$(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})$ $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{a}$ $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{ad}$

$t$ dual $\int associated$

$(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{d}$ $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{da}$ $(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\sigma})^{dad}$

3.2 半単純対称空間

$\mathfrak{g}$ を非コンパクト型実半単純リー環, $G$ を連結な線形リー止でそのリー熱力 j になるもの
とする. $\mathfrak{g}$ の対合同型 $\sigma$ が $G$ の対合同型に持ち上がるとする. つまり, 同じ文字 $\sigma$ で表
すが, $\sigma$ は位数 2の $G$ の群自己同型で, 任意の $X\in \mathfrak{g}$ に対して $\frac{d}{dt}$ Ad $(\sigma(\exp(tX)))|_{t=0}=$

$ad(\sigma(X))$ が成り立つものとする.
$\mathfrak{g}=\not\in+\mathfrak{p}$ を $\sigma$ と整合する $\mathfrak{g}$ のカルタン分解とする. つまり, $\sigma(\not\in)=\not\in,$ $\sigma(\mathfrak{p})=\mathfrak{p}$ が成

り立つとする. $\theta$ を対応するカルタン対合同型であれば, $\sigma\theta=\theta\sigma$ が成り立つ. 習慣にし
たがって, $\mathfrak{h}=\mathfrak{g}^{\sigma},$ $q=\mathfrak{g}^{-\sigma}$ とおく. $K$ を $f$ に対応する $G$ の解析的部分群とする. また
$G^{\sigma}=\{g\in G|\sigma(g)=g\}$ とおく. $G^{\sigma}$ は必ずしも連結ではない. $G_{0}^{\sigma}$ をそれの単位元を含む
連結成分とする. $G_{0}^{\sigma}$ は $\mathfrak{h}$ に対応する $G$ の解析的部分群である. $H$ を $G_{0}^{\sigma}\subseteq H\subseteq G^{\sigma}$ で

ある $G$ の部分群とする. $G^{\sigma}/G_{0}^{\sigma}$ は有限群なので, $H$ の選び方は高々有限である. $G/H$ の

形の等質空間を半単純対称空間と呼ぶことにする. 対称対 $(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})$ の双対 $(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})^{d}$ を $(\mathfrak{g}^{d}, \mathfrak{h}^{d})$

と書き, $f^{d}$ を $\mathfrak{g}^{d}$ の極大コンパクト部分リー環とする. $G^{d}$ をリー環が $\mathfrak{g}^{d}$ である連結な線
形リー群として, $K^{d}$ を〆をリー環にもっ $G^{d}$ の極大コンパクトリー群とする. このと

き $G^{d}/K^{d}$ はリーマン対称空間である. $G^{d}/K^{d}$ を $G/H$ のりーマン型と呼ぶことにする.
$a$ を $\mathfrak{p}\cap q$ の極大可換部分空間とする. $a$ もまた a可同様に複素半単純リー環のカル

タン部分環のような役割を果たす. $a^{*}$ を $\mathfrak{a}$ の双対空間とする. $\alpha\in a^{*}$ に対して,

$\mathfrak{g}(a, \alpha)=\{X\in \mathfrak{g}|[H, X]=\alpha(H)X(\forall H\in a)\}$



とおく. $\Sigma(a_{\mathfrak{p}})$ と同様に

$\Sigma(a)=\{\alpha\in a^{*}|\alpha\neq 0, \mathfrak{g}(a, \alpha)\neq\{0\}\}$

はルート系になる. そして $a$ に関する $\mathfrak{g}$ のルート系という. 各ルート $\alpha\in\Sigma(a)$ に対し

て, $\mathfrak{g}(a, \alpha)$ を $\alpha$ に属するルート空間という. $\sigma\theta$ は $\mathfrak{g}(a, \alpha)$ を不変にするので,

$\mathfrak{g}^{\pm}(a, \alpha)=\{X\in \mathfrak{g}(a, \alpha)|\sigma\theta X=\pm X\}$

とおくと,
$\mathfrak{g}(a, \alpha)=\mathfrak{g}^{+}(a, \alpha)+\mathfrak{g}^{-}(a, \alpha)$

となる. $m_{\alpha}^{\pm}=\dim \mathfrak{g}^{\pm}(a, \alpha)$ とおく. $\dim$ a を対称対 $(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})$ の実階数 (split rank) という.
実階数が 1であるものは–般の対称対の構成要素であり重要である. それらを表にまと
める.

Table: Symmetric Pairs of Split Rank 1

Type $(\mathfrak{g}^{d}(\mathfrak{g},’ \mathfrak{h}^{d})\mathfrak{h})$ $\Sigma(j)$

$I_{1}$ (so $(p+1,$ $q+1)$ , so $(p+1,$ $q)$ ) $A_{1}^{p+q}$

$I_{1}^{d}$ $(\mathfrak{s}o(p+q+1,1),$ $\mathfrak{s}o(p+1)\oplus so(q, 1))$ $\{_{D_{p+\text{、}}^{1}}^{B_{(p,q)+1}^{|p-q|,1}}$

$(p\neq q)$

$(p=q)$

I2 $(\epsilon u(p+1, q+1),$ $\mathfrak{s}u(p+1, q)\oplus\epsilon o(2))$ $BC_{1}^{2(p+q),1}$

$I_{2}^{d}$ $(\mathfrak{s}u(p+q+1,1),$ $\epsilon\iota\downarrow(p+1)\oplus\epsilon u(q, 1)\oplus so$ (2) $)$ $BC_{(p,q)+1}^{2|p-q|,2,1}$

I3 $(\epsilon \mathfrak{p}(p+1, q+1),$ $\epsilon \mathfrak{p}(p+1,q)\oplus\epsilon \mathfrak{p}(1))$ $BC_{1}^{4(p+q)_{)}3}$

$I_{3}^{d}$ $(\epsilon \mathfrak{p}(p+q+1,1),$ $\epsilon \mathfrak{p}(p+1)\oplus\epsilon \mathfrak{p}(q, 1))$ $BC_{(p,q)+1}^{4|p-q|,4,3}$

$I_{4}^{1}$ $(f_{4(-20)}, \epsilon o(9))$ $BC_{1}^{8,7}$

$I_{4}^{2}$ ( $f_{4(-20)}$ , so(8, 1)) $BC_{1}^{8,7}$

$II_{1}^{d}$ $(\epsilon u(m+1,1)$ , so $(m+1,1))$ $A_{m+1}^{1}$

$II_{1}$ $(\mathfrak{s}\mathfrak{l}(m+2,\mathbb{R}),$ $\mathfrak{g}\mathfrak{l}(m+1,\mathbb{R}))$ $BC_{1}^{2m,1}$

$II_{2}^{d}$ $(5\mathfrak{p}(m+1,1),$ $u(m+1,1))$ $C_{m+2}^{1,1}$

$II_{2}$ $(B\mathfrak{p}(m+2,\mathbb{R}),$ $\epsilon \mathfrak{p}(m+1,\mathbb{R})\oplus$ 卯
$(1, \mathbb{R}))$

$BC_{1}^{4m,3}$

$II_{3}$ $(f_{4(4)}, \epsilon o(5,4))$ $BC_{1}^{8,7}$

$II_{3}^{d}$ $(f_{4(-20)}, \mathfrak{s}\mathfrak{p}(2,1)\oplus\epsilon u(2))$ $F_{4}^{1,1}$

$III_{1}$ $(\epsilon o(m+2, \mathbb{C})$ , so $(m+1, \mathbb{C}))$

$III_{1}^{d}$ so $(m+1,1)$ $\{$

$A_{1}^{m}+A_{1}^{m}$

$B_{\frac{2m+1}{2}}$ $m:$ odd
$D_{\frac{2m}{2}}$ $m:$ even

$III_{2}^{dIII}_{2}$

$(\mathfrak{s}[(m+2,\mathbb{C}), \mathfrak{g}t(m+1,\mathbb{C}))$

$A_{m+1}^{2}BC_{1}^{2m,1}+BC_{1}^{2m,1}$

$\mathfrak{s}u(m+1,1)$

$III_{3}^{dIII}_{3}$

$(\epsilon \mathfrak{p}(m+2,\mathbb{C}),$

$\epsilon \mathfrak{p}(m+1,\mathbb{C})\oplus\epsilon \mathfrak{p}(1, \mathbb{C}))\epsilon \mathfrak{p}(m+1, 1)$ $C_{m+1}^{2,2}BC_{1}^{4m,3}+BC_{1}^{4m+3}$



$III_{4}$ $(f_{4}^{\mathbb{C}}, \epsilon o(9, \mathbb{C}))$ $BC_{1}^{8,7}+BC_{1}^{8,7}$

$III_{4}^{d}$ $f4(-20)$ $F_{4}^{2,2}$

$IV_{1}$ $(50(m+2, \mathbb{H}),$ $\epsilon o(m+1, \mathbb{H})\oplus\epsilon 0(2))$ $BC_{2}^{2m,1,0}$

$IV_{1}^{d}$ $(\epsilon o(2(m+1), 2),$ $u(m+1,1))$ $mmodd:$:
$IV_{2}$ $(B[(m+2, \mathbb{H}), \mathfrak{s}\mathfrak{l}(m+1, \mathbb{H})\oplus\epsilon 1(1, \mathbb{H})\oplus \mathbb{R})$ $BC_{2}^{4m,2,1}$

$IV_{2}^{d}$ $(\epsilon u(2(m+1), 2),$ $\epsilon \mathfrak{p}(m+1,1))$ $A_{m+1}^{4}$

$IV_{3}$ ( $\epsilon_{6(-26)}$ , so (9, $1)\oplus \mathbb{R}$) $BC_{2}^{8,6,1}$

$IV_{3}^{d}$ $(f_{6(-14)}, \mathfrak{s}_{4(-20)})$ $A_{2}^{8}$

$V_{1}$ $(\epsilon[(3, \mathbb{C}), \epsilon \mathfrak{l}(3, \mathbb{R}))$ $A_{2}^{2}$

$V_{2}$ $(\epsilon u(3,3),$ $\mathfrak{s}\mathfrak{p}(3, \mathbb{R}))$ $A_{2}^{4}$

$V_{2}^{d}$ $(\epsilon 1(3, \mathbb{H}),$ $5[(3, \mathbb{C})\oplus\epsilon o(2))$ $C_{3}^{2,1}$

$V_{3}$ $(\mathfrak{e}_{6(2)}, f4(-20))$ $A_{2}^{8}$

$V_{3}^{d}$ $(\epsilon_{6(-26)}, \epsilon 1(3, \mathbb{H})\oplus\epsilon u(2))$ $F_{4}^{2,1}$

3.3 $K_{\epsilon}$ 型対称空間

リーマン対称空間とルート系から簡単に構成できる半単純対称空間について解説する.
まず $\Sigma$ をルート系とする. $\Sigma$ から $\{1, -1\}$ への写像 $\epsilon$ は次の条件を満たすとき $\Sigma$ の

符号あるいは符号写像という.
$(g.1)\in(\alpha)=\epsilon(-\alpha)(\forall\alpha\in\Sigma)$

(g.2) $\epsilon(\alpha+\beta)=\epsilon(\alpha)\in(\beta)$ ( $\forall\alpha,$ $\beta\in\Sigma$ しかも $\alpha+\beta\in\Sigma$ )
$\mathfrak{g}$ を実需単純リー環, 佳 $=f+\mathfrak{p}$ をそのカルタン分解, $\theta$ をそれに対応するカルタン対

合同型とする. $a_{\mathfrak{p}},$ $\mathfrak{m},$
$\Sigma(a_{\mathfrak{p}}),$ $G,$ $K$ などは以前のように定義する. $\epsilon$ を $\Sigma(a_{\mathfrak{p}})$ の符号とす

る. このとき, 佳の線形変換 $\theta_{\epsilon}$ を次のようにして定義する.
$(h.1)\theta_{\epsilon}(X)=\in(\alpha)\theta(X)$ $(\forall\alpha\in\Sigma(a_{\mathfrak{p}}), X\in \mathfrak{g}(a_{\mathfrak{p}}, \alpha))$

(h.2) $\theta_{\epsilon}(X)=\theta(X)$ $(\forall X\in a_{\mathfrak{p}}+\mathfrak{m})$

$\theta_{\epsilon}$ は $\theta$ と可換な $\mathfrak{g}$ の対合同型になるのは明らかである. $\mathfrak{g}=f_{6}+\mathfrak{p}_{\epsilon}$ を対応する直和
分解である. -方では, 直和分解 $\mathfrak{g}=t_{\epsilon}+a_{\mathfrak{p}}+\mathfrak{U}$ は岩沢分解から証明できる. $\Sigma(a_{\mathfrak{p}})_{\in}=$

$\{\alpha\in\Sigma(a_{\mathfrak{p}})|\in(\alpha)=1\}$ とおく. $\Sigma(a_{\mathfrak{p}})_{\epsilon}$ はノレート系になる.
$G$ を $\mathfrak{g}$ をリー環にもつ連結線形リー群で, $\theta_{\epsilon}$ は $G$ の対合同型 (それをまた $\theta_{6}$ で表す)

に持ち上がると仮定する. $K$
。

$=(G^{\theta_{\epsilon}})_{0}M$ とおく. (ここで, $(G^{\theta_{\epsilon}})_{0}$ は $G^{\theta_{\epsilon}}$ の単位成分で
ある. $M$ は $(G^{\theta_{\epsilon}})_{0}$ を正規化している. ) $\Sigma(a_{\mathfrak{p}})$ のワイル群 $W$ は $M^{*}/M$ と同–視できた
が, $M_{\epsilon}^{*}=\{k\in K_{\epsilon}|$ Ad(kl)ap=a訂として, $W_{\epsilon}=M_{\epsilon}^{*}/M$ とおく. $W_{\xi j}$ は $\Sigma(a_{\mathfrak{p}})_{\epsilon}$ のワイ
ル群とみなせる.

$K_{\epsilon}$ の関係する $G$ の分解をいくつかあげる.
カルタン分解の類似は $G=KA_{\mathfrak{p}}K_{\epsilon}$ である. そして, $k_{i}\in K,$ $a_{i}\in A_{\mathfrak{p}},$ $k_{i}’\in K_{\epsilon}(i=1,2)$

に対して $k_{1}a_{1}k_{1}’=k_{2}a_{2}k_{2}’$ が成り立てば, $k_{1}^{-1}k_{2}=k_{1}’k_{2}^{-1}\in K\cap K_{\epsilon},$ $a_{1}=(k_{1}^{-1}k2)a_{2}(k_{1}^{-1}k_{2})^{-1}$

となる. $a_{\mathfrak{p},\epsilon}^{+}=\{Y. \in a_{\mathfrak{p}}|\alpha(Y)>0(\forall\alpha\in\Sigma(a_{p})_{\overline{c}}\cap\Sigma(a_{\mathfrak{p}})^{+})\}$ とおき, $A_{\mathfrak{p},\epsilon}^{+}=\exp a_{\mathfrak{p},\epsilon}^{+}$ とお

く. すると $G=K\overline{A_{\mathfrak{p})\epsilon}^{+}}K_{\epsilon}$ が成り立つ. また, O=eK。とおくと, $(kM, a)\vdasharrow ka\cdot o(kM\in$

$K/M,$ $a\in A_{\mathfrak{p},\epsilon}^{+})$ は $K/MxA_{\mathfrak{p},\epsilon}^{+}$ から $G/K_{\epsilon}$ の密な開集合への解析同型を与える.



$W_{\epsilon}\backslash W$ の代表元を $w_{1}=1,$ $w_{2},$
$\ldots,$

$w_{d}(d=|W|/|W_{\epsilon}|)$ として, さらに $\overline{w}_{i}\in M^{*}$ を

砺M $=w_{i}$ となるように取る $(1\leq i\leq d)$ . すると, 次が成り立つ.
(k.1) $K_{\Xi}\overline{w}_{i}A_{\mathfrak{p}}N\cap K_{\epsilon}\overline{w}_{j}A_{\mathfrak{p}}N=\emptyset$ $(i\neq j)$

(k.2) $i=1,2,$
$\ldots,$

$d$ に対して $K_{\epsilon}\overline{w}_{i}A_{p}N$ は $G$ の開集合である.
(k.3) $g\in K_{\epsilon}\overline{w}_{i}A_{\mathfrak{p}}N$ を $g=k\overline{w}_{i}an$ $(k\in K_{\epsilon}, a\in A_{\mathfrak{p}}, n\in N)$ と表示したとき, $k,$ $a,$ $n$

は–意に定まる.
(k.4) $G \backslash \bigcup_{i=1}^{d}K_{\epsilon}\overline{w}_{i}A_{\mathfrak{p}}N$ は次元の下がった集合である.
この分解はもう少し詳しく調べられている. $P=MA_{\mathfrak{p}}N$ は $G$ の放物型部分群といわ

れ, $G/P$ はコンパクト多様体になり, $K_{\epsilon}$ が左から作用しているが, この $K_{\epsilon}$ の作用に関
する $G/P$ の軌道は高々有限個である. このようにして得られた $G/P$ の軌道分解を松木
分解という (cf. [18]).

3.4 対称空間の例

$(\mathfrak{g}, f_{\Xi})$ と同型な半単純対称対 (店り) を $f_{\epsilon}$ 型と呼ぶことにする. $(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})$ が $f_{\epsilon}$ 型であれば, 自
己双対である. つまり, $(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})^{d}\simeq(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})$ が成り立つ. この場合さらに, $(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})^{ada}\simeq(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})^{ad}$

も成り立つ.
$f_{\epsilon}$ 型の対称対の例をあげる.

Example 3.1. $A_{l,j}^{1}(2j\leq l+1)$ : $(\epsilon\square (l+1, \mathbb{R})$ , so $(j, l+1-j))$

この場合, リーマン対称対 $(\epsilon \mathfrak{l}(l+1, \mathbb{R}),$ $\epsilon 0(l+1))$ から出発する. $\mathfrak{g}=\epsilon((l+1, \mathbb{R})$ と

おく. $\theta(X)=-^{t}X(X\in \mathfrak{g})$ とおけば, $\theta$ はカルタン対合同型である. $\not\in=\mathfrak{s}0(l+1)$ で

あり, $\mathfrak{p}=\{X\in \mathfrak{g}|{}^{t}X=X\}$ である.
$a_{\mathfrak{p}}$ として対角行列からなる $\mathfrak{p}$ の部分空間をとる.

$D(t),$ $X_{ij}$ などは以前に定義したものとする. $G=SL(l+1, \mathbb{R})$ すればその極大コンパク
ト部分群は $K=SO(l+1)$ である. ノレート系は $\Sigma=\{\pm(e_{i}-e_{j})|1\leq i<j\leq l+1\}$ で

ある. ただし, $e_{i}$ は $D(t_{1}, \ldots, t_{l+1})$ にちを対応させる $a_{\mathfrak{p}}$ 上の線形形式である. 以前の
ように $\alpha_{ij}=e_{i}-e_{j}$ とおく. $\Sigma$ の符号 $\epsilon$ を $1\leq i<k\leq j$ または $j<i<k\leq l+1$ のと
き $\epsilon(\pm\alpha_{ik})=1$ とし, $1\leq i\leq j<k\leq l+1$ のとき $\epsilon(\pm\alpha_{ik})=-1$ として定義する. する
と, $\theta_{\Xi}(X)=-I_{j,l+1-j^{t}}XI_{j,l+1-j}(\forall X\in \mathfrak{g})$ になり, したがって $f_{\epsilon}=\mathfrak{s}o(j, l+1-j)$ がわか
る. この場合 $(\mathfrak{s}1(l+1, \mathbb{R}),$ $\epsilon o(j, l+1-j))$ は自己双対である. -方, 同伴対称対を構成す
る. $\theta\theta_{\epsilon}(X)=-I_{j,l+1-j}XI_{j,l+1-j}$ なので, $\mathfrak{g}^{\theta\theta_{\epsilon}}=\mathfrak{s}1(j, \mathbb{R})+\mathfrak{s}[(l+1-j, \mathbb{R})+\mathbb{R}$ がわかる.

$(\mathfrak{g}, \mathfrak{g}^{\theta\theta_{\epsilon}})$ の双対を決定する. $(\mathfrak{g}, f_{\epsilon})^{ad}=(\mathfrak{g}^{ad}, (f_{\epsilon})^{ad})$ とおき, $\mathfrak{g}^{ad}$ の極大コンパクト部分環
を $f^{ad}$ とおく. $f^{ad}$ の複素化と $\mathfrak{g}^{\theta\theta_{\Xi}}$ の複素化 $B1(j, \mathbb{C})+\mathfrak{s}1(l+1-j, \mathbb{C})+\mathbb{C}$ は同型なので,
$f^{ad}\simeq\epsilon u(j)+\mathcal{B}u(l+1-j)+\sqrt{-1}\mathbb{R}$ になる. したがって, $\mathfrak{g}^{ad}\simeq\epsilon u(j, l+1-j)$ がわかる. ま

た, $(f_{\epsilon})^{ad}$ の複素化は $f$ の複素化 $\mathfrak{s}o(l+1, \mathbb{C})$ と同型だから, $(f_{\epsilon})^{ad}$ は $\mathfrak{g}^{ad}\simeq\epsilon u(j, l+1-j)$

の部分リー環であることも考慮すれば, $(f_{\epsilon})^{ad}\simeq\epsilon o(j, l+1-j)$ がわかる. 以上から,
$(\mathfrak{g}, f_{\epsilon})^{ad}\simeq(\epsilon\iota\iota(j, l+1-j),$ $\epsilon o(j, l+1-j))$ である.

$(\epsilon 1(l+1, \mathbb{R}),\mathfrak{s}o(l+1))^{a}\simeq(g[(l+1, \mathbb{R}), 5t(j, \mathbb{R})+51(l+1-j, \mathbb{R})+\mathbb{R})$ ,
$(\mathcal{B}1(l+1, \mathbb{R}))50(l+1))^{ad}\simeq(\epsilon u(j, l+1-j),B0(j, l+1-j))$

Example 3.2. $C_{l,A}^{2,1}$ : $(\epsilon u(l, l),$ $\mathcal{B}1(l, \mathbb{C})+\mathbb{R})$

この場合,

$(\mathfrak{s}u(l, l),\mathfrak{s}[(l, \mathbb{C})+\mathbb{R})\simeq(\mathfrak{s}u(l, l),$ $\mathfrak{s}\square (l, \mathbb{C})+\mathbb{R})^{a}\simeq(\epsilon\iota\downarrow(l, l),\epsilon \mathfrak{l}(l, \mathbb{C})+\mathbb{R})^{d}$



Example 3.3. $D_{l,A}^{1}$ : (so $(l,$ $l),$ $\mathfrak{s}o(l,$ $\mathbb{C})$ )
この場合,

$(B0(l, l),$ $\epsilon 0(l, \mathbb{C}))^{a}\simeq(\epsilon o(l, l),$ $\mathfrak{s}\mathfrak{l}(l, \mathbb{R})+\mathbb{R})$

$(\epsilon o(l, l),$ $\epsilon o(l, \mathbb{C}))^{ad}\simeq(B0^{*}(2l),\mathfrak{s}o(l, \mathbb{C}))$

Example 3.4. $E_{6,D}^{1}$ : $(e_{6(6)}, \epsilon \mathfrak{p}(2,2))$

この場合,
$(\epsilon_{6(6)}, 5\mathfrak{p}(2,2))^{a}\simeq$ ( $\epsilon_{6(6)}$ , so (5, $5)+\mathbb{R}$ )
$(C_{6(6)},5\mathfrak{p}(2,2))^{ad}\simeq(\mathfrak{e}_{6(-14)},\epsilon \mathfrak{p}(2,2))$

4 $G/K_{\epsilon}$型対称空間の $c-$関数

4.1 G/K\epsilon上の不変微分作用素の同時固有関数

一般の対称空間の c-関数の定義は後回しにして, $G/K_{\epsilon}$型対称空間の c-関数を扱うことに
する. $G/K_{\overline{c}}$ のコンパクト化はいくつかありうる. リーマン対称空間 $G/K$ の場合, 佐武
コンパクト化の–種, あるいは Furstenberg コンパクト化といわれるものが表現論との関
係では重要であり, [12] で微分方程式の境界値を取るのに使用され, [20] において $G$ 作用

を許すコンパクト多様体でその開部分集合としてリーマン対称空間を含むものが構成さ
れている. $G/K_{\epsilon}$ の場合, [20] の方法と同じようにして, 与えられたリーマン対称空間に
対していろいろな $\epsilon$ に対応する $G/K_{\epsilon}$ を開集合として含む $G$ 作用をもつコンパクト多様
体 $X_{G}$ を構成できる. $k$ : $G/K_{\epsilon}arrow X_{G}$ を自然な $G$-埋め込みとして, $X_{\epsilon}=\iota_{\epsilon}(G/K_{\epsilon})$ とす
る. その閉包 $\overline{X_{\epsilon}}$ にはいくつかの $G$-軌道があるが, その中でコンパクトなものは $W/W_{\epsilon}$

の個数だけ存在する. それらを, $B_{\epsilon,j}(j=1,2, \ldots, d=\#(W/W_{\epsilon}))$ とする. すべて $G/P$

と $G$ 同型である. $D(G/K_{\epsilon})$ を $G/K_{\epsilon}$ 上の不変微分作用素環とすれば, $\forall D\in D(G/K_{\epsilon})$ は
$X_{G}$ 上の微分作用素に自然に拡張できる.

$B(G/K_{\in})$ を $G/K_{\epsilon}$ 上の超関数全体の空間とする. $B(G/K_{\epsilon})$ は $\{u\in B(G)|u(gk)=$
$u(g)(\forall k\in K_{\epsilon})\}$ と同–視できるので, $B(G)$ の部分 $G$-下群とみなせる. 同時固有関数の
空間は

$\mathcal{B}(G/K_{\epsilon};\mathfrak{M}_{\chi_{\lambda}})=\{u\in B(G/K_{\epsilon})|Du=\gamma_{\epsilon}(D)(\lambda)u (\forall D\in D(G/K_{\epsilon}))\}$

である. 任意の $u\in B(G/K_{\epsilon};\mathfrak{M}_{\chi_{\lambda}})$ #こ対して, それぞれの境界 $B_{\epsilon,j}$への特性多重指数 $s(w\lambda)$

に関する境界値 $\beta_{\epsilon,w\lambda}^{i}(u)$ が定義できる. ここで重要なことは, この境界値を $B(G/P;L_{w\lambda})$

に属するものとみると G-同変になることである. すなわち, 次が成り立つ.

Theorem 4.1. $\lambda\in a_{\mathfrak{p},c}$ が generic のとき, 任意の $w\in W$ に対して, 写像

$\beta_{\epsilon,w\lambda}^{i}$ : $B(G/K_{\epsilon};\mathfrak{M}_{X\lambda})arrow B(G/P;L_{w\lambda})$

は G-同変である.



4.2 Poisson変換
$B(G/P, L_{\lambda})$ には $G$ が左から作用しておりその作用について $G$-加群である. $\varphi\in B(G/P;L_{\lambda})$

に対して

$(p_{\lambda\varphi})(g)=[_{K}\varphi(gk)dk$

で定義される $p_{\lambda\varphi}$ を $\varphi$ の Poisson積分あるいは Poisson 変換という ここで, $dk$ は $K$

上の $[_{K}dk=1$ が成り立つ不変測度である. $K$ はコンパクトなので, Poisson積分は必ず
収束するので, 定義に問題はない. また, P脈は $K$ 上の積分だから, 結果として $p_{\lambda\varphi}$ は

右 $K$-不変であり, したがって $G/K$ 上の関数と見なせる. –方では,

$(P_{\lambda}\varphi)(g)=[_{K}\varphi(k)\exp(-(\lambda+\rho)H(g^{-1}k))dk$

という積分表示も成り立つことがわかる. ここで, $g\in G$ に対して, $g=\kappa(g)\exp(H(g))n(g)$

となる $\kappa(g)\in K,$ $H(g)\in a_{\mathfrak{p}},$ $n(g)\in N$ が–意に存在するが, 被積分関数にある $H(g^{-1}k)$

はこのようにして定義したものである.
$\Psi_{\lambda}(gK, kM)=\exp(-(\lambda+\rho)H(g^{-1}k))$ を Poisson核という. $G/K\rangle eK/M$ 上の関数と見

なせる. 実際, $H(g)$ の定義より, $H$ ( $(gk_{1})^{-1}$ (km)) $=H(g^{-1}k)(\forall g\in G, k, k_{1}\in K, m\in M)$

が成り立つからである.

Lemma 4.2. $\Psi_{\lambda}(gK, kM)$ は第 1変数に関して $\mathfrak{M}_{x\lambda}$ の解である.

リーマン対称空間上の Laplace-Beltrami作用素 $L_{G/K}$ は楕円型でしかも $U(\mathfrak{g})$ の Casimir
作用素から来ているので, M\mbox{\boldmath $\chi$}、の解は $L_{G/K}$ の固有関数になるので, 特に実解析的にな
る. したがって, $\mathfrak{U}t_{x\lambda}$ の解は実解析的な関数になる.

Poisson核を定義するのに $B(G/P;L_{\lambda})$ の切片 $h_{\lambda}(g)=\exp((\lambda-\rho)H(g))$ が重要な役
割を果たしている. $h_{\lambda}(g)$ は次の性質で特徴づけられている.

(n.1) $h_{\lambda}(g)$ は左 K-不変である.
(n.2) $h_{\lambda}(gman)=h_{\lambda}(g)e^{(\lambda-\rho)(\log a)}$ $(\forall m\in M, a\in A_{p}, n\in N)$

(n.3) $h_{\lambda}(e)=1$

一般の $K_{\epsilon}$ 型対称空間 G/K。上のポアソン核を定義する安易なやり方は次の通りであ
る. まず次のことを思い起こす.

$W_{\mathcal{E}}\backslash W$ の代表元を $w_{1}=1,$ $w_{2},$
$\ldots,$

$w_{d}(d=|W|/|W_{\epsilon}|)$ として, さらに $\overline{w}_{i}\in M^{*}$ を

砺M $=w_{i}$ となるように取る $(1 \leq i\leq d)$ . すると, 次が成り立つことはすでに述べて
いる.

(k.1) $K_{\epsilon}\overline{w}_{i}A_{\mathfrak{p}}N\cap K_{\in}\overline{w}_{j}A_{\mathfrak{p}}N=\emptyset$ $(i\neq j)$

(k.2) $i=1,2,$
$\ldots,$

$d$ に対して $K_{\epsilon}\overline{w}_{i}A_{p}N$ は $G$ の開集合である.
(k.3) $g\in K_{\epsilon}\overline{w}_{i}A_{\mathfrak{p}}N$ を $g=k\overline{w}_{i}an(k\in K_{\epsilon}, a\in A_{\mathfrak{p}}, n\in N)$ と表示したとき, $k,$ $a,$ $n$

は–意に定まる.
(k.4) $G \backslash \bigcup_{i=1}^{d}K_{\epsilon}\overline{w}_{i}A_{\mathfrak{p}}N$ は次元の下がった集合である.
このことを考慮して, それぞれの $w\in W$ に対して $h_{\epsilon,\lambda}^{w}(g)$ を次のようにして定義する.

$(n’.1)h_{\epsilon,\lambda}^{w}(g)$ は左 K\epsilon -不変である.
$(n’.2)h_{\epsilon,\lambda}^{w}(gman)=h_{\lambda}(g)e^{(\lambda-\rho)(\log a)}$ $(\forall m\in M, a\in A_{\mathfrak{p}}, n\in N)$

$(n’.3)h_{\epsilon,\lambda}^{w}(\overline{w})=1$

$(n’.4)h_{\epsilon,\lambda}^{w}(g)=0$ $(\forall g\not\in K_{\epsilon}\overline{w}A_{a_{\mathfrak{p}}}N)$



ここで $\overline{w}\in M^{*}$ は $\overline{w}M=w$ となるものである. このようにして定義した関数 $h_{\epsilon,\lambda}^{w}(g)$

は $G$ の各点で定義されるのはいいが, どのような関数になるのがは不明である. $4F^{1}$」$x_{-}^{b}lh^{\backslash }$

すべての $\lambda\in$ 叫,c に対して連続になるのか, あるいは解析的なのか, といったことがわ
からないので, $h_{\epsilon,\lambda}^{w}(g)$ が $B(G/P;L_{\lambda})$ の切片になるかどうかという疑問に答えられない.
しかしながら, $G$ の有限次元表現の内積からできる $G$ 上の関数 $f_{\epsilon,i}(g)(1\leq i\leq d)$ で左

$K_{\epsilon}$ 不変で局所座標をとると本質的には多項式になるものが $d$ 個存在し, また $\lambda$ の 1次式
$\mu_{i}(\lambda)(1\leq i\leq d)$ が存在して,

$h_{\in,\lambda}^{w}(g)=\{$

$\prod_{i=1}^{r}|f_{\epsilon,i}(g)|^{\mu_{i}(\lambda)}$ $(\forall g\in K_{\epsilon}\overline{w}A_{\mathfrak{p}}N)$

$0$
$(\forall g\not\in K_{6}\overline{w}A_{\mathfrak{p}}N)$

となるようにできる. さらに, $S_{\epsilon,i}=\{g\in G|f_{\epsilon,i}(g)=0\}(1\leq i\leq r)$ とおけば,

$\bigcup_{i=1}^{r}S_{\in,i}=G\backslash \bigcup_{j=1}^{d}K_{\epsilon}\overline{w}_{j}A_{\mathfrak{p}}N$

が成り立つ. また, $V_{+}(a_{p,c}^{*})=\{\lambda\in a_{\mathfrak{p},c}^{*}|{\rm Re}(\mu_{i}(\lambda))>0(i=1, \ldots, r)\}$ は $a_{\mathfrak{p},\text{。}}^{*}\text{の空でない}$

開錐になる. もちろん, $\in$ が自明のとき, $S_{\epsilon,i}=\emptyset(1\leq i\leq r)$ がわかる. このことから,
$\lambda\in V_{+}(a_{\mathfrak{p},c}^{*})$ であれば, $h_{\epsilon}^{w_{\lambda}},(g)$ は $G$ 上の連続関数である. さらに $h_{\epsilon\lambda}^{w}(g)$ は $\lambda$ に関して

解析接続できて喧。全体の $G$ 上の超関数を値を \not\in )\acute \supset 有理型関数になる. しかし, これら
の超関数を値に $\not\in$

)つ有理型関数の極の位置やその位数を決定することはそれほど易しく
はないようである.

$B^{K_{\epsilon}}(G/P;L_{\lambda})=\{f(g)\in B(G/P;L_{\lambda})|f(kg)=f(g) (\forall k\in K_{\epsilon})\}$

とおく. また, どれかひとつの $w\in W$ に対して $h_{\epsilon,\lambda}^{w}$ が $\lambda=\lambda_{0}$ で極になるような $\lambda_{0}\in a_{\mathfrak{p},c}^{*}$

$\text{全体の集合を}\Pi_{\epsilon}^{+}$ とし, $\Pi_{\epsilon}^{-}=\{\lambda\in a_{p,c}^{*}|-\lambda\in\Pi_{\epsilon}^{+}\}$ とおく.

Theorem 4.3. 任意の $\lambda\in a_{\mathfrak{p},\text{。}}^{*}\text{に対して}$ ,

$\dim B^{K_{\epsilon}}(G/P;L_{\lambda})\geq d$

特に, $\lambda\in\Pi_{\in}^{+}$ であれば, $h_{\epsilon,\lambda}^{i}(i=1, \ldots, d)$ は 1次独立で $\mathcal{B}^{K_{\epsilon}}(G/P;L_{\lambda})$ に含まれている.
ただし, $hj_{\lambda},=h_{\epsilon,\lambda}^{w_{i}}$ とした.

以上の準備の下で, $G/K_{\epsilon}$ 上の Poisson核を定義する.

Definition 4.4. 任意の $w\in W$ と任意の $\lambda\in\Pi_{\epsilon}^{-}$ に対して, $\Psi_{\epsilon,\lambda}^{w}(gK_{\epsilon}, kM)=h_{\in,-\lambda}^{w}(g^{-1}k)(g\in$

$G,$ $k\in K)$ を Poisson核という.

次はリーマン対称空間の場合と同様にして証明できる.

Theorem 4.5. 任意の $w\in W$ に対して, $\Psi_{\epsilon,\lambda}^{w}(gK_{\epsilon}, kM)$ は第 1変数に関して頒\mbox{\boldmath $\chi$}\mbox{\boldmath $\lambda$} の解
である.

任意の $f(g)\in \mathcal{B}(G/P;L_{\lambda})$ に対して,

$(P_{\epsilon,\lambda}^{i}f)(g)=[_{K}f(k)\Psi_{\epsilon,\lambda}^{w_{i}}(gK_{\epsilon}, kM)dk$ (4.1)



で巧,\mbox{\boldmath $\lambda$}f を定義する. $\psi(k)$ が $K$ 上の超関数で, 右 $M$-不変であれば, 以前の連続関数の
場合とまったく同じ積分変換公式

$[_{K}\psi(k)dk=[_{K}\psi(\kappa(g^{-1}k))\exp\{-2\rho(H(g^{-1}k))\}dk$

が成り立つことに注意する. この公式を使うと

$(P_{\epsilon,\lambda}^{i}f)(g)=[_{K}f(gk)\Psi_{\mathcal{E}_{)}\lambda}^{w_{i}}(eK_{6}, kM)dk$ (4.2)

が成り立つことがわかる. Theorem 4.5と式 (4.1) より $(P_{\epsilon,\lambda}^{i}f)$ が $G/K_{\epsilon}$ 上の関数でしかも
$\mathfrak{M}_{X\lambda}$ の解になることがわかり, 式 (4.2) より $\mathcal{P}_{\epsilon,\lambda}^{i}$ が $B(G/P;L_{\lambda})$ から $B(G/K_{\epsilon}, \mathfrak{M}_{x\lambda})$ へ

の G-同変写像を与えることがわかる. 注意しなければならないのは, $G/K_{\epsilon}$ 上の Laplace-
Beltrami作用素は楕円型になるないので, $(P_{\epsilon,\lambda}^{i}f)$ が $G/K_{\epsilon}$ 上の実解析的関数や $C^{\infty}$ 関

数になるとは限らないことである. この点はリーマン対称空間の場合と事情がかなり異
なる.

Definition 4.6. Poisson変換

$P_{\epsilon,\lambda}$ : $\oplus^{d}B(G/P;L_{\lambda})arrow \mathcal{B}(G/K_{\epsilon}, \mathfrak{M}_{x\lambda})$

を

$P_{\epsilon,\lambda}(f_{1}, \ldots, f_{d})=\sum_{i=1}^{d}P_{\in,\lambda}^{i}f_{i}$

で定義する.

4.3 $G/K_{\in}$ 上の帯球関数

リーマン対称空間 $G/K$ 上の帯球関数は不変微分作用素の同時固有関数で, しかも左 K-
不変であるものとして特徴づけられる.
それでは $G/K_{\epsilon}$ 上の帯球関数にあたるものはどう定義すればよいだろうか. もっとも

$G/K_{\epsilon}$ の構造や表現論との関係で重要と思われるものは, 左 $K_{\epsilon}$-不変な $D(G/K_{\epsilon})$ の同時
固有関数である. しかしながら, これ以外に別の符号 $\epsilon’$ に対して左 $K_{e’}$-不変な $D(G/K_{\epsilon})$

の同時固有関数も考えられる.

Definition 4.7. $G$ 上の超関数 $\varphi(g)$ は, 次の性質を満たすとき, ( $K_{\epsilon’}$ , K\epsilon )-不変気球関数
という.

(i) $\varphi(k’gk)=\varphi(g)$ $(k’\in K_{\epsilon’}, g\in G, k\in K_{\epsilon})$

(ii) $D\varphi=\chi(D)\varphi$ $\forall D\in D(G/K_{\epsilon})$

ここで $\chi$ は $D(G/K_{6})$ から $\mathbb{C}$ への代数準同型である.

より -般にするならば, 次のように定式化できる. $\sigma,$

$\sigma’$ を可換な $G$ の対合同型とす
る. $H$ と $H’$ を $G$ の閉部分群で

$(G^{\sigma})_{0}\subseteq H\underline{\subseteq}G^{\sigma}$ , $(G^{\sigma’})_{0}\subseteq H’\subseteq G^{\sigma’}$

が成り立つものとする.



Definition 4.8. $G$ 上の超関数 $\varphi(g)$ は, 次の性質を満たすとき, ( $H’$ , H)-不変帯球関数
という.

(i) $\varphi(h’gh)=\varphi(g)$ $(h’\in H’, g\in G, h\in H)$

(ii) $D\varphi=\chi(D)\varphi$ $\forall D\in D(G/H)$

ここで $D(G/H)$ は $G/H$ 上の不変微分作用素全体からなる代数で, $\chi$ は $D(G/H)$ か

ら $\mathbb{C}$ への代数準同型である.

G/K。の場合にもどる.

$S_{\epsilon’,\epsilon}(G;\lambda)=\{u\in B(G/K_{\epsilon};\mathfrak{M}_{x\lambda})|\tau(k)u=u(\forall k\in K_{\epsilon’})\}$

とおく. $\epsilon’,$ $\epsilon$ がともに自明な符号のとき, $S_{\epsilon’,\epsilon}(G;\lambda)$ に属する関数は $G/K$ 上の四球関数
$\varphi_{\lambda}$ の定数倍しかない.
これからは, $\epsilon’,$ $\in$ のうちの–方は自明になる場合に限定する.

$\tilde{\varphi}_{\epsilon,\lambda}^{i}(gK)=(P_{\lambda}h_{\epsilon,\lambda}^{i})(gK)(1\leq i\leq d)$

とおく. 当然ながら $\tilde{\varphi}_{\epsilon,\lambda}^{i}(gK)$ は実解析的な関数である. また

$Y(\in)=\{\lambda\in Y|\lambda\not\in\Pi_{\epsilon}^{\pm}\}$

とおく.

Theorem 4.9. 任意の $\lambda\in a_{\mathfrak{p},c}^{*}$ に対して, $\dim S_{\epsilon,1}(G;\lambda)=d$ である 特に $\lambda\in Y(\in)$ な
らば, $\tilde{\varphi}_{\epsilon,\lambda}^{i}(gK)(1\leq i\leq d)$ が $S_{\epsilon,1}(G;\lambda)$ の基底になる.

$\varphi_{\in,\lambda}^{i}(gK_{\epsilon})=(P_{\epsilon,\lambda}^{i}h_{\lambda})(gK_{\epsilon})(1\leq i\leq d)$

とおく. $\tilde{\varphi}_{\epsilon,\lambda}^{i}(gK)$ と $\varphi_{\epsilon,\lambda}^{i}(gK_{\epsilon})$ の積分表示を比較すれば

$\tilde{\varphi}_{\epsilon,\lambda}^{i}(gK)=\varphi_{\epsilon,-\lambda}^{i}(g^{-1}K_{6})$

が成り立つことがわかる. したがって, $\varphi\in S_{\epsilon,1}(G;\lambda)$ に対して $\iota\ovalbox{\ttREJECT}\varphi$ を $(I\ovalbox{\ttREJECT}\varphi)(g)=\varphi(g^{-1})$

で定義すれば, $l\ovalbox{\ttREJECT}$ は $S_{\epsilon,1}(G;\lambda)$ から $S_{1,\epsilon}(G;-\lambda)$ への同型写像を与える.
$\mathfrak{M}_{x\lambda}=\mathfrak{M}_{\chi_{w\lambda}}(\forall\lambda\in W)$ だから, 任意の $w\in W$ に対して

$S_{\epsilon,1}(G;w\lambda)=S_{\in,1}(G;\lambda)$

が成り立つ. このことから次が導かれる.

Theorem 4.10. $\tilde{\varphi}_{\epsilon,\lambda}(gK)=(\tilde{\varphi}_{\epsilon,\lambda}^{1}(gK), \ldots,\tilde{\varphi}_{\epsilon,\lambda}^{d}(gK)),$ $\varphi_{\epsilon,\lambda}(gK_{\epsilon})=(\varphi_{\epsilon,\lambda}^{1}(gK_{\epsilon}), \ldots, \varphi_{\epsilon,\lambda}^{d}(gK_{\epsilon}))$

とおく. $\lambda\in a_{\mathfrak{p},c}$ が $w\lambda\in Y(\in)(\forall w\in W)$ を満たせば,

$\varphi_{\epsilon,\lambda}(gK_{\epsilon})=\varphi_{\epsilon,w\lambda}(gK_{\Xi})A_{w}^{\epsilon}(\lambda)$ $(\forall w\in W)$

$\tilde{\varphi}_{\epsilon,\lambda}(gK_{\epsilon})=\tilde{\varphi}_{\epsilon,w\lambda}(gK_{\epsilon})A_{w}^{\epsilon}(-\lambda)$ $(\forall w\in W)$

ただし, $A_{w}^{\epsilon}(\lambda)$ は $d$ 次正方行列で任意の $w\in W$ に対して $g\in G$ に依らない. さらに

$A_{ww’}^{6}(\lambda)=A_{w}^{\epsilon}(w’\lambda)A_{w}^{\epsilon},(\lambda)$ $w,$ $w’\in W$ (4.3)

が成り立つ.



境界値をとることで, この Theorem から次が得られる.

Theorem 4.11. $h_{\epsilon,\lambda}(g)=(h_{\in,\lambda}^{1}(g), \ldots, h_{\epsilon,\lambda}^{r}(g))$ とおく このとき, $\lambda\in Y(\in)$ であれば

$A(\lambda, w)h_{6}=h_{\epsilon,w\lambda}c_{w}(-\lambda)A_{w}^{\epsilon}(-\lambda)$ (4.4)

が成り立つ.

$A_{w}^{\epsilon}(-\lambda)$ の決定に関しては, 積公式 (4.3) を考慮すれば, $w=s_{\alpha}(\alpha\in\Sigma(a_{\mathfrak{p}})$ は単純ルー
ト) の場合に帰着される. そして, 次が成り立つ.

$w\in W$ , 単純ルート $\alpha\in\Sigma(a_{\mathfrak{p}}),$ $\Sigma(a_{\mathfrak{p}})$ の符号 $\epsilon$ を固定する.
(1) $m_{\alpha}$ は偶数であるか, $\epsilon(w\alpha)=1$ であれば,

$A(\lambda, s_{\alpha})h_{\epsilon,\lambda}^{w}=\{\epsilon(w\alpha)\}^{\frac{1}{2}m_{\alpha}}c_{\alpha}(-\lambda)h_{\epsilon,s_{\alpha}\lambda}^{ws_{\alpha}}$ (4.5)

(2) $m_{\alpha}$ は奇数でしかも, $\epsilon(w\alpha)=-1$ であれば,

$A( \lambda, s_{\alpha})h_{\epsilon,\lambda}^{w}=\frac{c_{\alpha}(-\lambda)}{\cos\frac{\pi\lambda_{\alpha}}{2}}\{(-1)^{\frac{1}{2}(m_{\alpha}+1)}[\sin\frac{\pi\lambda_{\alpha}}{2}]h_{\epsilon,s_{\alpha}\lambda}^{ws_{\alpha}}+h_{\epsilon,s_{\alpha}\lambda}^{w}\}$ (4.6)

上の主張の証明には (2.17) の類似の公式

$h_{\epsilon,\lambda}^{w}( \exp(X+Y))=[(1\pm\frac{1}{2}Q(X))^{2}+2Q(Y)]^{\frac{1}{4}(\lambda_{\alpha}-m_{\alpha}-2m_{2\alpha}}$
$(X\in \mathfrak{g}_{-\alpha}, Y\in \mathfrak{g}_{-2\alpha})$ (4.7)

が成り立つことを使って 2, 定積分

$I_{0}^{\infty}[_{0}^{\infty}t^{m_{\alpha}-1}u^{m_{2\alpha}-1}((1\pm t^{2})+u^{2})^{\frac{1}{4}(\lambda_{\alpha}-m_{\alpha}-2m_{2\alpha})}dtdu$

の計算に帰着される. この積分は任意の $\lambda\in a_{\mathfrak{p},c}$ に対して収束しないこともあるが, 適当
に定積分の正則化をすることでガンマ関数の積で表示できることを示せる.

5 一般の半単純対称空間の c-関数

5.1 半単純対称空間の $c-$関数に現れる積分の例

c-関数は–般に多変数多項式関数のべ*積の定積分で表される. どのようなものか, いく
つかの定積分の計算例を与える.

Example 5.1. すでに説明したように, リーマン対称空間の c-関数は階数 1の対称空間
の場合の計算に還元される. たとえば, $SL(3, \mathbb{R})/SO(3)$ の c-関数は $\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2})$ によら
ない定数倍を除いて

$[_{\mathbb{R}^{3}}(1+x^{2}+(u+ \frac{xy}{2})^{2})^{\lambda_{1}}(1+y^{2}+(u-\frac{xy}{2})^{2})^{\lambda_{2}}dxdydu$ (5.1)

$2m_{2\alpha}=0$ のときは, 別に議論する必要がある.



で表される. したがって j^E f\rightarrow \leftrightarrow ‘Rを除いて

$c( \lambda)=[_{\mathbb{R}^{3}}(1+x^{2})^{\lambda_{1}}[1+(\frac{(u+\frac{xy}{2})}{\sqrt{1+x^{2}}})^{2}]^{\lambda_{1}+\lambda_{2}}$

. $[1+( \frac{(1+x^{2})y-x(u+\frac{xy}{2})}{\sqrt{1+x^{2}+(u+\frac{xy}{2})^{2}}})^{2}]^{\lambda_{2}}dxdydu$

(5.2)
$=I_{\mathbb{R}^{3}}(1+X^{2})^{\lambda_{1}}(1+Y^{2})^{\lambda_{1}+\lambda_{2+\frac{1}{2}}}(1+Z^{2})^{\lambda_{2}}dXdYdZ$

$= \pi^{\frac{3}{2}}=\frac{\Gamma(-\lambda_{1}-\frac{1}{2})\Gamma(\lambda_{2}-\frac{1}{2})\Gamma(-\lambda_{1}-\lambda_{2}-1)}{\Gamma(-\lambda_{1})\Gamma(\lambda_{2})\Gamma(-\lambda_{1}-\lambda_{2}-\frac{1}{2})}$.

Example 5.2. $G$ と $H$ がともに複素リー群で, $G$ が連結のとき, $G/H$ を複素半単純対
称空間と呼ぶことにする. この場合の c-関数の計算は $SL(2, \mathbb{C})/SO(2, \mathbb{C})$ などの階数 1の
複素半単純対称空間の場合に還元される. $SL(2, \mathbb{C})/SO(2, \mathbb{C})$ の場合の c-関数は定積分

$[_{\mathbb{C}}(1+z^{2})^{\lambda+\frac{m}{2}}(1+\overline{z}^{2})^{\lambda-\frac{m}{2}}dxdy$ (5.3)

で与えられる. ここで $\lambda\in \mathbb{C},$ $m\in \mathbb{Z},$ $z=x+\sqrt{-1}y$ である. この定積分は次のようにし
て計算される.

$\frac{1}{4}[_{-\pi}^{\pi}[_{0}^{\infty}(1+re^{i\theta})^{\lambda+\frac{m}{2}}(1+re^{-i\theta})^{\lambda-\frac{m}{2}}drd\theta$

$= \frac{1}{8}\int_{-\pi}^{\pi}[_{-\infty}^{\infty}(1+2r\cos\theta+r^{2})^{\lambda+\frac{m}{2}}(e^{-i\theta}(\cos\theta+i\sin\theta+r))^{-m}drd\theta$

$= \frac{1}{8}[_{-\pi}^{\pi}[_{-\infty}^{\infty}|\cos\xi|^{2\lambda+m}(1+\frac{u^{2}}{\cos^{2}\xi})^{\lambda+\frac{m}{2}}(\cos\xi+i\sin\xi)^{-m}\cos^{-m}\xi$

(5.4). $(1-i \frac{u}{\cos\xi})^{-m}dud\xi$

$= \int_{0}^{\frac{\pi}{2}}\cos m\xi\cdot\cos^{2\lambda+1}\xi d\xi\cdot$

$= \frac{\pi}{4}\frac{\Gamma(\lambda+1)\Gamma(\lambda+\frac{3}{2})}{\Gamma(\lambda+\frac{3}{2}+\frac{m}{2})\Gamma(\lambda+\frac{3}{2}-\frac{m}{2})}$ . $\frac{\Gamma(-\lambda-\frac{1}{2})\Gamma(-\lambda)}{\Gamma(-\lambda+\frac{m}{2})\Gamma(-\lambda-\frac{m}{2})}$.

ここで

$z=\sqrt{r}e^{\frac{1}{2}i\theta},$ $u=r+\cos\theta,$ $\xi=\frac{\pi}{2}-\theta,$ $\tan\eta=\frac{u}{\cos\xi}$ .

Example 5.3. $G/H$ の階数が 1の場合, 対応する対称対 $(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})$ は次のいずれかと同型で
ある :

$I_{1}$ $(\epsilon o(p+1, q+1),$ $\epsilon o(p+1, q))$

I2 $(\epsilon\iota\downarrow(p+1, q+1),$ $B\mathfrak{U}(p+1, q)+\sqrt{-1}R)$

$I_{3}$ $(\epsilon \mathfrak{p}(p+1, q+1),$ $\epsilon \mathfrak{p}(p+1, q)+5\mathfrak{p}(1))$

$I_{4}^{1}$ $(f_{4(-20)}, B0(9))$

$I_{4}^{2}$ $(f_{4(-20)}, \epsilon o(8,1))$

$II_{1}$ $(\epsilon \mathfrak{l}(m+2, R),$ $\mathfrak{g}\mathfrak{l}(m+1, R))$

$II_{2}$ $(\epsilon \mathfrak{p}(m+2, R),$ $B\mathfrak{p}(m+1, R)+\epsilon \mathfrak{p}(1, R))$

$II_{3}$ $(f_{4(4)}, \epsilon o(5,4))$



これらの場合, リーマン対称空間の場合の積分表示式 (2.17) と類似の次の定積分の計算に
帰着される.

$[_{R^{p_{1}+p_{2\cross R^{q_{1}+q_{2}}}}}[(1+ \frac{1}{2}Q_{p_{1},p_{2}}(X))^{2}+2Q_{q_{1},q_{2}}(Y)]_{\pm}^{\nu}dXdY$ (5.5)

ここで $Q_{m,n}(X)$ は $R^{m+n}$ の符号 $(m, n)$ の非退化 2次形式である.

いわゆる Feynmanの積分公式を使って計算できる例を与える. $a_{1}>0,$
$\ldots,$

$a_{n}>0,$ $a_{n+1}>$

$0$ のとき

$[_{t_{1}^{1}\mp\cdot\cdot+t_{n}^{n}\leq 1}t>0.’\ldots)t\geq 0t_{1}^{\alpha_{1}-1}\cdots t_{n}^{\alpha_{n}-1}(1-t_{1}- \cdot. . -t_{n})^{\alpha_{n+1}-1}$

$(a_{1}t_{1}+\cdots+a_{n}t_{n}+a_{n+1} (1-t_{1} - . . . -t_{n}))^{-(\alpha_{1}+\cdots+\alpha_{n+1})}dt_{1}\cdots t_{n}$

$= \frac{\Gamma(\alpha_{1})\cdots\Gamma(\alpha_{n+1})}{\Gamma(\alpha_{1}+\cdots+\alpha_{n+1})}a_{1}^{-\alpha_{1}}\cdots a_{n+1}$

$-\alpha_{n+1}$ (5.6)

が成り立つが, これを Feynman の積分公式という.

Example 5.4. $SO(4,1)/SO(3)\cross SO(1,1)$ の $SO(4)$-不変同時固有関数を含む空間の c-関
数は

$I_{\mathbb{R}^{3}}(1+z^{2}+\overline{z}^{2}+2u^{2}+(z\overline{z}+u^{2})^{2})^{-\lambda}dxdydu$ $(z=x+\sqrt{-1}y)$ (5.7)

で与えられる. これは Feynman の積分公式を応用して, 次のように計算される.

$[_{\mathbb{R}^{3}}(1+z^{2}+\overline{z}^{2}+2u^{2}+(z\overline{z}+u^{2})^{2})^{-\lambda}dxdydu$

$=[_{\mathbb{R}^{3}}(1+x^{2}+y^{2}+u^{2}-2y)^{-\lambda}(1+x^{2}+y^{2}+u^{2}+2y)^{-\lambda}dxdydu$

$=\pi[_{-\infty}^{\infty}[_{0}^{\infty}(r+(y-1)^{2})^{-\lambda}(r+(y+1)^{2})^{-\lambda}drdy$

$= \frac{\pi}{B(\lambda,\lambda)}[_{0}^{1}[_{-\infty}^{\infty}[_{0}^{\infty}t^{\lambda-1}(1-t)^{\lambda-1}(r+y^{2}+2(2t-1)y+1)^{-2\lambda}drdydt$

$= \frac{\pi}{B(\lambda,\lambda)(2\lambda-1)}[_{0}^{1}[_{-\infty}^{\infty}t^{\lambda-1}(1-t)^{\lambda-1}((y+2t-1)^{2}+4t(1-t))^{1-2\lambda}dydt$

$= \frac{\pi 4^{\frac{3}{2}-2\lambda}}{B(\lambda,\lambda)(2\lambda-1)}[_{-\infty}^{\infty}(y^{2}+1)^{1-2\lambda}dy[_{0}^{1}t^{\frac{1}{2}-\lambda}(1-t)^{\frac{1}{2}-\lambda}dt$

$= \frac{2\pi 4^{1-2\lambda}}{2\lambda-1}\frac{\Gamma(2\lambda)}{\Gamma(\lambda)\Gamma(\lambda)}\frac{\Gamma(\frac{1}{2})\Gamma(2\lambda-\frac{3}{2})}{\Gamma(2\lambda-1)}\frac{\Gamma(\frac{3}{2}-\lambda)\Gamma(\frac{3}{2}-\lambda)}{\Gamma(3-2\lambda)}$

$= \frac{8\pi^{\frac{3}{2}}}{42\lambda}\frac{\Gamma(\frac{8}{2}-\lambda)^{2}}{\Gamma(\lambda)^{2}}\frac{\Gamma(2\lambda-\frac{8}{2})}{\Gamma(3-2\lambda)}$ .

ここで

$x=\sqrt{r}\cos\theta,$ $u=\sqrt{r}\sin\theta$

とした. さらに変数 $t$ は Feynman の積分公式に現われる変数である.



Example 5.5. そう簡単には計算できないと思われる例をあげておく. 対称空間 $SU(2,1)/SO(2,1)$
に対する c-関数の計算に

$[_{\mathbb{C}x\mathbb{R}} \{1+z^{2}+(\sqrt{-1}t+\frac{|z|^{2}}{2})^{2}\}^{\lambda+\frac{m}{2}}\{$ $1+ \overline{z}^{2}+(\sqrt{-1}t-\frac{|z|^{2}}{2})^{2}\}^{\lambda-\frac{m}{2}}dxdydt$ (5.8)

(ここで $\lambda\in \mathbb{C},$ $m\in \mathbb{Z},$ $z=x+\sqrt{-1}y$) が現われる. この定積分の計算は難しそうである.
さらに, 対称空間 $SU(n+1,1)/SO(n+1,1)(n>0)$ に対する c-関数の計算には定積分

$[_{\mathbb{C}^{n}x\mathbb{R}}f_{0}^{\lambda_{0}}\cdots f_{n}^{\lambda_{\tau\iota}}dx_{1}dy_{1}\cdots dx_{n}dy_{n}dt$ (5.9)

が現われる. ここで

$f_{j}=(1+z_{j+1}^{2}+\cdots+z_{n}^{2})(1+\overline{z}_{1}^{2}+\cdots+\overline{z}_{j}^{2})$

$+( \sqrt{-1}t-\frac{1}{2}(|z_{1}|^{2}+\cdots+|z_{j}|^{2})+\frac{1}{2}(|z_{j+1}|^{2}+\cdots+|z_{n}|^{2}))^{2}$ , (5.10)

$z_{j}=x_{j}+\sqrt{-1}y_{j}$

$\lambda_{0}-\lambda_{n},$ $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda_{n-1}\in \mathbb{Z}$ , $\lambda_{1}\geq 0,$

$\ldots,$
$\lambda_{n-1}\geq 0$ . (5.11)

である. 特に被積分関数が多価にならないための条件として (5.11) が必要である.

6 半単純対称空間のひ関数の計算法

半対称空間 $X=G/H$ の $G$-不変なコンパクト境界成分上の関数 $\varphi$ に対して $\lambda$ をパラメー
タをもつ Poisson 変換 $u=$ P序が定義でき, $u$ は $X$ 上の不変微分作用素の同時固有関
数になる (cf. $[21],[19]$ ). この固有値は $\lambda$ で記述できる. -方では $\lambda$ で記述される固有値
に対応する $X$ 上の不変微分作用素の同時固有関数 $u$ に対して境界値 $\beta_{\lambda}u$ を定義できる.
Poisson変換と境界値写像 $\beta_{\lambda}$ はともに G-同変である.

$a$ を $\mathfrak{p}\cap \mathfrak{q}$ の極大可換部分空間とする. このとき $a$ は $a_{\mathfrak{p}}$ の部分空間としてよい. そし
て $a$ の双対 $a^{*}$ を $a$ と同–視することで叫の部分空間とみなせる. $\mathfrak{g}$ の $a$ に関するルート
全体 $\Sigma(a)$ はルート系になる.
パラメータ $\lambda$ が generic であれば, $\beta_{\lambda}$ と $P_{\lambda}$ は定数倍を除いてたがいに逆写像になる.

この定数 $c(\lambda)$ が $X$ に対する c-関数という. すなわち, $c(\lambda)=\beta_{\lambda}\circ P_{\lambda}$ である. このよう
にして c-関数を定義するのは, リーマン対称空間の場合に Harish-Chandra の c-関数がこ
のように解釈できることに由来している (cf. [12]). $G/K_{\epsilon}$ 型の場合は [24] で定義されてお
り, 一般の場合には [22] で初めて定義された.
半単純対称空間 $X$ に対する c-関数はコンパクトな代数多様体上の超関数の積分として

表示できる. $X$ の階数を r, X の実階数を \ell とする. このとき, この超関数はコンパク ト

代数群上の $r$個の多項式のべ*積になる. ベキはパラメータ $\lambda$ の 1次式であり, そのうち
$\ell$個は連続で $r-\ell$個はある格子 $\simeq \mathbb{Z}^{r-f}$ 上を動く. 特に c-関数は連続パラメータの有理型
関数である.

c-関数は次のようにして計算される (cf. [22], [23]).

1. $c(\lambda)$ をあるベキ零リー群上の多項式のべ*積の定積分として表す.



2. intertwining作用素の理論を使って, 実階数 1の対称空間の c-関数の積で表す. 実階
数 1の対称空間の c-関数には連続パラメータが 1個だけであるが, 離散変数を含ん
でいる.

3. パラメータ $\lambda$ に関する $c(\lambda)$ の漸化式を求める.

4. カルタン部分群の連結度と $c(\lambda)$ の離散パラメータとの関係を調べる.

5. 対称空間 $X$ の実階数が 1で $c(\lambda)$ の離散パラメータが零, つまり, 対応する不変微
分作用素の同時固有関数の空間に $K$-不変関数が含まれている場合 (ここで $K$ は $G$

の極大コンパクト部分群), ガウスの超幾何微分方程式の接続公式を使って, リーマ

ン対称空間の $c(\lambda)$ との関係を調べる.

すべてを解説していくのは大変なので, 項目 5についてのみ, 滑節で結果を述べる.

6.1 $G/H$上の左 $K$-不変同時固有関数の $c-$関数

半単純対称空間 $G/H$ に対して, 次の条件を仮定する.

1. G は単連結複素半単純リー群のそのリー環の実型に対応する実解析的部分群である.

2. $H=G^{\sigma}$

3. $G/H$ の実階数は 1である.

4. $(\mathfrak{g}, \mathfrak{h})$ は $(B0(n+1,1),$ $\mathfrak{s}0(n<1))(\forall n\in N)$ に同型でない.

$\Sigma(a)$ は階数 1のルート系なので, $\frac{1}{2}\lambda\not\in\Sigma(a)^{+}$ であるルートがただひとつ存在する.
$Y\in a$ を $\lambda(Y)=1$ となるようにとる. また $a_{t}=\exp(tY)$ とおく. $\omega_{\mathfrak{g}}$ を $\mathfrak{g}$ の Casimir作用
素とする.

Proposition 6.1. 任意の $s\in \mathbb{C}$ に対して, リーマン対称空間 $G/K$上の左 H-山変な関数
$u_{s}(gK)$ で $u_{s}(eK)=1$ でしかも

$2(m_{\lambda}+4m_{2\lambda}) \omega_{\mathfrak{g}}u_{s}=\{s^{2}-[\frac{m_{\lambda}+4m_{2\lambda}}{2}]^{2}\}u_{s}$ . (6.1)

が成り立つものがただひとつ存在する. そして $u_{s}$ は次の性質を満たす :

$\lim_{tarrow+\infty}e^{(-s+\frac{1}{2}m_{\lambda}+m_{2\lambda})t}u_{s}(e^{tY}K)$ $=$ $R_{G,H}(s)$ if ${\rm Re} s>0$ ,
$\lim_{tarrow+\infty}e^{(s+\frac{1}{2}m_{\lambda}+m_{2\lambda})t}u_{s}(e^{tY}K)$ $=$ $R_{G,H}(-s)$ if ${\rm Re} s<0$ ,

(6.2)

ここで

$R_{G,H}(s)= \frac{2^{\frac{1}{4}(m_{\lambda}+2m_{2\lambda})-1}\pi^{-\frac{1}{2}}\Gamma(\frac{1}{2}(m_{\lambda}^{+}+m_{2\lambda}^{+}+1))\Gamma(\frac{1}{4}s)\Gamma(\frac{1}{4}(s+2))\Gamma(\frac{1}{2}(s+1))}{\Gamma(\frac{1}{4}(s+\frac{1}{2}m_{\lambda}+m_{2\lambda}))\Gamma(\frac{1}{4}(s+\frac{1}{2}m_{\lambda}+m_{2\lambda}^{+}-m_{2\lambda}^{-}+2))\Gamma(\frac{1}{2}(s+\frac{1}{2}(m_{\lambda}^{+}-m_{\lambda}^{-})+1))}$

$\rho_{a}=\rho|_{\mathfrak{a}}$ として, $\iota(\nu)=\nu+\rho-\rho_{\mathfrak{a}}(\forall\nu\in a_{c})$ とおく. また $X$ に対する c-関数を $c_{X}(l\ovalbox{\ttREJECT})$

であらわす. このとき, 次が成り立つ.



Proposition 6.2. 任意の $s\in C$ に対して次が成り立つ :

$c_{G/K}( \iota(s\lambda))=\frac{c’(s)}{c’(\frac{1}{2}m_{\lambda}+m_{2\lambda})}$

ここで $c’(s)$ は次で与えられる $s$ の関数である :

$Q$ が $G$ の放物型部分群のとき, $Q=M_{Q}A_{Q}N_{Q}$ をその Langlands 分解とあする. こ

こでは $Q$ として $Z_{G}(a)=M_{Q}A_{Q}$ となるものをとる.
さて, $\langle\nu, \lambda\rangle>0$ である $\nu\in a_{c}^{*}$ に対して, 次の条件を満たす $G$ 上の関数几 $(g)$ が存在

する :
(1) $f_{\nu}(g)$ は連続である.
(2) $f_{\nu}(hgman)=a^{\nu}f_{\nu}(g)(h\in H, g\in G, m\in M_{Q}, a\in A_{Q}, n\in N_{Q})$ .

$f_{\nu}(g)$ を使って,

$\varphi_{\nu}(gH)=[_{K}f_{-\nu-\rho}$
。

$(g^{-1}k)dk$ $(\forall g\in G)$

とおく. $\varphi_{\nu}(gH)$ は $G/H$ 上の左 $K$-不変な関数である. $l\ovalbox{\ttREJECT}=s\lambda(s\in C)$ とおく. すると,
$\psi_{s}(gK)=\varphi_{-s\lambda}(g^{-1}H)$ は $G/K$ 上の左 $H$-不変な関数とみなせ, しかも $\psi_{s}(gK)$ は微分方
程式

$2(m_{\lambda}+ 4m_{2\lambda})\omega_{\mathfrak{g}}\psi_{s}=\{s^{2}-[\frac{m_{\lambda}+2m_{2\lambda}}{2}]\}\psi_{s}$.

を満たすことを示せる. さらに, 容易な計算によって

$t \lim_{\infty}e^{-(s\lambda-\rho_{\mathfrak{a}})(iY)}\psi_{s}(e^{tY}K)=c_{G/K}(\iota(s\lambda))$ (6.3)

がわかる. また $\psi_{s}(gK)$ は定数倍を除いて命題 6.1の $u_{s}(gK)$ に等しいことがわかる. こ

れで (6.3) と (6.2) を比較して,

$\lim_{tarrow+\infty}e^{-(s\lambda-\rho_{\mathfrak{a}})(tY)}\psi_{s}(e^{tY}K)=\frac{R_{G,H}(-s)}{R_{G,H}(s)}c_{G/K}(\iota(s\lambda))$ . (6.4)



を得る. $\varphi_{s\lambda}(e^{tY}H)=\psi_{s}(e^{-tY}K)$ なので,

$\lim_{tarrow+\infty}e^{(-s\lambda+\rho_{\mathfrak{a}})(tY)}\varphi_{s\lambda}(e^{tY}K)=\frac{R_{GH)}(s)}{R_{G,H}(-s)}c_{G/K}(\iota(-s\lambda))$ . (6.5)

がわかる. いま関数 $E_{G/H}(s)$ を

$E_{G/H}(s)= \frac{R_{G,H}(s)}{R_{G,H}(-s)}\frac{c_{G/K}(\iota(-s\lambda))}{c_{G^{d}/K^{d}}(\iota(s\lambda))}$

で定義する. すると次の定理を得る.

Theorem 6.3. $G/H$ が以前の仮定を満たしているとする. このとき, 次が成り立つ.

$\lim_{tarrow+\infty}e^{(-s\lambda+\rho_{\mathfrak{a}})(tY)}\varphi_{s\lambda}(e^{tY}K)=E_{G/H}(s)c_{G^{d}/K^{d}}(\iota(-s\lambda))$. (6.6)

さらに次が成り立つ.
(i) $E_{G/H}(s)E_{G^{d}/H^{d}}(-s)=1$

(ii) $I-V$ の場合には $E_{G/H}(s)$ は以下で与えられる :

7 文献について

1. 第 1節について Harish-Chandra [10], Bhanu Murthy $[4],[5],$ $Gindikin- Karpelevi\check{c}[9]$ ,
$Helgason[11]$ , Schiffman [27] などをあげておく. c-関数の計算についての歴史的解
説は Gindikin [8], Knapp [14] などがある. よく知られたものなので, 他にもいくっ
か教科書がある.

2. 半単純対称対の分類は Berger [2] による. Oshima-Sekiguchi [24], [25] で半単純対称
対の構造を調べている. 実階数が 1の半単純対称対の表は [25] にある.

3. $G/K_{\epsilon}$ を導入したのは [24] である. この場合の c-関数の計算の実行している.

4. 半単純対称空間の c-関数については Oshima [21], [23] が基本的である.

この原稿は, 半単純対称空間のコンパクト化, 主系列, Poisson変換, 確定特異型境界
値問題など関連する話題に言及していないので, 全体の見通しが悪い. 文献表に完全では
ないが参考にした力\searrow 参考になるであろう論文をあげておいたので, 関心のある方はそれ
らを直接あたっていただくことをお勧めする.
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