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1 Introduction
$G_{\mathbb{C}}$ を連結複素半単純リー群、G、をその連結な real form とする。 $K$ を $G_{\mathbb{R}}$ の極

大コンパクト部分群とし、 $K_{\mathbb{C}}$ をその (連結な) 複素化とする。任意の $G_{\mathbb{C}}$ の旗多

様体 $X=G_{\mathbb{C}}/P$ 上の $K_{c}$-軌道と $G_{\mathbb{R}}$-軌道との間には次の自然な 1対 1対応がある
$([M2])$。

$K_{C}\backslash X\ni Sarrowarrow S’\in G_{\mathbb{R}}\backslash X$

$\Leftarrow\Rightarrow S\cap S’$ は空でないコンパクト集合 (1.1)

[GM1] において、 $S\in K_{c}\backslash X$ に対し、 次のような G。の部分集合を定義した。

$C(S)=$ {$x\in G_{c}|xS\cap S’$ は空でないコンパクト集合}

ただし、 $S’$ は (1.1) によって定まる $x$ 上の $G_{\mathbb{R}}$-軌道である。 明らかに $C(S)$ は左
$G_{\mathbb{R}}$-不変かつ右 Kc-不変な集合である。

$g_{\mathbb{R}}=f\oplus \mathfrak{m}$ を $g_{\mathbb{R}}$ の Cartan 分解とする。 $t$ を $i\mathfrak{m}$ の 1つの極大可換部分空間と
し、 $t^{+}=$ { $Y\in t||\alpha(Y)|<\pi/2$ for all $\alpha\in\Sigma(\mathfrak{g}_{C},$ $t)$ } とお \langle 。このとき Akhiezer-
Gindikin 領域 $D$ が次の式で定義される $([AG])$。

$D=G_{\mathbb{R}}(\exp t^{+})K_{\mathbb{C}}$

[GM1] (Conjecture 1.6) において次のように予想した。

予想 1.1 $S\neq X$ が nonholomorphic type のとき $C(S)_{0}=D$ であろう。 ただし、
$C(S)_{0}$ は $C(S)$ の単位元を含む連結成分とする。

注意 1.2 $G_{\mathbb{R}}$ がエルミート型のとき、 full flag manifold $G_{C}/B$ 上には 2つの特殊な
閉 $K_{C}$-軌道 $S_{1}=Q/B$ と $S_{2}=w_{0}Q/B$ が存在する。 ただし $Q=K_{\mathbb{C}}B$ は $G_{\mathbb{R}}/K$ の

複素構造を定義するための極大放物型部分群であり、 $w_{0}$ はワイル群の最長元とする。
このとき、任意の放物型部分群 $P\supset B$ に対し、 $S_{1}P$ と $S_{2}P$ は $G_{C}/P$ の holomorphic
type の $K_{C}$-軌道と呼ばれ、それ以外の $K_{C}$-軌道はすべて nonholomorphic type と

定義する。 従って、 閉でないすべての軌道あるいは $G_{1R}$ がエルミート型でないとき

のすべての軌道は nonholomorphic type である ([WZ1] 参照)
。
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$G_{\mathbb{C}}/B$ ( $B$ は $G_{\mathbb{C}}$ のボレル部分群) 上の開 $K_{C}$-軌道 $S_{op}$ (ただ 1つ) を考えよう。
このとき $S_{op}’$ は閉 GR-軌道であるので

$C(S_{op})=\{x\in G_{\mathbb{C}}|xS_{\text{。}p}\supset S_{op}’\}$

となる。 連結成分 $C(S_{op})_{0}$ は最近しばしば Iwasawa domain と呼ばれている。 $[H]_{\text{、}}$

[M4] において inclusion

$D\subset C(S_{\text{。}p})_{0}$

が示され、 [B] によって $C(S_{\text{。}p})_{0}\subset D$ が示されているので、

$C(S_{\text{。}p})_{0}=D$

である。 また [GM1] Proposition $8.1_{\text{、}}$ Proposition 8.3において任意の $X=G_{\mathbb{C}}/P$

上の $K_{C}$-軌道 $S$ に対して

$C(S_{\text{。}p})_{0}\subset C(S)_{0}$

が示されている。 従って、予想 1.1を示すには逆向きの inclusion を示せばよい。
$S$ が開軌道のとき、 この予想は [M5] で証明された。従って、 $S$ は開軌道でない

としてよい。 $s_{0}$ を $S$ に含まれる dense な $K_{C^{-}}B$ 両側剰余類とする。任意の simple
root $\alpha$ に対し、 $P_{\alpha}=BuBw_{\alpha}B$ によって放物型部分群 $P_{\alpha}$ を定義する。 [GM2]
Lemma 2によって、

$S_{k}^{cl}=S_{0}^{cl}P_{\alpha_{1}}\cdots P_{\alpha_{k}}$ , $\dim_{\mathbb{C}}S_{k}=\dim_{\mathbb{C}}S_{0}+k$ for $k=1,$ $\ldots,p$

$(\ell=co\dim_{C}S_{0})$ となる Kc-B 両側剰余類の列 $\{S_{k}\}$ と simple root の列 $\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{l}$

を取ることができる。 このとき、 次のことが証明できる $([M6])$。

定理 1.3 $x\in D^{d}\cap C(S)$ ならば

$xS^{cl}\cap S_{op}’P_{\alpha_{t}}$ . . . $P_{\alpha_{1}}=xS\cap S_{0}’$

この定理によって、次のように $G_{\mathbb{R}}$ が非エルミート型のときの予想 1.1が解決さ
れる。

系 1.4 $G_{\mathbb{R}}$ は単純かつ非エルミート型とする。 このとき任意の旗多様体 $G_{\mathbb{C}}/P$ 上

のすべての開でない $K$。-軌道 $S$ に対し、 $C(S)_{0}=D$

証明 $x\in D^{cl}\cap C(S)$ とする。このとき $x\in D$ であることを示せばよい。 $S_{0}P_{\alpha_{1}}\cdots P_{\alpha_{t-1}}\cap$

$S_{\text{。}p}=\phi$ であるから、 duality $([M1])$ により $S_{0}’P_{\alpha_{1}}\cdots$ $P_{\alpha_{l-1}}\cap S_{op}’=\phi$ であり、よって

$S_{op}’P_{\alpha_{\ell-1}}\cdots P_{\alpha_{1}}\cap S_{0}’=\phi$



である。 定理 13により

$xS^{cl}\cap S_{op}’P_{\alpha_{t-1}}\cdots P_{\alpha_{1}}=xS^{cl}\cap S_{op}’P_{\alpha_{l}}\cdots P_{\alpha_{1}}\cap S_{op}’P_{\alpha_{l-1}}\cdots P_{\alpha_{1}}$

$=xS\cap S_{0}’\cap S_{op}’P_{\alpha_{\ell-1}}\cdots P_{\alpha_{1}}=\phi$ .

よって

$xS_{l-1}^{cl}\cap S_{op}’=xS^{cl}P_{\alpha_{1}}\cdots P_{\alpha_{t-1}}\cap S_{op}’=\phi$.

余次元 1の $K_{C}$-軌道 $S_{\ell-1}$ に対し、 [GM2] において次の領域が定義された。

$\Omega=\{x\in G_{\mathbb{C}}|xS_{\ell-1}^{cl}\cap S_{op}’=\phi\}_{0}$

$G_{\mathbb{R}}$ が非エルミート型のとき、 [FH], [M5] において

$\Omega=D$

が示されている。 従って $x\in D$ である。 口

2 例

$G_{C}=SL(3, \mathbb{C}),$ $G_{\mathbb{R}}=SU(2,1)$ ,

$\ovalbox{\ttREJECT}=\{\in G_{C\}$

とする。 $B$ を $G_{C}$ に含まれる上半三角行列のなすボレル部分群とする。 このとき full
flag manifold $X=Gc/B$ は旗 $(\ell,p)$ ( $\ell$ は $\mathbb{C}^{3}$ の 1次元部分空間、 $P$ は $\ell$ を含む $\mathbb{C}^{3}$

の 2次元部分空間) の集合である。 $X$ は次のように 6つの Kc-軌道に分解される。

$S_{1}=\{(\ell,p)\in X|\ell=V_{-}^{0}\}$ ,
$S_{2}=\{(\ell,p)\in X|p=V_{+}^{0}\}$ ,
$S_{3}=\{(l,p)\in X|\ell\subset V_{+}^{0}, p\supset V_{-}^{0}\}$ ,
$S_{4}=\{(\ell,p)\in X|p\supset V_{-}^{0}\}-(S_{1}\cup S_{3})$ ,
$S_{5}=\{(p_{p},)\in X|\ell\subset V_{+}^{0}\}-(S_{2}\cup S_{3})$ ,

$S_{\text{。}p}=X-(S_{1}\cup S_{2}\cup S_{3}\cup S_{4}\cup S_{5})$ .

軌道構造は次の図で表わされる。 (記号の意味については [M3], [MO] 参照)



方、 これらに対応する GR-軌道は次の通りである。

$S_{1}’=\{(p_{p},)\in X|P-\{0\}\subset C_{-}\}$ ,
$S_{2}’=\{(^{p},p)\in X|p-\{0\}\subseteq C_{+}\}$ ,
$S_{3}’=\{(^{p},p)\in X|\ell-\{0\}\subset C_{+}, p\cap C_{-}\neq\emptyset\}$,
$S_{4}’=\{(^{p},p)\in X|\ell\subset C_{0}\}-S_{op}’$ ,
$S_{5}’=$ { $(P,p)\in X|p$ は $C_{0}$ に接する } $-S_{op}’$ ,

$S_{op}’=$ { $(\ell,p)\in X|p\subset C_{0},$ $p$ (は $C_{0}$ に接する}.

ただし $SU(2,1)$ を定義するエルミート形式 $Q(z, z)=|z_{1}|^{2}+|z_{2}|^{2}-|z_{3}|^{2}$ によって、
$\mathbb{C}^{3}$ を

$\mathbb{C}^{3}=C_{0}$ 口 $c_{+}uC_{-}$

$=\{Q(z, z)=0\}u\{Q(z, z)>0\}$ I $\{Q(z, z)<0\}$

と分割する。
$C(S_{4})_{0}$ を調べてみよう。

補題 2.1 ([M6] Lemma 2.5) 任意の $x\in Gc$ について $xS_{op}$ 口 $S_{op}’$ は $S_{op}’$ の dense
subset である。

証明 $S_{op}$ の境界 $\partial S_{op}=G_{C}-S_{\text{。}p}$ は次の条件をみたす正則関数 $f$ の零点集合であ

る ([GM1] 参照)
。

$f(kzb)=\chi(b)^{-1}f(z)$ for $z\in G_{\mathbb{C}},$ $k\in K_{C},$ $b\in B$

ただし $\chi$ : $Barrow \mathbb{C}^{x}$ は regular な正則指標である。 したがって $\partial(xS_{\text{。}p})=x\partial S_{\text{。}p}$ は

$g(z)=f(x^{-1}z)$ とおくとき、 $g(z)=0$ で定義される。 $g$ が $S_{op}’$ の開部分集合上 $0$ で

あるとすると、 $S_{op}’$ は $G_{C}/B$ 上の $G_{\mathbb{R}}$-軌道であるので、 $G_{\mathbb{C}}$ 全体で $0$ になる。 よっ

て $xS_{op}\cap S_{op}’$ は $S_{op}’$ の dense subset である。 $\square$

補題 2.2 ([M6] Lemma 3.3) $(xS_{4}\cap S_{4}’)/B$ が空でないコンパク ト集合であれば、

(xS4\cap S4/)島 $\supset S_{op}’$ (ただし、 $\alpha=\alpha_{2}$ とする。)



証明 $\mathcal{Y}=(xS_{4}\cap S_{4}’)P_{\alpha}$ $\cap S_{o}’$ . は $S_{op}’$ の空でない閉部分集合である。 $\mathcal{Y}\neq S_{op}’$ と仮
定して矛盾を導けばよい。 $y$ を $S_{op}’$ における $\mathcal{Y}$ の境界点とすると、補題 2.1により
$y$ に収束する $(S_{op}’-\mathcal{Y})\cap xS_{\text{。}p}$ の点列 $\{y_{n}\}$ が取れる。

y\in xS4P砿のとき

$yP_{\alpha}/B=(yP_{\alpha}\cap xS_{4})/Bu(yP_{\alpha}\cap xS_{\text{。}p})/B$

$\cong\{1\text{点}\}$ I $\mathbb{C}$

であるので、 $zB=yP_{\alpha}$ $\cap xS_{4},$ $z_{n}B=y_{n}P_{\alpha}\cap xS_{4}$ をみたす $zB,$ $z_{n}B\in G_{C}/B$ が定

まる。 このとき、容易に

$\lim_{narrow\infty}z_{n}B=zB$

([M6] Lemma 2.1参照) が示せる。 $S_{4}’$ は $S_{op}’P_{\alpha}=S_{4}’uS_{op}’$ の中で relatively open
であり、 $z_{n}\in S_{op}’P_{\alpha},$ $z\in S_{4}’$ だから、十分大きな $n$ について $z_{n}\in S_{4}’$ が成り立つ。
よって

$y_{n}\in z_{n}P_{\alpha}\subset(xS_{4}\cap S_{4}’)P_{\alpha}$

となり、 これは $y_{n}\not\in \mathcal{Y}$ に矛盾する。 口

系 2.3 $C(S_{4})_{0}=D$

証明 [GM1] Proposition 8.1により $D\subset C(S_{4})_{0}$ が示されているので、 $C(S_{4})_{0}\subset D$

を示せばよい。そのためには、 $x\in D^{d}\cap C(S_{4})$ のとき、 $x\in D$ であることを示せば

よい。 補題 2.2により $(xS_{4}\cap S_{4}’)P_{\alpha}\supset S_{op}’$ であるので

$xS_{op}P_{\alpha}=xS_{4}P_{\alpha}\supset S_{op}’P_{\alpha}$ (2.1)

が成り立つ。 $S_{op}P_{\alpha}$ は開 $K_{C^{-}}P_{\alpha}$ 両側剰余類なので、 これは

$x\in C(S_{\text{。}}{}_{P}P_{\alpha})$

を意味するが、 $D\subset C(S_{op}P_{\alpha}),$ $x\in D^{cl}$ だから $x\in C(S_{\text{。}}{}_{P}P_{\alpha})_{0}$ であ $U_{\text{、}}$ [M5] Corol-
lary 1.4において $C(S_{op}P_{\alpha})_{0}=D$ が示されているので、 $x\in D$ である。 口

定理 13を $S=S_{4}$ について書くと次の式になる。

$x\in D^{cl}\cap C(S_{4})\Rightarrow xS_{4}^{cl}\cap S_{op}’P_{\alpha}=S_{4}\cap S_{4}’$

図より

$S_{4}^{cl}=S_{1}uS_{3}uS_{4}$ ,

であるので、 これは

$S_{op}’P_{\alpha}=S_{4}’uS_{op}’$

$x\in D^{d}\cap C(S_{4})\Rightarrow(xS_{1}\square xS_{3}uxS_{4})\cap(S_{4}’uS_{op}’)=xS_{4}\cap S_{4}’$ (2.2)



を意味する。 これを ([M5] Corollary 1.4を用いず、 直接的に) 示そう。 $x\in C(S_{4})$

のとき、 (2.1) により
$xS_{4}uxS_{\text{。}p}\supset s_{4}’uS_{op}’$

であるので、

$(xS_{1}uxS_{3})\cap(S_{4}’uS_{opp}’)=\emptyset$ (2.3)

である。 また、 任意の $y\in S_{o}’$. に対し、 補題 22により $yP_{\alpha}\cap xS_{4}\cap S_{4}’\neq\phi$ である

が、 $(yP_{\alpha}\cap xS_{4})/B=1$ 点であるので、

$yP_{\alpha}\cap xS_{4}\cap S_{4}’=yP_{\alpha}\cap xS_{4}$

が従う。 よって

$yP_{\alpha}\cap xS_{4}\cap S_{op}’=\phi$

であり、 $y\in S_{op}’$ は任意だから、

$xS_{4}\cap S_{op}’=\phi$ (2.4)

である。 (2.3) と (2.4) により (2.2) が成り立つ。 (注:(2.2) については、条件 $x\in D^{cl}$

は不要であった。)
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