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1 Introduction
本論説では最近筆者の得た多次元 (墨つき) 超幾何級数に関する Euler変換公式 [8] と
その応用について概説する。

およそ 20年前に Holman, Biedenharn, Louck によって導入された高次元の超幾何級
数 [6], [5] は Lie群 $SU(n)$ の表現論および量子力学を起源に持つ。その q-変形も含めて、
これらは解析的整数論 ( $(q;q)_{\infty}^{n}$ の展開公式など) [10], [18] や cylindric $partition[4]$等への

応用も知られており、数々の興味深い変換公式、和公式も知られている $[2],[14],[15],[16],[17]$ ,
[19] ((底つき) 超幾何級数の性質等は $[1],[3],[20]$ 等を参照のこと。本論説の記号の定
義もこれらの本に概ね従う。) 。

(q-) 超幾何関数の変換公式の中で重要なものとして超幾何関数の Euler変換公式

$2F1[^{a_{C}b}’;u]$ $=$ $(1-u)^{c-a-b}2F_{1}[^{c-a}c’ c-b;q;u]$ (1.1)

や、 その $q$-変形である、底つき (q-) 超幾何関数に関する Heine の第 3変換公式 (本論
説では $0<q<1$ とする。)

$2\phi_{1}[^{a_{C}b}’;q;u]$ $=$ $\frac{(abu/c)_{\infty}}{(u)_{\infty}}2\phi_{1}[^{c/a_{C}c/b}’;q;abu/c]$ (1.2)

が古典的に知られている。 ここで n+l凡はー般超幾何級数

$n+1Fn[^{a_{0}}’$ $a_{1}, \ldots,a_{n}b_{1},\ldots,b_{n};u]=\sum_{k\in N}\frac{[a_{0}]_{k}[a_{1}]_{k}.\cdots[a_{n}]_{k}}{k![b_{1}]_{k}\cdot\cdot[b_{n}]_{k}}u^{k}$. (1.3)

を表し $([z]_{n}=z(z+1)\cdots(z+n-1)$ は Pochhammer $symbol)_{\text{、}}$ また $r+1\emptyset,$. は底付き
(q-)=般超幾何級数

$r+1 \phi r[_{C_{1},C_{f}}^{a_{0},a_{1}.’.\cdot.\cdot.a_{r}};q;u]=\sum_{n\in N}\frac{(a_{0})_{n}(a_{1})_{n}.\cdot.\cdot.\cdot(a_{r})_{n}}{(q)_{n}(c_{1})_{n}(c_{r})_{n}}u^{n}$ . $(1.4\backslash )$

を表す $0$ ここで $q$-shifted factorial を

$(a)_{\infty}:=(a;q)_{\infty}= \prod_{n\in N}(1-aq^{n})$
, $(a)_{k}:=(a;q)_{k}= \frac{(a)_{\infty}}{(aq^{k})_{\infty}}$ for $k\in \mathbb{C}$, (1.5)
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で定義する。

本論説では最近筆者の得た上の Euler の変換公式、 Heine の第三変換公式の多次元
化の公式とその応用について述べる。以下では主に底つき (q-) 超幾何級数の場合で議
論を進めていく。

2 $q$-multiple hypergeometric series
まず、 本論説では

$\sum_{\beta\in N^{n}}\frac{\triangle(xq^{\beta})}{\triangle(x)}u_{1}^{\beta_{1}}\cdots u_{n}^{\beta_{n}}\cross$ (basic hypergeometric stuff) (2.1)

(ここで $\beta=(\beta_{1}, \ldots ,\beta_{n})\in N^{n},$ $| \beta|=\sum_{i=1}^{n}\beta_{i}$ であり、

$\triangle(x)=\prod_{1\leq i<j\leq n}(x_{i}-x_{j})$
and

$\triangle(xq^{\beta})=\prod_{1\leq i<j\leq n}(x_{i}q^{\beta:}-x_{j}q^{\beta_{j}})$

は $x=(x_{1}, \ldots, x_{n}),$ $xq^{\beta}=(x_{1}q^{\beta_{1}}, \ldots x_{n}q^{\beta_{n}})$ の Vandermonde行列式を表す o) の形をし
た形式的幕級数を ( $A_{n}$ 型) 多次元超幾何級数と呼ぶ。
まず、多次元底つき超幾何級数の変換公式、和公式の中で最も基本的なものの一つ

として $q- 2$ 項定理
$(bu)_{\infty}$ $x^{}(b)_{n_{-\cdot n}}$

$\frac{(Ju/\infty}{(u)_{\infty}}=\sum_{n\in N}\frac{\backslash (J/n}{(q)_{n}}u$

の多次元版 ([17], Theoreml 47)

Theorem 2.1.

$(b_{1}\cdots b_{n}u)_{\infty}(u)_{\infty}$ $=$ $\sum_{\beta\in N^{n}}(u)^{|\beta|}\frac{\triangle(xq^{\beta})}{\triangle(x)}\prod_{1\leq i,j\leq n}\frac{(b_{j^{X}i}/x_{j})_{\beta}}{(qx_{i}/x_{j})_{\beta_{i}}}.\cdot$ (2.2)

が知られている。

ここで、 多次元超幾何級数に関して、 $multiindex\beta$ の長さが=定の範囲で和をとる
と、 適当な変数の付け替えによって

$\sum_{\beta\in N^{n+1},|\beta|=N}\frac{\triangle(xq^{\beta})}{\triangle(x)}.u_{1}^{\beta_{1}}\cdots u_{n+1}^{\beta_{n+1}}\cross$ (basic hypergeometric stuff) (2.3)

$=$ $\sum_{\beta\in N^{n}}\frac{\triangle(xq^{\beta})}{\triangle(x)}\prod_{1}^{n}\frac{1-aq^{|\beta|+\beta_{i}}x_{i}/x_{n}}{1-ax_{i}/x_{n}}z_{1}^{\beta_{1}}$
.. . $z_{n}^{\beta_{n}}\cross$ (another basic hypergeometric stuff)

となることに注意すると、 (以下では、右辺のような形の級数を多次元 very-well-poised
底 2き超幾何級数と呼ぶ。)

Corollary 2.1. (2.2) において、両辺の $u^{N}$ の係数をとりだし、更にパラメータの付け
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替えをすることにより、

$\frac{(aq/b_{1}\cdots b_{n}c)_{N}}{(aq/c)_{N}}\prod_{1\leq i\leq n}\frac{(aqx_{i}/x_{n})_{N}}{((aq/b_{i})x_{i}/x_{n})_{N}}$ (2.4)

$=$ $\sum_{\beta\in N^{n}}(\frac{c\ell.q^{1+n}}{b_{1}\cdot\cdot b_{n^{C}}})^{|\beta|}\frac{\triangle(x.q^{\beta})}{\triangle(\tau)}.\prod_{1\leq i\leq n}\frac{1-bq^{|\beta|+\beta}\cdot x_{i}/x_{n}}{1-b\tau_{i}/x_{n}}$

.

$\prod_{1\leq i,j\leq n}\frac{(b_{j^{X}i}/x_{j})_{\beta}}{(qx_{i}/x_{j})_{\beta}}.\cdot.\cdot\prod_{1\leq\dot{\cdot}\leq n}\frac{(cx_{i}/x_{n})_{\beta}}{(aq^{1+N}x_{i}/x_{n})_{\beta}}.\cdot.\cdot\frac{(q^{-N})_{|\beta|}}{(c\iota q/c)_{|\beta|}}\prod_{1\leq i\leq n}\frac{(ax_{i}/x_{j})_{|\beta|}}{((aq/b_{i})\tau_{i}/x_{j})_{|\beta|}}$

.

が得られる。 $n=1$ のとき、 (2.4) は

$\frac{(aq/bc)_{N}}{(aq/c)_{N}}\frac{(aq)_{N}}{(aq/b_{1})_{N}}$ $=$ $6 \phi_{5}[_{\sqrt{a’}}^{a},-\sqrt{a},aq/b,aq/c,aq^{1+N}\sqrt{a}q,-\sqrt{a}q,b,c,q^{-N};q;\frac{aq^{1+N}}{bc}]$ (25)

となり、右辺が very-well-poised 底つき超幾何級数で表せ、この式は Badey の terminat-
ing $6\phi_{5}$ の和公式として知られている。なお (23) の右辺は $n=1$ のとき、 ve’ry-well-poi.sed
底つき超幾何級数で表示が出来る。 very-well-poised (底つき)超幾何級数に関しては古
典的にも様々な和公式、変換公式、そしてそれらの応用も知られている。 また (24) の
無限和のタイプのー般の root系への拡張として、国内では伊藤雅彦氏の精力的な仕事
がある。

3 Main result
野海と筆者 [7] は Macdonald 多項式の列型の昇降演算子の係数を explicit に決める必要
から、 (2.2) の ( $u$ の) 多項式版を定数関数 1がMacdonald の q-差分作用素の固有関数
であることを表す恒等式

$D_{x}(e\iota;t, q)\cdot 1$ $=$
$\sum_{K\subset[1,..n]}.,(-u)^{|K|}q^{(_{2}^{|K|})}\prod_{i\in R’,j\not\in\kappa}\frac{1-qx_{i}/x_{j}}{1-x_{i}/x_{j}}$ (3.1)

$=$ $(u;q)_{n}$ .

を然るべく特殊化をすることによって得た。 (ここで

$D_{x}(u;q,t)$
$:= \sum_{K\subset[1,..n]}.,(-u)^{|K|}t^{(_{2}^{|K|})}\prod_{i\in h’,j\not\in K}\frac{1-tx_{i}/x_{j}}{1-x_{i}/x_{j}}\prod_{i\in h’}T_{q,x:}$ (32)

$=$
$\sum_{r=0}(-u)^{r}D_{r}(x)$ ,

は $Macdonald[12]$ の可換な $q$-差分作用素 (Macdonald作用素) の母関数。 また $T_{q,x:}$ は変

数 $x_{i}$ に対する $q$-字分作用素 Macdonald 多項式は $parttion\lambda$ によって parametrize され
る $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})$ の対称多項式で、Macdonald作用素の固有関数

れ

$D_{x}(u;q, t)P_{\lambda}(x;q,t)=P_{\lambda}(x;q, t) \prod_{i=1}(1-ut^{n-i}q^{\lambda:})$
. (3.3)

として特徴づけられる。)
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Remark 3.1. (.3.1) は Coxeter 群に関する Poincar\’e 多項式の恒等式 ([11], Theorem2 .8)
の $A$ 型の場合にあたる。 また (2.2) をうまく解析接続して $u$ に関する Laurent 級数にま
で伸ばしたものから、 $A$ 型の Macdonald恒等式が導出される $[17]_{\circ}$

その idea を用いて、最近筆者 [8] は Heine の第 3変換公式の多次元版である公式を
得た。

Theorem 3.1. ( Y. Kajihara [8] Theorem 1.1)

$\sum_{\gamma\in N^{n}}u^{|\gamma|_{\frac{\triangle(xq^{\prime\gamma})}{\triangle(x)}\prod_{1\leq i,j\leq n}\frac{(a_{j}x_{i}/x_{j})_{\gamma i}}{(qx_{i}/x_{j})_{\gamma}}\prod_{1\leq i\leq n,1\leq k\leq m}\frac{(b_{k^{X_{iy_{k//m}}}}x_{n}c)_{\gamma}}{(cxic_{k}//x_{n}e/m)_{\gamma}}}}.\cdot\dot{.}\dot{.}$

$=$ $\frac{(a_{1}\cdots a_{n}b_{1}\cdots b_{m}u/c^{m})_{\infty}}{(\iota\iota)_{\infty}}$

$\sum_{\delta\in N^{m}}(a_{1}\cdots a_{n}b_{1}\cdots b_{m}u/c^{m})^{|\delta|}\frac{\triangle(yq^{\delta})}{\triangle(y)}$

$\prod_{1\leq k,l\leq m}\frac{((c/b_{l})y_{k}/y\iota)_{\delta_{k}}}{(qy_{k}/y\iota)_{\delta_{k}}}\prod_{1\leq i\leq n,1\leq k\leq m}\frac{((c/a_{i})x_{i}y_{k}/x_{n}y_{m})_{\delta_{k}}}{(cx_{i}y_{k}/x_{n}y_{m})_{\delta_{k}}}$
. (3.4)

Remark 3.2. $m=n=1$ のとき、 (3.4) は Heine の第三変換公式 (12) に帰着する。 ま

た、 (3.4) の両辺の和をとる格子の次元は独立である。 このような多次元 (底つき) 超

幾何級数の恒等式は筆者の仕事以前には知られていなかった。標語的にいえば、先ほ
どの Remark までで’Macdonald (operator) meets Macdonald (identities).’ といえるか
も知れない。 これ以降で論ぜられる応用も含めて少なくとも Macdonald作用素および
Macdonald 多項式は多次元超幾何関数に関するかなりの性質を孕んでいると言ってい
いと思われる。

上の恒等式は Macdonald 多項式の再生核

$\prod(x;y.)=\prod_{1\leq i\leq n,1\leq k\leq m}(tx_{i}y_{k})_{\infty}(x_{i}y_{k})_{\infty}$
$=$

$\sum_{l(\lambda)\leq\min(n,m)}.b_{\lambda}(q, t)P_{\lambda}(x;q, t)P_{\lambda}(y;q, t)(3.5)$

$b_{\lambda}(q, t)$ $=$ $\prod_{s\in\lambda}\frac{1-t^{l(s)+1}q^{a(s)}}{1-t^{l(s)}q^{a(s)+1}}$

に関する自己共役性を表す式 (三町、野海による [13]) を然るべく特殊化して得られる。

Corollary 3.1. また、 $m=1$ のとき、 (3.4) は

$\sum_{\gamma\in N^{n}}u^{|\gamma|_{\frac{\triangle(xq^{\gamma})}{\triangle(x)}\prod_{1\leq i,j\leq n}\frac{(c\iota_{j}x_{i}/x_{j})_{\gamma}}{(qx_{i}/x_{j})_{\gamma i}}\prod_{1\leq i\leq n}\frac{(bx_{i}/x_{n})_{\gamma}}{(cx_{i}/x_{n})_{\gamma}}}}.\cdot..\cdot$

.
(3.6)

$=$ $\frac{(a_{1}\cdots a_{n}bu/c)_{\infty}}{(u)_{\infty}}$

$n+1\phi n[^{c/b,(c/a_{1})x_{1}/x_{n},..\cdot.\cdot.’(c/a_{n-1})x_{n-1}/x_{n},c/a_{n}}cx_{1}/x_{n},,cx_{n-1}/x_{n},c;q,$ $a_{1}\ldots a_{n}bu/c]$ .

に帰着し、右辺の和をとる格子の次元か旬なので一般底つき超幾何級数 n+l $\phi_{n}$ で表せる。
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4 Application
応用として、 S.Milne によって知られていた (terminating balanced) $3\phi 2$ の多次元版の
非常に簡単な別証明が、 この公式の特殊な場合を用いて行なうことが出来る。更に、そ
の証明と同様の方法で、新たな数々の多次元超幾何級数に関する変換公式、和公式が
得られる。

まず

Proposition 4.1. (Pfaff-Saalschutz summation $fo$rmula for basic hypergeometric series
in $U(n+1))$

$\sum_{|\gamma|\leq l}q^{|\gamma|_{\frac{\triangle(xq^{\gamma})}{\triangle(x)}\prod_{1\leq i,j\leq n}\frac{(a_{j}x_{i}/x_{j})_{\gamma}}{(qx_{i}/x_{j})_{\gamma}}\prod_{1\leq i\leq n}\frac{(bx_{i}/x_{n})_{\gamma}}{(cx_{i}/\tau_{n})_{\gamma}}\frac{(q^{-l})_{|\gamma|}}{(c\iota_{1}\cdots a_{n}bq^{1-l}/c)_{|\gamma|}}}}.\cdot.\cdot..\cdot.\cdot$

$=$
$\frac{(c/.b)_{l}}{(c/a_{1}\cdot\cdot a_{n}b)_{l}}\prod_{1\leq i\leq n}\frac{((c/a_{i})x_{i}/x_{n})_{l}}{(cx_{i}/x_{n})_{l}}$ . (4.1)

は、 Milne([17], Theorem 4.15) によって知られているが、 (3.6) の両辺の $u$ の幕を比較
することによって 1次元 $(_{3}F_{2})$ のとき

3 $F2[_{c,a+b-c-l+1}-l,$
$a,b$

; $1]= \frac{[c-a]_{l}[c-b]_{l}}{[c]_{l}[c-a-b]_{l}}$ (4.2)

と同様に非常に簡略な証明をつけることが出来る。

また、多次元六つき超幾何級数特有の性質として、等式の片側 (もしくは両辺) が
多次元 very-well-poised (底つき) 超幾何級数に関する和公式、変換公式も幾つか得ら.
れる。 (3.4) に関して同様にすれば、 $m=2,$ $n=1$ のときに

$\frac{(c^{2}/ab_{1}b_{2})_{N}}{(c/b_{2})_{N}}\frac{(c)_{N}}{(c/a)_{N}}\frac{(y_{2}/y_{1})_{N}}{((c/b_{1})y_{2}/y_{1})_{N}}4\phi_{3}[_{q^{1-N}ab_{1}b_{2}/c^{2},cy_{1}/y_{2}}^{q^{-N},a,b_{1}y_{1}/y_{2},b_{2}}$

, c’
$q,$ $q]$

$=$ $8\phi_{7}$
$(c/a)y_{1}/y_{2},q^{1-N}c^{-1}q^{1-N}a/c,cy_{1}/y_{2}$ ; $q,$ $ab_{1}b_{2}q/c^{2}]$ . (4.3)

という変換公式を含むような多次元の (底つき) 超幾何関数に関しての変換公式が得
られる。主論文 [8] の中ではこれを Watson type の公式と呼んでいる。 (以下、 本論説
では一般の $m,$ $n\in N$ での結果は式が冗長になるので省略する。ー般の表示は [8] を参
照のこと。)
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また (3.4) において、 $a_{1}\cdots a_{n}b_{1}\cdots b_{m}=c^{m}$ と特殊化すれば、 $n=m=\underline{9}$ のときに

$\frac{(.a_{2})_{N}}{(c/c\iota_{2})_{N}}\frac{(b_{2})_{N}}{(c/b_{2})_{N}}\frac{(e_{2}//y_{1})_{N}}{((c/b_{1})y_{2}/y_{1})_{N}}\frac{(b_{1}y_{1}/c_{2}/)_{N}}{(c\tau/1/\prime\iota/2)_{N}}\frac{(cx_{1}/x_{2})_{N}}{((c/a_{1})\backslash x_{1}/x_{2})_{N}}.\frac{(c\iota_{1}.x_{2}/x_{1})_{N}}{(\backslash \prime r_{2}/x_{1})_{N}}$

.

$10\phi 9$
$q^{1-N}x_{1}/x_{2}F_{1},$ $q^{1-N}x_{1}/x_{2}G_{1}^{l},q^{1-N}x_{1}/x_{2}F_{2},$

$q^{1-N}x_{1}/x_{2}C\tau_{2}F_{1},$
$G_{1}’,F_{2},C_{72}’$

; $q,$ $q]$

$=$ $10\phi_{9}$
$q^{1-N}y_{1}/y_{2}Ii_{1}’,$

$q^{1-N}y_{1}/^{1}L_{1},$
$q^{1-N}y_{1}/y_{2}I\iota_{2}^{\nearrow},$

$q^{1-N}y_{1}/y_{2}L_{2}I\iota_{l/2}^{\nearrow,L_{1},Ii_{2}^{r},L_{2}}$ ; $q,$ $q]$ (4.4)

(ここで $i,$ $k=1,2$ において

$I\iota_{i}^{\nearrow}=(c/a_{i})x_{i}y_{1}/x_{2}y_{2}$ , $L_{i}=q^{1-N}c^{-1}x_{2}/x_{i}$ (4.5)

$F_{k}=b_{k^{X_{1}}}y_{k}/x_{2}y_{2}$ , $G_{k}=q^{1-N}c^{-1}y_{2}/y_{k}$ (4.6)

$)_{\text{、}}n=2,$ $m=1$ のときに、 and

$8\phi_{7}$
$q^{1-N}x_{1}/x_{2}F_{1},q^{1-N}x_{1}/x_{2}G_{1}F_{1},G_{1},;q,$ $q]$

$=$ $\frac{(c/b)_{N}}{(b)_{N}}\frac{(c/a_{2})_{N}}{(a_{2})_{N}}\frac{((c/a_{1})x_{1}/x_{2})_{N}}{(cx_{1}/x_{2})_{N}}\frac{(x_{2}/x_{1})_{N}}{(a_{1}x_{2}/x_{1})_{N}}$ (4.7)

$(\text{ここで}$

$F_{1}=bx_{1}/x_{2}$ , $G_{1}=q^{1-N}c^{-1}$ (4.8)
$)$ を特殊な場合として含む公式が得られる。 [8] ではそれを Bailey-Jackson type の公式
と呼んでいる。

最後に (3.4) を 2つ組合せることによって、 Sears の公式

$4\phi_{3}[_{d,e,f}^{q^{-N},a,b,c};q,$ $q]$ (4.9)

$=$ $a^{N_{\frac{(e/a)_{N}(f/a)_{N}}{(e)_{N}(f)_{N}}4}}\phi_{3}[_{d,aq^{1-N}/e,aq^{1-N}/f}^{q^{-N},a,d/b,d/c};q,$ $q]$ , $(abc=defq^{N-1})$

の多次元版も得られることを報告して、本論説を終える。

Remark 4.1. Sears の公式 (4.9) の多次元版の応用については [9] にあるので、興味のあ
る方は参考にされたい。
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