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ここに述べる結果は Jonathan Beck 氏との共同研究である.

なお, 証明には幾何は一切用いられない.
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$\bullet$

$\tilde{U}$ : Lusztig のモディファイされた量子展開環

$\bullet$

$\tilde{B}$ : その (大域) 結晶基底 ([21])

$\infty XBff_{HHH}^{B}/P^{i}\overline{\pi}\not\leqq EE$

$\min_{i}(\alpha_{i},\alpha_{i})/2$

$\bullet q_{s}=q$

$\bullet$
$e_{i}^{(n)}=e_{i}^{n}/[n]_{i}$ ! : divided power

$\bullet$
$AU^{+}=\langle e_{i}^{(n)}\rangle$ : Lusztig $\emptyset$ integral form $(A=\mathbb{Z}[q_{s}, q_{s}^{-1}])$

$\bullet$

$-$

: bar involution, $\overline{q_{s}}=q_{s}^{-1},$ $\overline{e_{i}}=e_{i},$
$\overline{f_{i}}=f_{i},$ $\overline{q^{h}}=q^{-h}$

$\bullet$ $(, )$ : $U^{+}$ 上のある非退化対称双線型形式

$\bullet$ $A_{\infty}=$ { $f\in \mathbb{Q}(q_{s})|f$ is regular at $q_{s}=\infty$ }

柏原, Lusztig の大域結晶/標準基底 $B(-\infty)$ は, $AU^{+}$ の A-加

群としての基底であり, 様々なよい性質を持つ.
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性質の例

(1) $b\in_{A}U^{+}$

(2) $(b, b’)=\delta_{bb’}+q_{s}^{-1}A_{\infty}\cap \mathbb{Z}[[q_{s}^{-1}]]$

(3) $\overline{b}=b$ for $b\in B(-\infty)$

容易にチェックできるように (1), (2), (3) は, $B(-\infty)$ を uP to

sign で特徴づける.

Lusztig の定義 $=$ 偏屈層を用いる幾何学的なもの

柏原の定義

(0) 柏原作用素 $\tilde{e}_{i}$ , $\tilde{f_{i}}$ の定義

(1) $L(-\infty)^{def}=$
.

$Span_{A_{\infty}}\{\tilde{e}_{i_{1}}\tilde{e}_{i_{2}} . . .\tilde{e}_{i_{N}}u_{-\infty}\}$

(2) $\tilde{e}_{i},\tilde{f_{i}}$ は, $L(-\infty)/q_{s}^{-1}\Sigma(-\infty)$ に作用素を誘導する. これも
$\tilde{e}_{i},\tilde{f_{i}}$ で表わす.

(3) $L(-\infty)/q_{s}^{-1}L(-\infty)\supset B(-\infty)=$ { $\tilde{e}_{i_{1}}\tilde{e}_{i_{2}}\ldots\tilde{e}_{i_{N}}u_{-\infty}$ の像}
(結晶基底)

(4) 自然な射影の制限

$\mathbb{Q}\otimes_{\mathbb{Z}}(\mathcal{L}(-\infty)\cap \mathcal{L}(-\infty)\bigcap_{A}U^{+})arrow \mathcal{L}(-\infty)/q_{s}^{-1}\mathcal{L}(-\infty)$

が $\mathbb{Q}$ -ベクトル空間の同型であることを帰納的に示し, (2) の

基底 $B(-\infty)$ の逆像として $U^{+}$ の基底を定める. (これも
$B(-\infty)$ で表わす.)
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(0) PBW基底 $\{E_{c}\}_{c\in \mathbb{Z}\# J\triangleright-}\vdash$ を定義 (ワイル群の最長元 $w0$ の

reduced expression の取り方に依存)

(1) $L(-\infty)^{def}=$
.

$Span_{A_{\infty}}\{E_{c}\}$

(2) $L(-\infty)/q_{s}^{-1}L(-\infty)\supset B(-\infty)^{def}=$
.
{ $E_{c}$ の像}

(3) (a) $\overline{E_{c}}=E_{c}+\sum_{c\prec c},$ $r_{c,c’}E_{c}/(r_{c,c}/\in A)$

(b) $\overline{b_{c}}=b_{c}$ となる基底 $\{b_{c}\}$ で $b$

。
$=E$

。
$+ \sum_{c\prec c}/a_{c,c’}E_{c’}$

$(a_{c,c’}\in q_{s}^{-1}\mathbb{Z}[q_{s}^{-1}])$ となるものがただ一つ存在する.

( $(a)\Rightarrow(b)$ は, Kazhdan-Lusztig多項式の定義と同様で容易)

( $\{b_{c}\}$ tは, reduced expression にはよらない. パラメトリゼーショ

ンは異なる. piecewise linear function で変換される)
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$\bullet$ $O\in I$ : 特別な頂点 $(a_{0}=1)$ ( $g\neq \mathfrak{g}(A_{2n}^{(2)})$ ならば $a_{0}^{\vee}=1$ )

$\bullet I_{0}=I\backslash \{0\}$

$\bullet \mathfrak{R}_{0}=\{(m\delta, i)\in \mathbb{Z}\delta\cross I_{0}|m>0, d_{i}|m\}(d_{i}=\max(1,(\alpha_{i},\alpha_{i})/2))$

: 重複度込みで考えた正の虚ルートの集合, i.e.
$\dim g_{m\delta}=\#\{i\in I_{0}|d_{i}|m\}$ .

untwisted type のとき

$\bullet$ $I0$ : 対応する有限次元リー環 go の単純ルートの集合

$\bullet g=g0\otimes \mathbb{C}[z, z^{-1}]\oplus \mathbb{C}c\oplus \mathbb{C}d$

$\bullet$ 虚ルート空間 $=z^{m}\otimes \mathfrak{h}o(m\in \mathbb{Z})$ , ただし $\mathfrak{h}0$ は有限次元リー環のカルタン部分

環 $(d_{i}=1)$

あとで作るルートベクトルは, $\triangle_{+}^{re}=\triangle^{+}\cap\triangle^{re}$ と $\mathfrak{R}_{0}$ でパラメ

トライズされる.
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$\ovalbox{\ttREJECT} Lusztig\emptyset\ovalbox{\ttREJECT} bfflR*H$

自己同型 $T_{i}$ : $Uarrow U$ を次で定義する.

$T_{i}(e_{i})=-f_{i}t_{i},$
$T_{i}(e_{j})= \sum_{r+s=-a_{ij}}(-1)^{r}q_{i}^{-r}e_{i}^{(s)}e_{j}e_{i}^{(r)}$

for $i\neq j$ ,

$T_{i}(f_{i})=-t_{i}^{-1}e_{i},$
$T_{i}(f_{j})= \sum_{r+s=-a_{ij}}(-1)^{r}q_{i}^{r}f_{i}^{(r)}f_{j}f_{i}^{(s)}$

for $i\neq j$ ,

$T_{i}q^{h}=q^{s_{i}h}$

$\ovalbox{\ttREJECT}$ は組み紐群の定義関係式を満たす: $T_{i}T_{j}T_{i}\cdots=T_{j}T_{i}T_{j}\cdots$

また, $U$ の可積分表現 $V$ に働く作用素 $T_{i}$ : $Varrow V$ で次を満た

すものが定義される: $T_{i}(um)=T_{i}(u)T_{i}(m)$ , $u\in U,$ $m\in V$
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$\# I_{0}$ 個の分割の組 $c_{0}=(\rho^{(i)})_{i\in I_{0}}$ に対して

$S_{c_{0}}= \prod_{i}def.\det(\tilde{P}_{i,(^{t}\rho^{(i)}k^{-k+m)d_{i}}})_{1\leq k,m\leq N}$
,

とおく. ( $\tilde{P}$ を初等対称多項式としたときの Schur 多項式の積)

さらに高々有限個を除き $0$ である二つの非負整数列

$c_{+}=(c(0), c(-1),$ $\ldots),$ $c_{-}=(c(1), c(2),$ $c(3),$ $\ldots)$ を取り

$L(c)=(E_{\sqrt 0}^{(c(0)}E_{\beta_{-1}}^{(c(-1))}\cdots)S_{c_{0}}(\cdots E_{\sqrt 2}^{(c(2))}E_{\beta_{1}}^{(c(1))})$

とお $<$ . $C$ をこのような $c=(c_{+}, c_{0}, c_{-})$ の全体とする.
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定理 (Beck-N) 各 $L(c)$ に対し, 大域結晶基底の元 $b(c)$ がた

だ一っ定まり,
$b( c)=L(c)+\sum_{c\prec c’}a_{c,c’}L(c’)(a_{c,c’}\in q_{\text{、}}^{-1}\mathbb{Z}[q_{\text{、}}^{-1}])$

ただし $c\prec c’\Leftrightarrow$ 辞書式順序で $c_{+}\leq c_{+}’,$ $c_{-}\leq c_{-}’$ でどちら

かの不等式は等号でない

特に, $\{L(c)\}$ は次の性質を持つ.

(i) $\{L(c)|C\in G\}$ は, $U^{+}$ の Q(q、)-ベクトル空間としての基底

(ii) $\{L(c)|c\in C\}$ は, $AU^{+}$ の $\mathbb{Z}$ [ $q_{S}$ , q;1]-加群としての基底

(iii) $(L(c), L(c’))=\delta_{c,c’}+q_{\text{、}}^{-1}A_{\infty}$

(iv) $L(c)\equiv b(c)$ mod $q_{s}^{-1}L(-\infty)$

(v) $\overline{L(c)}=L(c)+\sum_{c\prec c’}r_{c,c’}L(c^{J})(r_{c,c’}\in A)$
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実際の証明は次のように行う.

(a) (i), (iii) はすでに示されている.

(b) (iii) から (iv) を $L(c)\equiv\pm b(c)$ と置き換えたものが従う. ( $\{b\}$ の

almost orthonormality から明らか)

(c) 柏原の extremal ウェイト加群 $V(\lambda)$ を用いて, $L(c)=S_{c_{0}}$ のときに,

$\pm=+$ であること, および定理の主張が成り立つこと, すなわち
$S_{c\text{。}}=b_{c\text{。}}+ \sum_{c0\prec c’}a_{c_{0},c}/L(c’)(a_{c_{\text{。}},c’}\in q_{\text{、}}^{-1}\mathbb{Z}[q_{s}^{-1}])$ を示す.

(d) Lusztig の結果 [24] を使って, 一般の $L(c)$ について定理の主張を示す.

本質的に新しいのは (c) の部分である.

ちなみに, Schur 関数は「対称多項式の自然な内積について正規直交基底」 とし

て現れる. この内積が $U^{+}$ の内積と identify されて, 結晶基底の正規直交性と

結びつく !

定義 $V$ を可積分な $U$ー加群とする. ウェイト $\lambda$ のベクトル

$v\in V$ が, extremal ベクトルであるとは,

がすべての $w\in\hat{W}$ について成り立つときをいう.

regular crystal についても, ワイル群作用 $S_{w}$ が定義されること

から同様に extremal ベクトルが定義される.
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$\bullet c=\sum_{i=0}^{n}a_{i}^{\vee}h_{i}$

$\bullet$ $\Lambda_{i}$ : 通常の基本ウェイト $(i\in I)$

$\bullet i\neq 0$ のとき $\varpi_{i}=\Lambda_{i}-a_{i}^{\vee}\Lambda_{0}$

$\bullet$ ただし $A_{2n}^{(2)}$ 型のときは, $a_{0}^{\vee}\neq 1$ であるために

$\varpi_{n}=2\Lambda_{n}-\Lambda_{0}\in P^{0}$ , $\varpi_{i}=\Lambda_{i}-\Lambda_{0}\in P^{0},$ $i=1,$ . .., $n-1$ .

$\bullet\langle c, \varpi_{i}\rangle=0$ .
$\bullet$ untwisted のときは, $\mathfrak{g}0$ の基本ウェイトとみなせる.

$V(\varpi_{i})(i\neq 0)$ をレベル $0$ 基本表現という.
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$\bullet\exists w\in\hat{W}s.t$ . $\varpi_{i}-d_{i}\delta=w\varpi_{i}$

$\bullet$

$u_{\varpi_{i}-d_{i}\delta}$ : $T_{w}u_{\varpi_{i}}$ を適当に正規化して大域結晶基底の元とし

たもの

このとき $\exists z_{i}$ : $V(\varpi_{i})arrow V(\varpi_{i})$ : $U’$ -加群の自己同型で, $u_{\varpi_{i}}$ を

$u_{\varpi_{i}-d_{i}\delta}$ に移すもの. (extremal ウェイト加群の普遍性)

ただし $U’$ は, $U$ から $d$ を除いたもの. ( $d$ をのぞけば $\varpi_{i}$ と

$\varpi_{i}-d_{i}\delta$ は同じ値を取る $!$ )

$\bullet$ $W(\varpi_{i})=V(\varpi_{i})/(z_{i}-1)V(\varpi_{i})$ は U’ー加群 (有限次元)

$\bullet V(\varpi_{i})\cong \mathbb{Q}(q_{s})[z_{i}, z_{i}^{-1}]\otimes W(\varpi_{i})$

$W(\varpi_{i})\text{の}$ Drinfeld 多項式 91 $P_{j}(u)=$

テンソル積加群

$\bullet\lambda=\sum\lambda_{i}\varpi_{i}$ ,

$\bullet\overline{V}(\lambda)=\otimes_{i}V(\varpi_{i})^{\otimes\lambda_{i}}\cong\otimes_{i}\mathbb{Q}(q_{s})[z_{i,\nu}]_{\nu=1,\ldots,\lambda_{i}}\otimes W(\varpi_{i})^{\otimes\lambda_{i}}$
,

$\bullet$ $\overline{u}_{\lambda}=\otimes_{i}u_{\varpi_{i}}^{\otimes\lambda_{i}}$

$\overline{u}\lambda$ が extremal ウェイト加群であることから, $U$ 加群の準同型

$\Phi:V(\lambda)arrow\overline{V}(\lambda)$ が存在する.

ただし, $S_{c_{0}}^{-}=\overline{S_{c0}^{}}\in U^{-},$ $s_{C\text{。}}(z)$ は分割 $\rho^{(i)}$ に対応する Schur
関数の積 ( $c_{0}=(\rho^{(i)})_{i\in I_{0}}$ , ( $\rho^{(i)}$ の行の数が $\lambda_{i}$ よりも大きいとき

には, 右辺は $0$ と仮定)
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