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概要

この論説ではは論文 [17] $1,[18]$ の内容を解説し、 さらに $G=PGL_{2}$ の場合に詳説する。

1 導入

この論説では De Concini-Procesi によって導入された複素対称空間の wonderful と呼ばれ
るコンパクト化を支配する簡約代数群の同変ベクトル束の圏を記述し、 その記述を用いて特別

なベクトル束の存在の主張、 同変 $K$-群の記述、などを行う。その後 $G=PGL_{2}$ の場合に我々

の記述を適用して極大 $\text{ト}-$ラスを共有しない表現の分岐則 $SL_{4}\downarrow SL_{2}\cross SL_{2}$ の–部の記述が

どのように行われるかを見る。

上記の複素対称空間等の代数的なコンパクト化の応用は不変式論への応用のほかに有限次
元表現の分岐則の記述 2やユニタリ表現の nー余不変ベクトルの空間の記述などが考えられてい
るが 3、 どちらにせよ直線束を考えるのでは完全な記述は望めないので、 一般の対称空間や球

多様体の場合には出来ていないとはいえ可能な場合に同変ベクトル束の記述を与えることはそ
れなりに意味があることのように思われる。
我々の記述は $G=PGL_{2}$ の場合でも筆者の知る限りでは新しい。特にこの場合に階数を

固定すると既約同変ベクトル束が直線束によるテンソル積を除いて有限個になるという事 (系

64) ですら過去には知られていなかったようである。
我々の記述の利点は同変ベクトル束の圏という抽象的には明らかに存在するが具体的には

良く分かっていなかった圏と具体的に手で計算できる別の圏との圏同値を示したことにより、
自然に付随する問題の多くが表現論的な考察に落ちるかまたはほぼ自明になることである。こ

のことについては特に $G=PGL_{2}$ の場合に \S 6に独立に読めるように記述したので、 興味を

持たれた方は参照されたい。
尚この話では記号が大量に必要なので標準的な記号については本文ではなくこの直後の記

号一覧表で確認する。

*東京大学大学院数理科学研究科 $D3_{\text{、}}$ 学振特別研究員
1 \S 5で書いたポインタは 6月 19日版 ($arXiv$ の更新日付は 7月 1日) です。
2別の小さな群の分岐則に置き換わってパラメータも減るので、 一般の場合には計算が困難でも計算量を減らすとい

う立場からは意味のある話だと思います。
3と Kostant は言っているのだけれどまだ出来ていません。
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記号ー覧表 A(ー般的な代数群に関する記号;[26] 参照). $R\geq 0$ : 非負実数全体.. $k$ : 標数 $0$ の代数的閉体.. $G:k$ 上の連結簡約代数群.. $\tilde{G}$ : $G$ の有限連結被覆で単連結な単純代数群とトーラスの直積となるもの.. $\tilde{G}0$ : $\tilde{G}$ の直積因子の単純代数群部分.. $T$ : $G$ の極大トーラス.. $B$ : $G$ の Borel 部分群であって $T\subset B$ となるもの. $B^{opp}$ : $B\cap B^{opp}=T$ を満たす $G$ の Borel
部分群.. $\mathfrak{g},$ $b,$

$\ldots$ : $G,$ $B,$
$\ldots$

の Lie 代数.. $\tilde{T},\tilde{B}$ : $T,$ $B$ の $\tilde{G}$ への引き戻し.. $X^{*}(G)$ : $G$ のウェイト格子. $X_{*}(G)$ : $G$ の余ウェイト格子.. $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha\ell$ : $G$ の $T\subset B$ に関する単純ルート. $(\subset X^{*}(T))$. $Q:= \sum Z\alpha:\subset X^{*}(T)$ : $G_{\underline{c}_{C}}$ のルート格子.. $U(a)$ : Lie 代数 $0$ の普遍包絡環.. $V(\lambda)$ : 最高ウェイト $\lambda$ の単純有理 G,c-表現.. $e\in G\subset X$ : $X$ の点で単位元に対応するもの.

記号–覧表 $B$ (コンパクト化の話に付翻する記号; \S 1を参照). $X$ : $G$ の $Gx$ G-同変部分コンパクト化であって smooth かつ $G/Z(G)$ の wonderful コンパクト
化を支配するもの.. $\Sigma$ : $X$ に対応する $N$ の扇 ( $c.f$. 定理 27. $\Sigma$ を強調する時は $X$ の代わりに $X(\Sigma)$ と書く).. $H_{\eta}$ : $\eta\in\Sigma(1)$ に対応する $G\cross G-$不変因子.. $P^{\eta}$ : $\eta\in\Sigma(1)$ を $G$ の 1変数助変数ffl とみなしてその $\tilde{G}^{\text{へ}0}$) Adjoint 作用でパラメータを $0$ に飛

ばした時に $\tilde{G}$ 内に極限を持つような $\tilde{G}$ の元全体からなる $\tilde{G}$ の放物型部分群.. $P^{\eta}=L^{\eta}U_{+}^{\eta}$ : $P^{\eta}$ の Levi 分解で $T\subset L^{\eta}$ となるもの.. $U_{-}^{\eta}:=U_{+}^{-\eta}$ : $U_{+}^{\eta}$ の $\tilde{T}$ に関する opposite unipotent 部分群.

2 簡約群の面変コンパクト化

2.1 トーリック多様体

この節では我々がどのようなタイプのコンパクト浮上で話を展開するのかについて述べる。
そのため我々が対象とする多様体の中で最も基本的なクラスであるトーリック多様体の記述に
ついての定義を復習する 4。そのためこの節の記述は基本的に小田 [24] の劣化コピーとなって
しまっている。

定義 2.1. $T$ の T-同変で正規な代数多様体としての御分) コンパクト化 (と $T$ の組) をトー
リック多様体と呼ぶ。

この分野の伝統としては $T$ のウェイト格子 $X^{*}(T)$ を $M_{\text{、}}T$ の余ウェイト格子 $X_{*}(T)$ を

$N$ と書くことになっている。 定義より自然な Z線形非退化ベアリング

$\langle, \rangle’$ : $M\cross Narrow Z$

が存在する。

4この分野の入門書としては小田 [24] が挙げられる
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定義 2.2 (余ウェイト格子 $N$ の錘). $N_{R}:=N\otimes_{Z}R$ と置く。 余ウェイト格子 $N$ の有理強凸

多面錘 $\sigma$ とは $N_{R}$ の部分集合であって、 有限個の $N$ の元 $n_{1},$ $n_{2},$ $\ldots,$
$n_{s}$ が存在して

$\sigma=Rn_{1}\geq^{0}+\cdots+R\geq 0n_{S}$

と書け、 さらに $\sigma\cap(-\sigma)=\{0\}$ となるものとする。

各 $N_{R}$ の有理強凸多面錘 $\sigma$ に対して $\sigma+(-\sigma)$ の線形空間としての次元を $\dim\sigma$ とおく。

$N_{R}$ と同様に $M_{R}:=M\otimes_{Z}R$ とおく。 $N_{R}$ の有理強凸多面錘 $\sigma$ の双対錘を

$\sigma^{\vee}:=\{x\in M_{R;}\langle x, y\rangle’\geq 0, \forall y\in\sigma\}$

と定義すると、 これは $M$ の有理強凸多面錘となる。 $\sigma$ の部分集合 $\tau$ が $\sigma$ の面であるとはある

$m_{0}\in\sigma^{\vee}$ が存在して
$\tau=\sigma\cap\{m_{0}\}^{\vee}:=\{y\in\sigma;\langle m_{0}, y\rangle’=0\}$

となることと定義し、 $\tau<\sigma$ と表す。 また、 $\{0\}$ も $\sigma$ の面である。

定義 2.3 ( $N$ の扇). $N$ の扇とは、 $N_{R}$ の有理強凸多面錘の空でない集合 $\Sigma$ であって、 次の性

質を持つもののこととする。

1. $\sigma\in\Sigma$ なら $\sigma$ の任意の面は $\Sigma$ に属する.

2. $\sigma,$
$\tau\in\Sigma$ なら共通集合 $\sigma\cap\tau$ は $\sigma$ の面かつ $\tau$ の面

$N$ の扇 $\Sigma$ に対してその $q$-次元有理強凸多面錘からなる $\Sigma$ の部分集合を $\Sigma(q)$ とおく。 また、

$\Sigma$ の各錘 $\sigma$ に対し、 $\sigma$ とその面からなる扇をも記号の乱用によって $\sigma$ と記すことにする。

以上の設定の下で、 トーリック多様体の分類は以下で与えられる。

定理 24(トーリック多様体の基本定理 [24] 15). 代数群 $T$ は固定されているものとする。任

意の $N$ の扇 $\Sigma$ に対応して }$\backslash -$ リック多様体 $T(\Sigma)$ が存在する。 逆に任意の $\text{ト}-$ リック多様体

$X$ に対してある $N$ の扇 $\Sigma$ が存在して $T$-作用を込めて $X\cong T(\Sigma)$ となる。

さて、 $T’$ を代数的トーラスとし、 $N’$ を $T’$ の余ウェイト格子とする。

定義 2.5. $N$ の扇 $\Sigma$ と $N’$ の扇 $\Sigma’$ の間の射 $\phi$ : $\Sigmaarrow\Sigma’$ とは $\phi_{0}$ : $Narrow N’$ という自由 $Z$ 加群

の射であって任意の $\sigma\in\Sigma$ に対して $\phi o(\sigma)\subset(\tau\cap N)$ となる $\tau\in\Sigma’$ が存在することとする。

定理 2.6 (トーリック多様体の圏の記述 [24] 1.13). 二つの $\text{ト}-$ リック多様体に対してトーラ

ス同士の射を延長する同巴は射は定理 24の意味で対応する扇の射と 1対 1に対応する 5。

2.2 簡約群のコンパクト化

簡約代数群 $G$ の中心 $Z(G)$ は極大 $\text{ト}-$ ラス $T$ に含まれる。 $G/Z(G)$ は随伴型代数群なの

で、 De Concini-Procesi の意味での wonderful コンパクト化が存在する (それを $X0$ とおく)。
各単純ルート $\alpha_{i}$ は $X^{*}(T/Z(G))\subset X^{*}(T)=M$ に含まれるので、誘導されたベアリング

$\langle, \rangle$ : $X_{*}(T/Z(G))xX^{*}(T/Z(G))arrow Z$

から $\langle\omega_{i}, \alpha_{j}\rangle=\delta_{i,j}$ となる $X_{*}(T/Z(G))$ の元 $\omega_{1},$
$\ldots,$

$\omega_{l}$ が存在する。 $T’:=T/Z(G)_{\backslash }N’$ $:=$

$X_{*}(T/Z(G))$ とおく。 その時

$\Sigma_{0}:=\{R\omega_{i_{1}}\geq 0+R\geq 0\omega_{i_{2}}+ \cdot.$ . $+R\geq 0\omega i_{n}\subset N_{R}’; \{i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{n}\}\subset\{1,2, \ldots, l\}\}$

は $N’$ の扇となる。 さて、 全射 $Tarrow T’$ は自然に $Z$-加群としての全射 $\phi_{0}$ : $Narrow N’$ を誘導し

ていた。 ここで、

5つまり トーリック多様体とトーラス同変射のなす圏と扇の圏は圏同値
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$\bullet$ $N$ の扇 $\Sigma$ で $\phi_{0}$ が扇の射 $\Sigmaarrow\Sigma_{0}$ を誘導する

という状況を考える。 この時、 次の定理が成立する。

定理 2.7 ([10], [32], [20] 等の帰結). $G$ の $G\cross G$-同変コンパクト化 $X$ で、 群の商 $Garrow$

$G/Z(G)$ の延長となる射 $Xarrow X_{0}$ が存在するものは上の $\emptyset 0$ により $\Sigmaarrow\Sigma_{0}$ という扇の射

が定まる $N$ の格子と 1対 1対応する。

さて、 $N$ には Weyl 群 $W$ が作用する。 上の定理で $G$ の $G\cross G-$同変コンパク $\text{ト}4bX$ に対

応する $N$ の扇を $\Sigma$ とおき、 $\hat{\Sigma}:=\bigcup_{w\in W}w\Sigma$ とする。 すると、 $X$ 内での $T$ の閉包は $\hat{\Sigma}$ に付随

したトーリック多様体となる。 このとき、 次が成立する。

定理 28([24], [25], [27], [10] 等の帰結).

$\Sigma$の各扇の生成元は $N$ の $Z$ -基底の一部 $\Leftrightarrow T(\hat{\Sigma})$ が $smooth\Leftrightarrow T(\Sigma)$ が $smooth\Leftrightarrow X$ が smooth

さらに上の定理の状況の下では $X\backslash G$ の全ての $G\cross G$-軌道は G $\cross$ Gー不変因子の単純正規
交差の格好で書ける。

3 圏 $C_{coh}( \sum)$ と $C( \sum)$

この節では我々の記述の主役である二つの圏を導入する。その為に先に必要な準備を行う。

各 $\eta\in\Sigma(1)$ の $\mathfrak{g}$ への adjoint 作用は各ルート空間 $\mathfrak{g}_{\alpha}$ を保つ。 ここで $X\in \mathfrak{g}$。の次数を $\langle\eta, \alpha\rangle$ ,
$X\in$ {の次数を $0$ と定めるとこれは Poincare-Birkhoff-Witt の定理より任意の $\mathfrak{g}$ の放物型部分

Lie 代数 $\mathfrak{p}$ に対し $U(\mathfrak{p})$ に次数を定める (この次数の決め方は $\eta$
の $U(\mathfrak{p})$ の元への adjoint 作用

の固有値の定数倍となり、特に基底の順番には依存しない)。 この作用による $U(\mathfrak{p})$ の m-次斉
次部分を $U(\mathfrak{p})_{m}^{\eta}$ とおく。

Remark 3.1. 上の状況下において $U(\text{【^{}\eta})^{\eta}=U(\mathfrak{p}^{\eta})_{0}^{\eta}$ が成立。 また全ての正整数 $m$ に対して

$U(u_{+}^{\eta})_{-m}^{\eta}=U(u_{-}^{\eta})_{m}^{\eta}=\{0\}$ が成り立つ。

2 $(G):=ker[\tilde{G}_{0}arrow G]$ と置く $0$

定義 32. $V$ を $\tilde{G}_{0}\cross\tilde{Z}(G)$ -加ffl と $\text{す}$ る。 $V$ の部分線形空間の整数でインデックスされた減少

フィルター

$F$ $(\bullet)$ :. . . $\subset F(1)\subset F(0)\subset F(-1)\subset\cdots\subset F(-10)\subset\cdots\subset V$

が $\eta\in\Sigma(1)$ に対して次の 2条件を満たすとき、 $\eta$ -standard フィルターと呼ぶ.

1. 各 $n\in Z$ に対して $F(n)$ は制限 $\tilde{G}\downarrow P^{\eta}$ によって $P^{\eta}\cross\tilde{Z}(G)$功 I群である.

2. ある $n\in Z$ に対して $F(-n)=V$ かつ $F(n)=\{0\}$ .

Go $\cross\tilde{Z}(G)$ -カ I群 $V$ の $\eta$ -admissible フィルター $F$ $(\bullet)$ とは $\eta$ -standord フィルターであってかっ
次の条件を満たすこと。

$\bullet$ 全ての $n,$ $m\in Z$ に対して $U(u_{-}^{\eta})_{n}^{\eta}F(m)\subset F(n+m)$ .

ここで包絡環の作用は群作用の微分から誘導される Lie 代数の作用より決める。

定義 33(線形空間族の分配束). $V$ を有限次元ベクトル空間とする。 $V$ の線形部分空間の族
$\{U_{\lambda}\}_{\lambda\in\Lambda}$ が分配束を成すとはある $V$ の 1次元部分空間の族 $\{L_{i}\}_{i=1}^{\dim V}$ であって次の 2条件を
満たすこと.

1. $V= \sum_{i=1}^{\gamma}L_{i}$ .
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2. 全ての $\lambda\in\Lambda$ に対してある $I_{\lambda}\subset\{1,2, \ldots, \dim V\}$ が存在して $U_{\lambda}= \sum_{\lambda\in I_{\lambda}}L_{i}$ .

これらの準備の下で我々の主たる対象である圏 $C_{coh}(\Sigma)$ と $C(\Sigma)$ を定義する。

定義 34. 圏 $C(\Sigma)_{\text{。}oh}$ , $C(\Sigma)$ (resp. $C(\Sigma)_{coh}^{l}$ , $C(\Sigma)^{l}$ ) を次で定義する:

Object: $\tilde{G}0\cross\tilde{Z}(G)$ 功 I判 $V$ とその $\Sigma(1)$ によってインデックスされたフィルターの組
$\overline{\{F^{\eta}\}_{\eta\in\Sigma(1)}}$ であって次の条件を満たすもの

1. 各 $\eta\in\Sigma(1)$ に対して $F^{\eta}$ $(\bullet)$ は $\eta$ -admissible フィルター (resp. $\eta$ -standard ブイルター).

2. 全ての $\sigma\in\Sigma$ に対して $\{F^{\eta}(n)\}_{\eta\in\sigma^{1},n\in Z}$ は分配束をなす。

Morphism: 各々の圏の 2っの対象 $\kappa_{1}:=(V_{1}, \{F^{\eta}\}_{\eta\in\Sigma})$ , $\kappa_{2}:=(V_{2}, \{G^{\eta}\}_{\eta\in\Sigma})$ の間の射の集

合を $Hom_{\tilde{G}_{0}\cross\overline{Z}(G)}(V_{1}, V_{2})$ の部分集合として次のように定義する。

$Hom_{C_{coh}(\Sigma)^{l}}(\kappa_{1}, \kappa_{2}):=\{f : V_{1}arrow V_{2}; f(F^{\eta}(n))\subset G^{\eta}(n), \forall n\in Z, \forall\eta\in\Sigma(1)\}$

$Hon_{k(\Sigma)^{l}}(\kappa_{1}, \kappa_{2}):=\{f : V_{1}arrow V_{2}; f(F^{\eta}(n))=f(V_{1})\cap G^{\eta}(n), \forall n\in Z, \forall\eta\in\Sigma(1)\}$

$Hom_{C(\Sigma)_{coh}}(\kappa_{1}, \kappa_{2})=Hom_{C(\Sigma)_{coh}^{1}}(\kappa_{1}, \kappa_{2}),$ $Hom_{C(\Sigma)}(\kappa_{1}, \kappa_{2})=Hom_{C(\Sigma)^{l}}(\kappa_{1}, \kappa_{2})$

Remark 3.5. $C(\Sigma)^{l},$ $C(\Sigma)$ は Abel 圏になるが $C(\Sigma)_{coh}^{l}$ , $C(\Sigma)_{\text{。。}h}$ は一般に Abel 圏にはなら
ない。

4 主定理

4.1 主定理の定式化

$EV(\Sigma)$ を $X(\Sigma)$ 上の $\tilde{G}\cross\tilde{G}-$同変ベクトル束を対象とし、 それらの間の同変な代数的ベク

トル束としての射を射とする圏とする。 同様に $EV(\Sigma)_{\text{。}oh}$ を $EV(\Sigma)$ と同じ対象をもち、それ

らの間の同変な代数的連接層としての射を射とする圏とする $6\circ$

$\mathcal{E}\in EV(\Sigma)$ とする。 $V:=\mathcal{E}\otimes k(e)$ とおき、 また $V(\mathcal{E})$ でベク トル束 $\mathcal{E}$ の全体空間を表

す。 定義より $V\subset V(\mathcal{E})$。この時、 各 $\eta\in\Sigma(1)$ と $n\in Z$ に従って次のような $V$ の部分空間を

考える。
$F^{\eta}(\mathcal{E}, n)=$ { $v\in V$ ;Jim $\eta(t)^{-n}(1\cross t)v$ が $V(\mathcal{E})$ 内に存在。}

この時 $\mathcal{F}\in EV(\Sigma)$ として $f\in Hom_{EV(\Sigma)}(\mathcal{E}, \mathcal{F})$ とすると、 $f$ は全体空間の射 $\hat{f}$ を定めるので

$\hat{f}(F^{\eta}(n, \mathcal{E}))\subset F^{\eta}(n, \mathcal{F})$

が全ての整数 $n$ に対して成立する。結局上の構成により先手 $---:EV(\Sigma)arrow C^{\iota}(\Sigma)$ が定まる事

が分かる。

定理 4.1 (主定理). 上記の状況において $---$ は圏同値

$---:EV(\Sigma)arrow C(\Sigma)\underline{\simeq}$

を導く。

Remark 4.2. $---$ の構成の受け皿は $C(\Sigma)^{l}$ であったにも関わらず圏同値の相方はその部分圏
$C(\Sigma)$ であることに注意。

6残念なことに我々の扱う代数多様体は一般に射影的ではないので GAGA 等といわれても何のことか分かりません
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42 主定理の帰結

上の定理から直接従う系としては、次のようなものがあることが分かっている。

系 4.3. $G$ を odjoint 単純代数群とする。 その時その wonderful コンパクト化 $X_{0}$ 上の $\overline{G}\cross\tilde{G}-$

同変ベクトル束 $\mathcal{E}$ は $\mathcal{E}\otimes k(e)$ が $\tilde{G}$ の自明表現の直和ならば直線束の直和に分裂する。

系 4.4. $G$ を odjoint単純代数群とする。 その時その wonderful コンパクト化 $X_{0}$ 上の $\tilde{G}\cross\tilde{G}-$

同変ベクトル束はそのベクトル束としてのランクが $\tilde{G}$ の非自明な最も次元の小さい表現より

も小さければ自動的に直線束の直和に分裂する。

を作用の $X(\Sigma)$ への作用 $a$ を $\tilde{T}\cross G\ni(t, g)\vdasharrow t.g.t\in G$ の延長によって定義する。

そのとき $X(\Sigma)$ 上のベクトル束 $\mathcal{E}$ に対し、 その単位元上のファイバーの a-作用による
$\eta\in\Sigma(1)$ による $tarrow O$ への漸近挙動が極限を持つ為の十分条件は $v\in V$ の $\tilde{T}-$ ウェイトを
$\lambda$ とすると $v \in F^{\eta}(-L\frac{1}{2}\langle\eta, \lambda\rangle\rfloor)$ となることである。 この記述と圏の記述を見比べると次の結

果を得る。

系 4.5 (Kostant の問題 ; 簡単バージョ$\ovalbox{\ttREJECT}$ ). 各 $G$ の表現 $V$ に対して $V$ 図 $k(os\tilde{G}\cross\tilde{Z}(G)$ 功を

群) を単位元でのファイバーとして持ち $\tilde{T}$ の任意の正ウェイトの和の格好の 1助変数部分群の
$a$ -作用において $tarrow O$ とした時の極限が全体空間の中に存在するベクトル束のうち包含関係に
関して極大なものが唯ーつ存在する。 さらにこの極大なベクトル束においては唯ーの閉軌道へ
$a$ -作用で $V$ を飛ばしたとき境界上のファイバーで非零に収束する元が存在する。

また、 Grothendieck 群も計算可能である。

系 46. 次の $Z[Pic^{\overline{G}\cross\tilde{G}}X(\Sigma)]- X$ I群としての同\mbox{\boldmath $\pi$}rIJが成立する。

$K^{\tilde{G}x\tilde{G}}(X(\Sigma))\cong X^{*}(\tilde{T}\cross\tilde{T})^{\oplus|\Sigma(r)|}$.

また、 自然な射 $K^{\overline{G}\cross\tilde{G}}(X(\Sigma))arrow K(X(\Sigma))$ は全射となる。

Remark 4.7. 上の同型はこのままの形だと可算次元自由 $Z[Pic^{\tilde{G}\cross\overline{G}}X (\Sigma)]$-加群なんだから何
でも同じではないか問題が生じる。 本当は対応する生成元を書き下したという話。 環構造の方

ははトーリック多様体の場合 $(c.f.[22])$ よりさらに複雑で、 さまざまな分岐則を含むため筆者
には書けません。 尚、 全射性は [29] より精密。

5 主定理の証明の方針

ここでは主定理 (Theorem 1. [17] 2002/7/01 $ver.$ ) がどのように示されているかを簡単に
説明する。 その前にーつだけ用語を導入する。

Steinberg の定理 [28] から $X(\Sigma)$ 上の直線束には Go $x$ Go-作用が一意的にはいる。 しかし

ベクトル束の場合はそうではない。例えば任意の $\tilde{G}_{0}$ の既約非自明表現 $V$ に対し、 $V\cross X(\Sigma)$

には異なる $\tilde{G}_{0}x\tilde{G}_{0}$-作用が少な \langle と $\text{も}3$ 通り入る。 具体的には $V$ には $\tilde{G}_{0}x\tilde{G}_{0}$ が自明に作用

するもの、 $V$ には最初の $\tilde{G}0$ のみが作用するもの、 $V$ には 2番目の $\tilde{G}0$ のみが作用するものと

いう 3つである。 この時 2番目のベク トル束を $V\otimes O_{X}$ で、 3番目のベク トル束を $\mathcal{O}_{X}\otimes V$ で

表す。

Step 1: 関野の再構成 ([17] 3.3-3.15)

関手 $---$ の構成は分かりやすいが証明には向かない格好をしているので、別の方法によって再構

成する。具体的には $V\otimes Ox$ の格好のベクトル束と $\mathcal{E}\in EV(\Sigma)_{coh}$ の 「交叉」 を考える (こと
が出来ることを示すのもその一部)。 このようにして野手 $---:EV(\Sigma)_{\text{。}oh}arrow c(\Sigma)_{coh}^{l}$ が定義で

きる。
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Step 2: 法線方向へのベクトル束の展開 ([17] 3.16-3.20)

基本的に $X(\Sigma)$ の境界因子は正規交叉であり、 各軌道上でのベクトル束は 1点でのファイバ一
で決まってしまうことから法方向への無限小近傍を考え、そこ上のデータで $EV(\Sigma)_{c\text{。}h}$ を表す

関手を構成する。 そして特に $V\otimes Ox$ と $\mathcal{O}x\otimes V$ の格好のベクトル束がどのようになってい

るかを調べる。

Step 3 : Admissibility 条件のチェック ([17] 3.21-3.25)

上の準備のもとで「ベクトル束の取り方によってはファイバーとなる部分」 というの力 ‘$\grave{a}$定義で

き、 それらの条件がテンソル積で安定な事より戦中双対性の議論から右
$\tilde{G}_{0}$-作用と左 Goー作用

を結び付ける事が出来ることを示し、そのことを用いて $---$ の像が実際には $C(\Sigma)_{\text{。。}h}$ に含まれ

ていなければいけないことを示す。 ここが=番難しい部分。

Step 4: 逆関手の構成 ([17] 3.26-3.31)

今度は逆に $C(\Sigma)_{c\text{。}h}\sigma)$対象が与えられたときにそこから同変なベク $\text{ト}$ ル束が構成できること

を境界上で Step 2. の中間の構成を利用して示す。 理論的にはここが=番難しくても良さそう
なものだが Step 3. までの $\vec{\tau}-P$ を逆にたどる事が出来ることを示すのが目的なので technical
だが conceptual な難しさはない。

6 Example: $G=PGL_{2}$ case
この状況下では非自明な $X(=PGL_{2}$ の $SL_{2}\cross SL_{2^{-}}$同変コンパクトイ y は $2\cross 2$ 行列のなす

ベクトル空間の射影化として得られる 3次元複素射影空間炉でしかありえないことが分かっ
ているので、 コンパクト化を指定するデータ $\Sigma$ を全て省略する。 $z\text{【_{}2}=\mathfrak{n}_{-}\oplus \mathfrak{h}\oplus \mathfrak{n}+$ と三角分

解をとる。 このとき、 2つの圏 $C$ と $C_{\text{。。}h}$ を以下で定義する。

Object ( $ObC=ObC_{\text{。。}h}$ を以下で定義する)

$SL_{2}\cross Z/2Z$ の表現 $V$ と、その整数でインデックスされた減少フィルター $F(\cdot)$ の組 (V, $F(\cdot)$ )

で次の 3条件を満たすもの:

1. $N>>0$ であって $0=F(N)\subset F(N-1)\subset\cdots\subset F(-N)=V$ となるものが存在。

2. 全ての $n\in Z$ に対して $F(n)$ は $\mathfrak{h}\oplus \mathfrak{n}_{+}$ 加群。

3. 全ての $n\in Z$ に対して $\mathfrak{n}_{-}F(n)\subset F(n-1)$ 。

ここで $V$ への $z\text{【_{}2}$ 作用は $SL_{2}$ 作用の微分により入れる。

Morphism( $C_{\text{、}}C_{c\text{。}h}$ について以下で各々定義する)

(V, $F(\bullet)$ ), $(W, G(\bullet))\in ObC=ObC_{coh}$ に対して

$Homc((V, F (\bullet))$ , $(W, G (\bullet)))$

$:=$ { $f$ : $Varrow W;SL_{2}\cross Z/2Z- \text{射}|$ 全ての $n$ に対して $f(F(n))\subset G(n)$ }

$Homc_{c\text{。}h}((V, F(\bullet)),$ $(W_{)}G (\bullet)))$

$:=$ { $f$ : $Varrow W;SL_{2}\cross Z/2Z- \text{射}|$ 全ての $n$ に対して $f(F(n))=G(n)\cap f(V)$ }

$EV_{\text{。。}h}$ で $X$ 上の $SL_{2}\cross SL_{2^{-}}$同変ベクトル束を対象とする同変な連接層としての射を射と
する圏を表す。 同様に $EV$ によって対象は $EV_{\text{。。}h}$ と同じでそのベクトル束としての同変射を

射とする圏を表す。
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定理 6.1 ( $PGL_{2}$ の場合の主定理). $P(M_{2})$ 上の $SL_{2}\cross SL_{2^{-}}$同変ベクトル束と、その同変な正

則ベクトル束としての射の成す圏 $EV$ と $C$ の間に圏同値三: $EVarrow C$ が存在する。

定理 62( $PGL_{2}$ の場合の主定理
$’$ ) . $P(M_{2})$ 上の $SL_{2}xSL_{2^{-}}$同変ベクトル束と、 その同変な

連接層としての射の成す圏 $EV_{\text{。}oh}$ と $C_{\text{。。}h}$ の間に圏同値 $---J$ : $EV_{\text{。}oh}arrow c_{\text{。。}h}$ が存在する。

$\omega$ を $SL_{2}$ の基本ウェイト、 $V\in$ Rep $SL_{2}$ のウェイト $n\omega$-部分を $V_{n}$ とおく。 また、 次の環

準同型を考える。

$H^{*}(P(M_{2}), Q)\cong Q[(c_{+}+c_{-})]/\langle(c_{+}+c_{-})^{4}\rangle\subset Q[a, b, c_{+}, c_{-}]/\langle a^{2}, b^{2}, c_{+}c_{-}, 2a-2b+c_{+}-c_{-}\rangle$

定理 6.3 ( $PGL_{2}$ の場合の全 Chern 類公式). $\mathcal{E}\in EV_{1}$ に対し $---(\mathcal{E})=(V, F (\bullet))$ とおくと、

次が成立する。

$c( \mathcal{E})=\prod_{n\in Z}\prod_{m\in Z}[(1+na-mc_{+})(1-na-mc_{-})]^{\dim gr^{m}(F(\cdot)\cap V_{n})}$ .

さて、 圏 $C$ の構成の中で出てきた条件はかなりきつい条件である。 例えば次が成立する。

系 64. $\mathcal{E}\in EV$ とする。 $\mathcal{E}\otimes k(e)$ が既約 $SL_{2}\cross Z/2Z$ -7J1]号の時、 $\mathcal{E}$ の同変同型類は直線束の

テンソル積を除いて丁度 $2^{rank\mathcal{E}-1}$ 個ある。

特に、 $\mathcal{E}\otimes k(e)\cong s\text{【_{}2}$ 図 $k$ の時には、 $\mathcal{E}$ は $s\text{【_{}2}\otimes O_{X},$ $TX,$ $T^{*}X,$ $Ox\otimes 5[_{2}$ のいずれか一つと

直線束のテンソル積により同型となる。

さて、 $M_{2}$ を 4次元のベクトル空間だと考えたときには自然な $GL(M_{2})\cong GL_{4}$ 作用が存
在する。 この作用は炉へと落ち、また $SL_{2}\cross SL_{2}\subset SL_{4}$ という埋め込みが $M_{2}$ への作用を通

じて定まる。 この時、 $P(M_{2})\cong SL_{4}/P$ となる放物型部分群に対応しない唯ーの $SL_{4}$ の基本

ウェイトを $\omega_{1\text{、}}$ Dynkin 図形の真ん中のルートに対応する $SL_{4}$ の基本ウェイトを \mbox{\boldmath $\omega$}2、残りの
基本ウェイトを $\omega_{3}$ とおく。

そして $SL_{4}$ の最高ウェイト $\lambda$ の既約有理表現を $V_{\lambda}^{SL_{4}}$ とすると球多様体の直線束の理論

( $c.f$. Brion [4]) は

$\lfloor$ 号」

${\rm Res}_{SL_{2}xSL_{2}}^{SL_{4}}V_{n\omega_{1}}^{SL_{4}}\cong\oplus V((n-2i)\omega)\otimes V((n-2i)\omega)i=0$

を直ちに主張した。
$SL_{4}$ の旗多様体を $\mathcal{F}$ とすると、 $p$ : $\mathcal{F}arrow$ 炉という射が存在する。 Borel-Weil 理論により

$V_{\lambda}^{SL_{4}}$ に対応する $\mathcal{F}$ 上直線束を $\mathcal{L}_{\lambda}$ とおく 7。この時、 上記の場合以外は $p_{*}\mathcal{L}_{\lambda}$ が $0$ ないし階数

2以上のベクトル束になってしまうため、 Brion [4] の結果は使えない。
しかし、 $D$ を $P^{3}\backslash PGL_{2}$ に対応する因子、 $H$ をその $P^{3}$ の超平面因子とするとき $p_{*}\mathcal{L}_{\omega_{3}}\cong$

$TP^{3}(-H)$ が成立することが容易に分かる。 さて、 この時 $V(2n\omega)$ の減少フィルター $F_{n}$ $(\bullet)$ を

$F_{n}(m)=V(2n\omega)$ (if $m\leq 0$ ), $n_{+}^{m}V(2n\omega)$ (if $n>m>0$), $0$ (if $m>n$ ) と定義し、組 (V $(2n\omega),$ $F_{n}$ ( $\bullet$ ))
をも単に瓦 とおく。 この時、 2っの同変ベクトル束の同変ベクトル束としての組成列が等し
い事を $\sim$ と書けば

$p_{*} \mathcal{L}_{m\omega_{1}+n\omega_{3}}\sim i=0^{--1}\lfloor\frac{n}{\oplus^{2}}\rfloor--(F_{n-2i})\otimes \mathcal{O}_{X}((m-n+2i)H)$

が成立する。 ここで $H^{0}(P^{3}, \text{三^{}-1}(F_{n})\otimes Ox(mH))$ は

$D_{n}^{+}:=\{(n_{1}\omega, n_{2}\omega)\in Z\omega\oplus Z\omega;n_{1}+2n_{2}\geq 2n\}$

7普通の人とはパラメタの付け方が逆です
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と

$B$
。

$:=\{(2n\omega, 0), (2n\omega, 2\omega), \ldots, (2n\omega, 2n\omega), ((2n-2)\omega, 2n\omega), \ldots, (0,2n\omega)\}$

を用いて
$\oplus$ V(\mbox{\boldmath $\lambda$}) 図 V(\mu )

$(\lambda,\mu)\in D_{n}^{+}\cap(B_{n}+m(\omega,\omega)-z_{\geq}o(2\omega,2\omega))$

によって与えられる。 $J_{n,m}:=D_{n}^{+}\cap$ ( $B$
。

$+m(\omega,$ $\omega)-z_{\geq^{0}}(2\omega,$ $2\omega)$ ) とおくとこのことは次の
主張を導 $\langle$ $80$

定理 6.5. ${\rm Res}_{SL_{2}\cross SL_{2}}^{SL_{4}}V_{n\omega_{1}+m\omega_{3}}^{SL_{4}}\cong\oplus_{i}^{\lfloor\frac{m}{=02}\rfloor}\oplus_{(\lambda,\mu)\in J_{m-2\cdot,n-m+2}}$. $V(\lambda)$ 図 $V(\mu)$

Remark 66. 特に表現の重複度は $\omega_{3}$ の係数 m(実は $\omega_{2}$ と $\omega_{3}$ の係数の和でよい) のみに依存
して $1 \frac{m}{2}$」以下であり、 この $\omega_{1}$ 非依存性は $P^{3}$ が球多様体であることから来る。
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