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Introduction. 不変式論の重要な道具である Capelli 恒等式 [Cal], [Ca2] について

その類似を dual pair の観点から構或する. dual pair の基本的な性質のひとつとし

て普遍包絡環と微分作用素環の不変式環のあいだに自然な準同型が成立するというこ

とがあるが, Capelli 恒等式は $(GL_{r}, GL_{s})$ という特別な dual pair の場合にこの準同

型の具体的な記述を与えている [H2]. Capelli恒等式のこの性質に注目して, よりー般

の dual pair に関して同様の記述を与える等式を考えたい. 本稿では実際に dual pair
$(O_{M}, Sp_{N})\#arrow\sim$付随する Capelli恒等式の類似を与える.

基本的な問題設定は次の通りである. 以下複素数体 $\mathbb{C}$ の上で議論を行う. $(G, G’)$

を複素 symplectic 群 $Sp_{k}=Sp_{k}(\mathbb{C})$ における reductive dual pair とする. すなわち

$G,$ $G’$ は互いが互いの centralizerであるような $Sp_{k}$ の reductive な部分群である. こ

のとき $Sp_{k}$ の oscillator表現 $\omega$ に対して, 多項式係数微分作用素環 $PD(V)$ における

$\omega(G)$ および $\omega(G’)$ の commutant はそれぞれ Lie 環 $g’=Lie(G’),$ $g=Lie(G)$ の作

用から生成される [H2]. ただし $\omega$ の表現空間を $V$ 上の急減少函数の空間としている.

特に普遍包絡環 $U(g)$ , U(ず) の作用について次の等式が成立する:

(1) $\omega(U(g)^{G})=PD(V)^{G\cross G’}=\omega(U(g’)^{G’})$ .

ただし $U(\emptyset)^{G}$ は $G$ の adjoint作用に関する $U(g)$ の不変元全体のなす環, $PD(V)^{G\cross G’}$

は $G\cross G’-$ 不変な多項式係数微分作用素全体のなす環である. このように dual pair の

=般論として三つの不変愚将のあいだの等式が成立する. しかし, この等式は抽象的な

議論の産物であり, 具体的にどの普遍包絡環の元がどの不変微分作用素に対応するのか

を表しているわけではない. 本稿で考えるのはこの等式 (1) の生成元のレベルでの具体

的な記述である.

\S 1では dual pair が $(GL_{r}, GL_{s})$ の場合について考察する. この場合には不変式論

で有名な Capelli 恒等式が等式 (1) の生成元レベルの対応を表す. この Capelli 恒等式

はまたいろいろな意味で理想的な等式である. これを踏まえて \S 2と \S 3では dual pair
が $(O_{M}, Sp_{N})$ の場合に類似の関係式を構成する. これが本稿の主結果である. 複素
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symplectic 群の既約な reductive dual pair は $(GL_{r}, GL_{s}),$ $(O_{M}, Sp_{N})$ の二系列に限

ることが知られており, これでこの枠組みの Capelli 型の恒等式が出そろうことになる.

dual pair $(O_{M}, Sp_{N})$ における Capelli 型の恒等式の先行研究としては Molev と

Nazarov による [MN] がある. その結果はやはり等式 (1) の具体的な記述であり 本稿

の結果とも密接に関係しているが, 普遍包絡環の中心の扱いが異なっている. すなわち

[MN] では普遍包絡環の中心の元を Harish-Chandra 同型の逆像で定めており, 本稿の
ように Lie 環の元で具体的に表すわけではない. 実際には Sklyanin determinant と呼
ばれる量子群の概念を用いることにより Lie 環の基底で具体的に書き下すことは可能
$\text{ではあるが}[M]$ , そうしてみても本稿の結果はこの [MN] とは独立である. むしろ両者を

組み合わせることで普遍包絡環の中心元に関する新しい関係式が得られる-(詳細は \S 4).
Capelli恒等式には不変式論の第ー基本定理の証明や, 概均質ベクトル空間のか函数

の計算など様々な応用がある. \S 2と \S 4で紹介するように, 本稿で与える $(O_{M}, Sp_{N})$

の場合の類似物にも幾つかの応用がある. もっとも現時点では Capelli 恒等式ほど豊か

な御利益があるわけではなく, 応用に関してはまだ研究の余地があると思われる.

1. Dual pair $(GL_{r}, GL_{s})$ and the Capelli identity. まず Capelli 恒等式そのも
のを復習しよう. なお今節の主な内容は [H2], [U1] により詳しい解説がある.

テンソル積 $V=\mathbb{C}^{r}\otimes \mathbb{C}^{s}$ の上の多項式の空間 $P(V)$ にはー般線型群 $GL_{r},$ $GL_{s}$ が自

然に作用する. 特にこれから Lie 環 $g1_{r},$ $g1_{s}$ の甘用 $L(E_{ij})= \sum_{a=1}^{s}t_{ia}\frac{\partial}{\partial t_{ja}},$ $R(E_{ij}’)=$

$\sum_{a=1}^{r}t_{ai^{\frac{\partial}{\partial t_{aj}}}}$ が決まる. ただし $t_{ij}$ は $V=\mathbb{C}^{r}\otimes \mathbb{C}^{s}$ の座標, また $E_{ij},$ $E_{ij}’$ はそれぞ

れ $g\mathfrak{l}_{r},$ $g1_{S}$ の標準的な基底である. この表示は $E=(E_{ij}),$ $E’=(E_{ij}’),$ $T=(t_{ij})$ ,
$\partial=(\frac{\partial}{\partial t_{ij}})$ という行列を用いて簡潔に $L(E)=T^{t}\partial,$ $R(E’)=1\partial$ とまとめることがで

きる. このとき Capelli 恒等式と呼ばれる等式が成り立つ:

Theorem (The Capelli Identity). $k=0,1,2,$ $\ldots$ に対し, 普遍包絡環の元と微

分作用素とを結ぶ次の等式が成立する:

$L( \sum\det(E_{II}+diag(k-1, k-2, \ldots, 0)))=$ $\sum$ $\det T_{IJ}\det\partial_{IJ}$

$|I|=k$ $|I|=|J|=k$

$=R( \sum_{|J|=k}\det(E_{JJ}’+diag(k-1, k-2, \ldots, 0)))$ .

ただし非可換な要素からなる $k$ 次正方行列 $Z=(Z_{ij})$ の行列式を

$\det(Z)=\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{k}}sgn(\sigma)Z_{\sigma(1)1}\cdots Z_{\sigma(k)k}$

で定義する (この非可換行列式を column-determinant と呼ぶ). また $r\cross s$ 行列 $Z=$

$(Z_{ij})$ および $I\subset\{1, \ldots, r\},$ $J\subset\{1, \ldots, s\}$ に対し $Z_{IJ}=(Z_{ij})_{i\in I,j\in J}$ と定める.
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この Capelli 恒等式は Introduction で述べた dual pair の議論と以下のように関連
している. この等式に現れる普遍包絡環 $U(g\mathfrak{l}_{r})$ の元

$C_{k}^{g\mathfrak{l}_{r}}= \sum_{|I|=k}\det(E_{II}+diag(k-1, k-2, \ldots, 0))$

は Capelli elements と呼ばれるもので, 後でわかるように実は普遍包絡環の中心に属し

ている. 右辺に現れる普遍包絡環 $U(gt_{s})$ の元 $C_{k}^{\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{\epsilon}}$ も中心元である. 特にそれらの像で

ある微分作用素 $\sum_{|I|=|J|=k}\det T_{IJ}\det\partial_{IJ}$ は $GL_{r}\cross GL_{s^{-}}$ 不変となるが, この事実は

また独立に確かめることもできる. さらにこれら三つの元は $k$ を動かしたときそれぞ

れ普遍包絡環の中心 ZU $(g(_{r}), ZU(g(_{s})$ そして $GL_{r}\cross GL_{s^{-}}$ 不変な多項式係数微分作

用素のなす環 $PD(V)^{GL_{r}\cross GL_{\epsilon}}$ の生成系となっている. 従ってこれらの不変式環のあ

いだに次の関係が成立することになる:

(2) $L(ZU(g(_{r}))=PD(V)^{GL_{r}\cross GL_{s}}=R(ZU(gl_{6}))$ .

実はこの等式は dual pair のー般論から説明することができる. 実際, ここで考えた

$GL_{r},$ $GL_{s}$ の作用 $L,$ $R$ は $Sp_{2rs}$ の oscillator 表現 $\omega$ の dual pair $(GL_{r}, GL_{s})$ への制

限と本質的にー致している [H2], [H3] (正確にぽスカラー倍のずれがある). すなわち不

変丸環の対応 (2) は本稿の最初に述べた dual pair に関する=般的な事実 (1) のひとつ

だったのである. そして Capelli 恒等式は, 等式 (1) の $\text{「}(G, G’)=(GL_{r}, GL_{s})$ の場合

の生成元レベルの記述」であると解釈することができる.

Remarks. (1) oscillator 表現 $\omega$ の dual pair $(GL_{r}, GL_{s})$ への制限は正確には次のよ

うになる:

$\omega(E_{ij})=\sum_{a=1}^{s}t_{ia}\frac{\partial}{\partial t_{ja}}+\frac{s}{2}\delta_{ij}$, $\omega(E_{ij}’)=\sum_{a=1}^{r}t_{ai}\frac{\partial}{\partial t_{aj}}+\frac{r}{2}\delta_{ij}$ .

(2) $L(E)=T^{t}\partial,$ $R(E’)=T\partial$ であるから, Capelli恒等式は行列式の乗法公式の非可

換な類似という側面もある. (より正確には Cauchy-Binet の公式の類似).

ふたつの普遍包絡環の中心の対応に限ると, Capelli 恒等式は Capelli elements どう

しが対応するという単純な等式だが次のように母函数の形で書き直すこともできる:

Corollary. 次の等式が成立する:

$L(C^{\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{r}}(u))=R(C^{\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{s}}(u+r-s))\cdot u^{\overline{r-s}}$.

ここで $C^{\mathfrak{g}t_{r}}(u)$ は次のような $E$ の “固有多項式” である:

$C^{\mathfrak{g}\mathfrak{i}_{r}}(u)=\det(E+u1+diag(r-1, r-2, \ldots, 0))$.
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また階乗函数 $u^{\overline{k}},$ $u^{\underline{k}}$ を次のように定義している:

$u^{\overline{k}}=u(u+1)(u+2)\cdots(u+k-1)$ , $u^{\underline{k}}=u(u-1)(u-2)\cdots(u-k+1)$ .

この $C^{\text{が_{}r}}$

$(u)$ が Capelli elements $C_{k}^{gI_{\Gamma}}$ の次のような母函数であることに注意すれば,
上の Corollary は Capelli恒等式から容易に導くことができる:

$C^{\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{f}}(u)= \sum_{k=0}^{r}C_{k}^{\mathfrak{g}\mathfrak{l}_{f}}\cdot u^{\overline{r-k}}$.

2. Dual pair $(O_{M}, Sp_{N})$ and the action of $0_{M}$ . 前節で見たように Capelli 恒
等式は $(GL_{r}, GL_{\delta})$ という dual pair に対して不変式環の対応 (1) の生成元レベルの記
述を与える. よりー般の dual pair に対してもそのような等式が構成できないだろうか.

今節と茨節の結果はこの動機に基づくもので, dual pair $(O_{M}, Sp_{N})\iota_{\sim}^{arrow}$ おける Capelli
恒等式の対応物を与える.

まず dual pair $(O_{M)}Sp_{N})$ の函数空間への作用を導入しよう. 以下 $M=2m,$ $N=$

$2n$ とおいて議論する ( $n$ は整数だが, $m$ は=般には半整数である). 前節で見たように
$GL_{M},$ $GL_{n}$ は多項式の空間 $P(\mathbb{C}^{M}\otimes \mathbb{C}^{n})$ へ自然に作用する. この $GL_{M}$ の作用 $L$ を

直交群 $O_{M}$ に制限する. これに合わせてうま $\langle$ Lie 同和 N の作用 $R$ を考えて (2) と同
様の次の等式が成り立つようにすることができる [H2], [H3]:

(3) $L(U(0_{M})^{O_{M}})=PD(\mathbb{C}^{M}\otimes \mathbb{C}^{n})^{O_{M}xs\mathfrak{p}_{N}}=R(ZU(z\mathfrak{p}_{N}))$ .

この $R$ の具体的な形は少し後で述べるが, 本質的に $GL_{n}$ の作用の拡張である. 作用す

る函数空間を急減少函数の空間等に置き換えると この $R$ は Lie 群 $Sp_{N}$ の作用に伸ば

すことができ, このとき $L,$ $R$ は $Sp_{MN}$ の oscillator 表現を dual pair $(O_{M}, Sp_{N})$ に

制限したものにー致する. 特に (3) は (1) の特別な場合であったことになる. 以下, こ

の (3) の具体的な記述という問題を扱う.

Remark. Lie 群の adjoint 作用に関する不変式環 $U(g)^{G}$ は明らかに普遍包絡環の中

心 ZU $(\emptyset)$ の部分集合である. 実際には $G=GL_{r},$ $O_{M},$ $Sp_{N}$ に対しては, $M$ が偶数の

ときの $O_{M}$ を除いて $U(g)^{G}=ZU(g)$ が成立する.

結果を述べるために Lie 環とその表現を表す記号を用意しよう. Lie 環 $0_{M},$ $\epsilon \mathfrak{p}_{N}$ は

それぞれ $gl_{M},$ $g\mathfrak{t}_{N}$ の中で $F_{ij}=$ Eij–Eji, $F_{ij}’=E_{ij}’-J^{-1}E_{ji}’J$ の張る空間という

形で実現できる. ただし $J$ は次のような非退化な交代行列である:

$J=$ .
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このとき $0_{M},$ $5\mathfrak{p}_{N}$ の作用 $L,$ $R$ は $F=(F_{ij}),$ $F’=(F_{ij}’),$ $P=(T, \partial),$ $P^{*}=(\partial, -T)$

という行列を用いて $L(F)=P^{t}P^{*}+n1,$ $R(F’)=$ ち PP* $+ml$ と表すことができる

([H3], [I4]). 次が本稿の第ーの主結果である:

Theorem 1. $k=0_{\ovalbox{\ttREJECT}}$ $1,2,$ $\ldots$ に対し, 次の等式が成立する:

$L( \sum_{|I|=k}\det(F_{II}-n1+diag(k-1, k-2’\ldots, 0)))=\sum_{|I|=|J|=k}\det P_{IJ}\det P_{IJ}^{*}$
.

これは Capelli 恒等式の左半分の類似である. 行列式で表された普遍包絡環の元

$B_{k}^{0}-- \sum\det(F_{II}-n1+diag(k-1, k-2, \ldots, 0))$

$|I|=k$

は本質的には [HU] によって与えられたもので, $k=0,1,2,$ $\ldots$ としたとき $U(0_{M})^{O_{M}}$

. の生成系を与える. 従って Theorem 1は生成元の対応という形で (3) の第ーの等号の

記述を与えている. また Capelli 恒等式と同じく 行列式の乗法公式の類似と見なせる.

Remark Theorem 1の文脈では $B_{k}^{0}$ が Capeili element $C_{k}^{\mathfrak{g}t}$ に相当する直交 Lie 環

の普遍包絡環の中心元ということになる. しかし骨節の議論を見ると, 必ずしもこの元

こそが Capelli elements の対応物であるとは言いがたい. また $n$ にも依存する量であ

るので, $C$ の=歩手前という気持ちで $B$ という記号で表す.

Theorem 1を応用して, 直交 Lie 環の普遍包絡環の中心元のある関係式の証明がで

きる. Theorem 1の特別な場合として $k=M=N$ という場合を見てみる:

$L(\det(F+diag(m-1, m-2, \ldots, -m)))=\det P\det P^{*}$ .

ここで $PJ=P^{*}$ であること, そして行列 $P$ の要素は行の異なる要素とは互いに可換で

あることに注意すると , $\det P=\det P^{*}$ であることがわかる. すなわち上の等式の右辺

は $(\det P)^{2}$ と書ける. =方, やはり $M=N$ のとき, [MN], [O] 等によって次の等式が

得られている (証明は比較的易しい):

$L(Pf(F))=(-)^{\frac{m\langle rn-1)}{2}}\det P$.

ただし $Pf(F)$ は Pfaffian と呼ばれるもので次のように定義する:

$Pf(F)=\frac{1}{2^{m}m!}\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{2m}}sgn(\sigma)F_{\sigma(1)\sigma(2)}\cdots F_{\sigma\langle 2m-1)\sigma(2m)}$ .
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$M=N$ のとき $L$ は普遍包絡環 $U(0_{M})$ の表現として忠実であることに注意すると, 以

上の関係式を合わせて $M$ が偶数のときの等式

$\det(F+diag(m-1, m-2, \ldots, -m))=Pf(F)^{2}$

を得る. これは「要素が可換な交代行列は Pfaffian の自乗が行列式に等しい」 という

古典的公式の非可換な類似である. この等式は [IU] においてかなり長い計算を経て初め

て得られたものであるが, Theorem 1を経由するとこのように簡単に証明できる.

Theorem 1は Capelli恒等式とほぼ同じ形であり, 証明もまた同様の手順でできる.

この等式がこれまで知られていなかったのは不思議である.

3. Dual pair $(O_{M}, Sp_{N})$ and the action of $\epsilon \mathfrak{p}_{N}$ . 前節では Capelli 恒等式の左半
分の類似を与えた. 今節では残りの右半分すなわち $s\mathfrak{p}_{N}$ の作用について考察する. 具

体的にはふたつの普遍包絡環 $U(0_{M}),$ $U(\epsilon \mathfrak{p}_{N})$ の中心の対応に関する等式を与える.

symplectic Lie 環の普遍包絡環の作用に関しては, 前節の結果ほど単純には Capelli
恒等式の類似は構成できない. その第ーの原因はこれまで用いてきた行列式 (column-
determinant) がうまく働かないということである. 実際, ー般線型 Lie 環や直交 Lie 環
との単純な類似で $\sum_{|I|=k}\det$ ($F_{II}’+u1+$市 ag(k-l, $k-2,$

$\ldots,$
$0$)) という元を考えて

も, これは普遍包絡環 $U(\epsilon \mathfrak{p}_{N})$ の中心元にならない. そこで新しく “対称化した行列式”
$Det$ を導入する [IU], [I2]:

$Det(Z;a_{1}, \ldots, a_{k})=\frac{1}{k!},\sum_{\sigma,\sigma\in \mathfrak{S}_{k}}sgn(\sigma)sgn(\sigma’)Z_{\sigma(1})\sigma’(1)(a_{1})\cdots Z_{\sigma(k)\sigma’(k)}(a_{k})$.

ここで $Z=(Z\text{のは}$ $k$ 次正方行列, $a_{1},$ $\ldots$ , a\sim は複素数値のパラメータである. また

$Z_{ij}(a)=Z_{ij}+a\delta_{ij}$ と定める. $Z$ の要素が可換なときには $Det(Z;0, \ldots, 0)=\det Z$

であることに注意されたい. この $Det$ は conjugation に関する不変性

$\sum_{|I|=k}Det(Z_{II;a_{1}}, \ldots,a_{k})=\sum_{|I|=k}Det((gZg^{-1})_{II;a_{1}}, \ldots,a_{k})$

を持つ. 特に行列 $Z=E,$ $F,$ $F’$ がそれぞれ $G.L_{r}\backslash ’ O_{M},$ $Sp_{N}$ の元 $g$ の adjoint 作用に

関して $Ad(g)Z=(Ad(g)Z_{ij})={}^{t}gZ^{t}g^{-1}$ という等式をみたす [IU] ことに注意すると,
次の命題がわかる:

Proposition. Lie 環の基底を要素とする行列 $Z=E,$ $F,$ $F’$ に対して小行列式の和

$\sum_{|I|=k}Det(Z_{II;}a_{1}, \ldots, a_{k})$ はそれぞれ $U(gt_{r})^{GL_{r}},$ $U(0_{M})^{O_{M}},$ $U(z\mathfrak{p}_{N})^{Sp_{N}}$ に属す.

このように対称性の高い $Det$ は, 普遍包絡環の中心元を構成するための古典 Lie 環
に共通の手段となる.
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さらに $E,$ $F$ に対しては $\det$ と $Det$ を結ぶ等式

$\det(E+u1+diag(r-1, r-2, \ldots, O))=Det(Z+u1;r-1, r-2, \ldots, 0)$ ,

$\det(F+u1+diag(M-1, M-2, \ldots, O))=Det(Z+u1;M-1, M-2, \ldots, 0)$

が成り立つ [IU]. 同様の式は小行列 $E_{II},$ $F_{II}$ にも成り立つから, \S \S 1, 2で扱った普遍

包絡環の元 $C_{k}^{\mathfrak{g}t},$
$B_{k}^{o}$ はこの等式を用いて $Det$ で書き直すことができ, 特にこれらが中

心元であることもわかる. しかし卯 N の基底を要素とする行列 $F’$ にはこのような等式

は (少なくとも単純な類似では) 成立しない.

新しい行列式 $Det$ を用いて表した次の等式が本稿の第二の主結果である:

Theorem 2. $k=0,1,2,$ $\ldots$ に対して次の等式が成立する:

$L(C_{2k}^{0})= \sum_{x=0}^{k}\frac{1}{x!}(m-k+1)^{\overline{x}}(m-n-1)^{\underline{x}}(n-k+1)^{\overline{x}}R(C_{2k-2x}^{\epsilon \mathfrak{p}})$ .

ここで $C_{2k}^{0},$ $C_{2k}^{z\mathfrak{p}}$ は次のように定める:

$C_{2k}^{0}= \sum_{\{I|=2k}Det(F_{II;}k-1, k-2, \ldots, -k+1,0))$

$C_{2k}^{\mathcal{B}} \mathfrak{p}=\sum_{|I|=2k}Det(\hat{F}_{II}’ ; k-1, k-2, \ldots, -k+1,0)$
.

ただし
$\wedge$ ,
は $F’$ に $0$ ばかりからなる第 $N+1$ 行, 第 $N+1$ 列を付け加えた $N+1$ 次

の正方行列である. $C_{2}^{0_{k}},$ $C_{2k}^{\sigma \mathfrak{p}}$ はそれぞれ $U(0_{M})^{O_{M}},$ $U(s\mathfrak{p}_{N})^{Sp_{N}}$ の生成系であり, こ

れで等式 (3) のうち普遍包絡環どうしの対応が記述できたことになる.

Theorem 2は Capelli 恒等式と比較すると少し複雑に見えるが, \S 1の Corollary の

ような母函数の形で綺麗にまとめることができる:

Corollary. 次の等式が成立する:

$L(C^{0}(u))=R(C^{\S \mathfrak{p}}(u))\cdot u^{\underline{\overline{M-N-1}}}$.

ただし $C^{0}(u),$ $C^{\epsilon \mathfrak{p}}(u)$ はそれぞれ次のような $F,\hat{F}’$ の “固有多項式” であり, やは

り $U(0_{M})^{O_{M}},$ $U(\epsilon \mathfrak{p}_{N})^{Sp_{N}}$ に属している:

$C^{0}(u)=Det(F+u1;m-1, m-2, \ldots, -m+1,0)$ ,

$C^{5\mathfrak{p}}(u)=Det(\hat{F}’+u1;n, n-1, \ldots, -n)$ .
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また $u^{\overline{\underline{k}}}$ は次のような “上下に伸びる階乗函数” である:

$u^{\overline{\underline{k}}}=(u+ \frac{k-1}{2})(u+\frac{k-3}{2})\cdots(u-\frac{k-1}{2})$ .

“固有多項式” $C^{0}(u),$ $C^{s\mathfrak{p}}(u)$ は次の展開の形で $C_{2k}^{o},$ $C\text{魏の母函数とみなせる}$ . この
展開式を使って Theorem 2から Corollary を導くことができる.

$C^{0}(u)= \sum_{0\leq 2k\leq M}C_{2k}^{0}\cdot u^{\overline{\underline{M-2k-1}}}\cdot u$
,

$C^{\epsilon \mathfrak{p}}(u)= \sum_{0\leq 2k\leq N}C_{2k}^{9\mathfrak{p}}\cdot u^{\overline{N-2k+1}}$
.

Theorem 1と Theorem 2とで三つの不変式環の等式 (3) の具体的な記述ができた
ことになる. 実際 $B_{k}^{0}$ と $C_{2l}^{0}$ のあいだの次の関係式を使うと, 三つの不変式環の生成系
レベルの対応がわかる:

$B_{k}^{0}=(-)^{k} \sum_{0\leq 2\downarrow\leq k}\frac{1}{(k-2l)!}(M-k+1)^{\overline{k-2l}(\frac{N-k+1}{2})^{\underline{\overline{k-2\iota}}_{C_{2l}^{o}}}}$ .

Capelli 恒等式に現れた $C_{k}^{\mathfrak{g}I}$ も Theorem 1に現れた $B_{k}^{0}$ も $Det$ を用いて表されるか

ら, ー連の Capelli 型恒等式は “対称化した行列式” でまとめることができる. “対称化

した行列式” は column-determinant よりも実際の計算の上では複雑であるが, 不変性

の観点からは自然なものであり, Capelli 型恒等式の本質的な姿のひとつと考えられる.

証明に関して少しだけ触れておく. Theorem 2の証明は少なくとも計算技術的には

Theorem 1よりもかなり難しい. 詳細は本稿では省略するが, 計算は外積代数を用いて

行う. 行列式を反可換な形式的変数を用いてある種の “母函数” で表示することで, 複

雑になりかねない計算を整理して進めることができる.

Remarks. (1) symplectic Lie 環の普遍包絡環の中心元として, $F’$ ではなく $\hat{F}’$ の行列

式で定義された $C_{2k}^{s\mathfrak{p}},$ $C^{\epsilon \mathfrak{p}}(u)$ を考えるのは=見奇妙である. しかし何故かこうすると

各種の関係式がうまく表される. 原理的にはこれらを $F’$ の “対称化した行列式” で表

すことも可能だが, パラメータが簡潔な形ではなくなる. 何故 $F’$ ではなく $\hat{F}’$ なのか

ということには何か本質的な背景があると思われるが 今のところはよくわからない.

(2) 上で述べたように $U(0_{M})^{O_{M}},$ $U(\epsilon \mathfrak{p}_{N})^{Sp_{N}}$ の生成系は偶数次の行列式の和で与え

られる. 奇数次の行列式については, 次のような行列式の和が $0$ になる:

$\sum_{|I|=2k+1}Det(F_{II;}k, k-1, \ldots, -k)=0$
,

$\sum_{|I|=2k+1}Det(\hat{F}_{II)}’. k, k-1, \ldots, -k)=0$
.
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(3) 上記の普遍包絡環の中心元のうち $C_{2k}^{o}$ は column-determinant または Pfaffian を

用いて書くこともできる [IU]:

$C_{2k}^{0}= \sum_{|I|=2k}\det(F_{II}+diag(k, k-1, \ldots, -k+1))$

$= \sum_{|I|=2k}\det(F_{II}+diag(k-1, k-2, \ldots, -k))=\sum_{|I|=2k}Pf(F_{II})^{2}$
.

また, 直交 Lie 環の “固有多項式”CO $(u)$ は次のようにふたつの $\det$ の平均として表す

ことができる:

$C^{o}(u)= \frac{1}{2}\{\det(F+u1+diag(m, m-1, \ldots, -m+1))$

$+\det(F+u1+diag(m-1, m-2, \ldots, -m))\}$ .

4. The images under the Harish-Chandra isomorphisms. Theorem 2 $0$) $f_{l^{\wedge}}^{\backslash }\llcorner\backslash$

用のひとつとして $C^{5\mathfrak{p}}(u)$ の Harish-Chandra 同型による像の計算ができる.

前節まで不変式環の対応 (1) の記述を考えてきたが, $=$口に 「記述」 といっても幾通

りもの方法が考えられる. 例えば, (1) という三つの不変式環の対応のうち普遍包絡環

どうしの対応に関しては, 固有値の対応という形で詳しい研究がされてきた. 本稿の

Theorem 2で扱った $(O_{M}, Sp_{N})$ の場合のふたつの普遍包絡環の中心の対応もこの形

では既に [KV] 等により調べられている. しかしこれは Theorem 2が無駄ということ

ではない. 具体的な中心元に対しその固有値, すなわち Harish-Chandra 同型の像を計
算することはー般に容易ではないからである. 実際, 逆に本稿の結果を固有値の対応

と見比べることによって, symplectic Lie環の普遍包絡環の中心元 $C^{\epsilon \mathfrak{p}}(u)$ の Harish-

Chandra 同型による像の計算ができるのである.

直交 Lie 環の普遍包絡環における “固有多項式” $C^{0}(u)$ の Harish-Chandra 同型の
像は既に Pfaffian を利用して計算されている ([IU], [I2]). また Harish-Chandra 同型
の像の言葉による $(O_{M}, Sp_{N})$ の場合の普遍包絡環の中心の対応は [KV] で調べられて

おり, その結果は [MN] において Theorem 2に相当する形でまとめられている. 普遍包

絡環 $U(z\mathfrak{p}_{N})$ の作用は $M\geq N$ のとき忠実だから, これらを組み合わせることで sym-

plectic Lie 環の普遍包絡環の “固有多項式” $C^{s\mathfrak{p}}(u)$ の像がわかる:

Corollary. ZU $(z\mathfrak{p}_{N})$ 上の Harish-Chandra 同型 $\overline{\gamma}^{s\mathfrak{p}}$ に関して次が成立する:

$\overline{\gamma}^{\epsilon \mathfrak{p}}(C^{\epsilon \mathfrak{p}}(u))=u(u^{2}-F_{11}^{\prime 2})\cdots(u^{2}-F_{nn}^{\prime 2})$.
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参考のために =般線型 Lie 環および直交 Lie 環における “固有多項式” についても

Harish-Chand廿 a 同型 $\overline{\gamma}^{9^{(}},$
$\overline{\gamma}^{o}$ による像を記しておく:

$\overline{\gamma}^{\mathfrak{g}\mathfrak{l}}(C^{g\mathfrak{l}_{r}}(u))=(u+E_{11})(u+E_{22})\cdots(u+E_{rr})$.

$\overline{\gamma}^{0}(C^{0}(u))=\{$

$(u^{2}-\overline{F}_{11}^{2})\cdots(u^{2}-\overline{F}_{M\dagger M^{\gamma}}^{2})$ , $M$ : even,
$u(u^{2}-\overline{F}_{11}^{2})\cdots(u^{2}-\overline{F}_{M\dagger M\dagger}^{2})$ , $M$:odd.

ただし $M^{t}$ で $M/2$ を越えない最大の整数を表す. また $\overline{F}_{11},$

$\ldots$ , $\overline{F}_{M\dagger M\dagger}$ は直交 Lie 環
$0_{M}$ の Cartan 部分環の標準的な基底である. これらのうち $C^{\mathfrak{g}t}(u)$ の像の計算は非常

に易しい. これは Capelli 恒等式の大きな利点であり, 多くの応用を持つ理由のひと
つとなっている. これと比較すると直交 Lie 環や symplectic Lie 環に対する $C^{0}(u)$ ,
$C^{\epsilon \mathfrak{p}}(u)$ の像の計算は決して易しくないが, 結果としてはやはりー般線型 Lie 環の場合
とよく対応している.

最後に, これらの “固有多項式” に成立する Cayley-Hamilton 型の関係式を紹介し
ておく. これまで考えてきた “固有多項式” はその名に相応しく以下のような Cayley-
Hamilton 型の関係式を満たす. まずー般線型 Lie 環については次が成立する [U3]:

$C^{\mathfrak{g}t}(-E)=0$ .

直交 Lie 環, symplectic Lie 環に対しては

$f(u)=\{$
$C^{0}(u)$ , $M$ : even,

$g(u)= \frac{1}{u}C^{\epsilon \mathfrak{p}}(u)$

$\frac{u-1/2}{u}C^{0}(u)$ , $M$:odd,

とおくと,

$f(F)=0$ , $g(F’)=0$

が成立する $([I2], [M])$ . これらのうちー般線型 Lie 環, 直交 Lie 環の等式は直接証明す

ることができるが, symplectic Lie 環の式は固有値の言葉による結果 [G], [M] を上記
の Corollary で $C^{s\mathfrak{p}}(u)$ と結び付けることで得られる.
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