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1 Introduction
負曲率リーマン多様体 $X$ の閉測地線の長さに関する分布の問題, すなわち, 長さが与
えられた正数 $x$ 以下の閉測地線の個数の漸近評価については, 多くの人々により研究され
( $[Margulis,1969],$ $[DeGeorge,1977]$ , [Gangolli,1977], etc),「下弦定理」 とも呼ばれる次のよ
うな素数定理の類似が成り立つことが知られている. 以下では, $X$ として特に (体積有限
な) 負曲率局所 \dagger ] 一マン対称空間の場合を考える.

定理 1.1 (素弦定理) 長さが $x$ 以下の $X$の閉測地線全体の集合を $E(x)$ , 素な閉測地線 (素
弦ともいう) 全体からなる部分集合を $E^{P}(x)$ とする. すなわち, $l(C)$ で曲線 $C$ の長さを

表わすとき

$E(x)$ $:=$ { $C$ . $X$ の閉測地線 $|l(C)\leq x$},
$E^{P}(x)$ $:=$ {$C\in E(x)|C$ は素弦}.

このとき, $\pi(x):=|E(x)|,$ $\pi^{P}(x):=|E^{P}(x)|$ とすると, ある正数 $h>0$ が存在して,
$xarrow\infty$ のとき

$\pi(x)\sim\pi^{P}(x)\sim\frac{e^{hx}}{hx}$

が成り立つ (X が負曲率局所対称空間の場合, $h$ は後で与える $2\rho$ に等しい). 口

この問題は、 2つの方向に=般化された.

$\bullet$ 1つは, 算術級数定理の類似と見なせる次のように定式化された問題である. 基本群 $\Gamma$

から 1次のホモロジー群 $\Lambda=H_{1}(X, Z)\cong\Gamma^{ab}:=\Gamma/[\Gamma, \Gamma]$ への自然な準同型 $\phi$ を考えると,
$\Gamma$ の共役類は A に well-defined な像を持つ. ある $\beta\in\Lambda$ を固定したとき, $\phi$ によって $\beta$

に写されるような $\Gamma$ の双曲型共役類 $[\gamma]$ に対応する閉測地線 $C_{\gamma}$ の長さはどのように分布
するか ? これに対しては次の定理が知られている. ([Adachi-Sunada,1987], [Epstein,1987],
[Phillips-Sarnak,1987] $)$ .
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定理 1.2 (ホモロジー素弦定理) 各 $\beta\in A$ に対して

$E_{\beta}(x)$ $:=$ $\{C_{\gamma}\in E(x)|\phi(\gamma)=\beta\}$ ,

$\pi_{\beta}(x)$ $:=$ $|E_{\beta}(x)|$

とし, それぞれにおいて素弦に制限したものを $E_{\beta}^{P}(x),$ $\pi_{\beta}^{P}(x)$ とすると, $\beta$ に依存しない

で決まるある正数 $C_{x}>0$ が存在して, $xarrow\infty$ のとき

$\pi_{\beta}(x)\sim\pi_{\beta}^{P}(x)\sim C_{X^{\frac{e^{(d-1)x}}{x^{r/2+1}}}}$

が成り立つ. ただし, $d=\dim(X),$ $r=rank(\Lambda)$ . 口

Remark. 定理 12は実際には, $\phi$ が任意の可換群 A への全射準同型のときにも成り立つ
(定数 $C_{x}$ は A には依存する).

$\bullet$ あと 1つは, ガロア拡大のフロベニウス置換に関するチャボタレフ密度定理 (もちろん,
これ自身が算術級数定理の一般化である) の類似と見なせるものである. 各閉測地線 $C$ に

対して, それに沿った平行移動を考えると, 制限ホロノミー群 $M$ の共役類 $F_{c}$ が自然に

対応する. ある共役不変な部分集合 $\Omega\subset M$ を固定したとき, $F_{c}\subset\Omega$ となるような閉測

地線 $C$ の密度分布はどうなるか ? これに対しては次がある ([SW, 1997]).

定理 1.3 (ホロノミー密度定理) 制限ホロノミー群 $M$ 上の任意の滑らかな類関数 $f$ に対

して, $xarrow\infty$ のとき

$\frac{1}{\pi(x)}\sum_{C\in E(x)}f(F_{C})=\int_{M}f(m)dm+O_{f^{r}},((\log\pi(x))^{\rho/d}\pi(x)^{-1f2d})$

が成り立つ. ただし $dm$ は Mの正規化された J\-測度である. 口

特に, $f$ として $M$ の共役不変な任意の部分集合 $\Omega$ の特性関数 (を smoothing $\text{し}$たも

$\text{の})$ をとることにより,

系 1.4 $M$ の共役不変な任意の部分集合 $\Omega$ に対して,

$\lim_{xarrow\infty}\frac{|\{C\in E(x)|F_{C}\in\Omega\}|}{\pi(x)}=\frac{vo1(\Omega)}{vo1(M)}$

が成り立つ. 口

この両者の一般化, あるいは精密化として, 自然に次のような問題に至る.
一般に基本群 $\Gamma$ から群 A への全射準同型 $\phi$ が与えられたとする. A のある共役類 $[\lambda_{0}]$

を固定したとき, $\phi([\gamma])\subset[\lambda_{0}]$ となるような双墨型共役類 $[\gamma]\subset\Gamma$ に対応する閉測地線 $\ovalbox{\ttREJECT}$

の, ホロノミーに関する分布はどうなるか. すなわち,

$E_{[\lambda_{O}]}(x):=\{C_{\gamma}\in E(x)|\phi(\gamma)\in[\lambda_{0}]\}$
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とおくとき, 制限ホロノミー群 $M$ 上の任意の滑らかな類関数 $f$ に対して, 類密度

1
$|E_{[\lambda_{0}]}(x)| \sum_{C\in E_{[\lambda_{O}]}(x)}f(F_{C})$

の $xarrow\infty$ のときの漸近評価はどのように与えられるだろうか ?
本稿では, A が特に可換群の場合 (つまり A がホモロジ一群の部分群の場合) について

上記の問題を扱う.

Remark. $\emptyset:\Gammaarrow\Lambda$ で, A が (たとえアーベル群でなくても) 有限群の場合は解析的な難
しさがなく, より容易に扱える.

2 Preliminaries

負曲率局所リーマン対称空間 $X$ は, 実階数 1の半単純実リー群 $G$ , その極大コンパク
ト部分群 $K$ , および uniform または non-uniform lattice $\Gamma$ (つまり, $G$ のねじれのない

離散部分群であって, $\Gamma\backslash G$ がコンパクトであるか, または非コンパクトかつ体積有限とな
るもの) によって, $X=\Gamma\backslash G/K$ と実現される. このとき, $\Gamma$ は $X$ の基本群と同型であ

り, $K$ は $X$ のホロノミー変換群と同型であることが知られている.
$G=NAK$ を岩澤分解とし, $g=n+a+k$ を対応するリー環の岩澤分解とする. (g) a)
に対するルート系の正ルートは高々 2個で, それを $\{\alpha_{1}, \alpha_{2}\}$ (2個ある場合には $\alpha_{2}=2\alpha_{1}$

である) とする. それぞれに対応するルート空間を $n_{1},$ $n_{2}(n=n_{1}+n_{2})$ とし $m_{j}=\dim n_{j}$ ,
$\rho=\frac{1}{2}(m_{1}\alpha_{1}+m_{2}\alpha_{2})$ とおく. 以下では, $R\ni\nurightarrow(\nu/|\alpha_{1}|)\alpha_{1}\in a^{*}$ によって $a^{*}$ と $R$ とを

同=視する. 但し, $|$ . $|$ は $g$ のキリング形式から誘導された内積で決まる長さである.
$X$ の普遍被覆空間 $G/K$ は単連結な既約リーマン対称空間であるが, これは次の双曲面

間 $H_{K}^{n}$ ($K=R$ . 実数, $C$ : 複素数, $H$ . 四元数, $O$ : ケーリー八元数) のいずれかに同
型である. 各々の場合について, 次元 $d=\dim G/K$ と対応する $\rho$ の値は

$G/K$ $=$ $H_{R}^{n}$ : $d=n$ , $\rho=\frac{n-1}{2}$

$=H_{C}^{n}$ : $d=2n$ , $\rho=n$

$=H_{H}^{n}$ : $d=4n$ , $\rho=2n+1$

$=$ $H_{O}^{2}$ : $d=16$ , $\rho=11$

となる. 後のため, $d-1-2p\leq 0$ となることに注意しておこう.
$X$ の閉曲線たちがなす自由ホモトピーを考えると, その各同値類は基本群 $\Gamma$ の双曲型

共役類と 1対 1に対応する. 1つのホモトピー類の中には唯 1つ測地線となるものが存在
するが, その類が $\Gamma$ の共役類 $[\gamma]$ と対応するものであるとき, 対応する測地線を $C_{\gamma}$ , そ
の長さを $l(\gamma)$ で表わす. 双曲型の元 $\gamma\in\Gamma$ は, ある双曲型の元 $\delta\in\Gamma$ とある自然数 $k>1$

によって\mbox{\boldmath $\gamma$} $=\delta^{k}$ と書くことができないとき素な元であるという. 素な元 $\gamma$ に対応する共役

類 $[\gamma]$ や閉測地線 $C_{\gamma}$ のことをそれぞれ素な共役類, 素閉測地線 (素弦) という. また, 双
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曲型の元 $\gamma$ が, ある素元 $\delta\in\Gamma$ とある自然数 $k>1$ によって\mbox{\boldmath $\gamma$} $=\delta^{k}$ と書くことができる

とき, $j(\gamma):=k$ によって $j(\gamma)$ を定義する.
$M=Z_{K}(A)$ を $A$ の $K$ における中心化群とすると, $M$ は制限ホロノミー群に同型であ

る. また, $\Gamma$ の双曲言 $\gamma$ は $MA$ の元に $G$-共役であることが知られている: $\gamma\sim ch(\gamma)=$

$m_{\gamma}a(\gamma)\in MA$ (と書く). このとき, $C_{\gamma}$ に沿った平行移動が誘導する制限ホロノミーが

定める $M$ の共役類は $[m_{\gamma}]$ で与えられるので, 評価すべき量は, 結局, $M$ 上の滑らかな類

関数 $f$ が与えられたとき

(1) $\frac{1}{\pi_{\beta}(y)}\sum_{[\gamma]:hyp.,l(\gamma)\leq y,\phi(\gamma)=\beta}f(m_{\gamma})$

ということになる. ここで “
$[\gamma]:hyp.$

” は, $[\gamma]$ が双曲型共役類をわたる和を表わす.
さて, 類関数 $f$ を既約指標で展開すると,

(2)
$f(m)= \sum_{\sigma\in\hat{M}}\hat{f}(\sigma)\chi_{\sigma}(m)$

であるから,

(3)
$\sum_{[\gamma]:hyp.,1(\gamma)\leq y,\phi(\gamma)=\beta}f(m_{\gamma})=f(1)\pi_{\beta}(y)+\sum_{\sigma\neq 1}f(\sigma)K_{\sigma,\beta}(y)$

となる. ただしここで
$\hat{f}(\sigma)=\int_{M}f(m)\overline{\chi_{\sigma}(m)}dm$

$K_{\sigma,\beta}(y)= \sum_{[\gamma]:hyp.,l(\gamma)\leq y,\phi(\gamma)=\beta}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\gamma})}$

である. $\pi_{\beta}(y)$ の評価はホモロジー素弦定理により知られているので, $K_{\sigma,\beta}(y)$ の評価をす

ればよいことになる. そのために, 次の 4つの関数を導入する.

$G_{\sigma,\beta}(y)$ $:=$
$\sum_{[\gamma]:hyp.,l(\gamma)\leq y,\phi(\gamma)=\beta}l(\gamma)e^{-\rho l(\gamma)}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\gamma})}$

,

$G_{\sigma,\beta}^{P}(y)$ $:=$
$\sum_{[\delta]:pr.,l(\delta)\leq y,\phi(\delta)=\beta}l(\gamma)e^{-\rho l(\delta)}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\delta})}$

,

$H_{\sigma,\beta}(y)$ $:=$
$\sum_{[\gamma]:hyp.,l(\gamma)\leq y,\phi(\gamma)=\beta}l(\gamma)j(\gamma)^{-1}D(\gamma)^{-1}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\gamma})}$

,

$H_{\sigma,\beta}^{P}(y)$ $:=$
$\sum_{[\delta]:pr.,l(\delta)\leq y,\phi(\delta)=\beta}l(\delta)D(\delta)^{-1}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\delta})}$

.

ここで “
$[\delta]:pr.$

” は F の素な双画品共役類をわたる和を表わす. $D(\gamma)$ はワイルの判別式と

呼ばれ,
$D(\gamma)=e^{\rho l(\gamma)}|\det(Ad(h(\gamma))^{-1}-I)|_{n}|$

で定義される.
$K_{\sigma,\beta}(y)$ は $G_{\sigma,\beta}(y)$ によって

$K_{\sigma,\beta}(y)= \sum_{[\gamma]:hyp.,l(\gamma)\leq y,\phi(\gamma)=\beta}\frac{e^{\rho l(\gamma)}}{l(\gamma)}l(\gamma)e^{-\rho l(\gamma\rangle}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\gamma})}=\int_{1}^{y}\frac{e^{\rho t}}{t}dG_{\sigma,\beta}(t)$
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と表わされる. また, これら 4つの関数のうちで $H_{\sigma\beta)}(y)$ のみは次の跡公式を用いて直接
に評価することができる.

定理 2.1 (セルバーグ跡公式) $G$ はコンパクトなカルタン部分群を持つとする. 離散部
分群 $\Gamma$ はねじれがないものと仮定する. 関数 $g$ を $R(\cong A)$ 上のコンパクト台を持つ

滑らかな偶関数とする. $M$ の任意の既約ユニタリ表現 $\sigma$ に対して, $K$ の virtual 表現
$\eta=\Sigma_{i;finite}^{\oplus}m_{i}\tau_{i}$ ( $m_{i}\in Z,$ $\tau_{i}$ : Kの既約表現) であって, $M$ への制限が $\sigma$ に=致するも
のを取る. このとき, 任意の $\theta\in\Theta$ (:=Aの unitary dual) に対して以下の条件を満たす
有限個の実数 $\Lambda_{1}^{\theta},$ $\Lambda_{2}^{\theta},$

$\ldots,$
$\Lambda_{L_{\sigma}}^{\theta}$ が存在する : $G$ のみに依存して決まる $\epsilon c>0$ が存在して,

$\Lambda_{k}^{\theta}-\chi_{\sigma}(\Omega_{M})\leq-\epsilon c(k=1, \ldots, L_{\sigma})$ を満たし, $\sigma,$

$\theta$ に付随する跡公式が次のように与えら
れる.

$\sum_{\pi_{\sigma,\nu_{j}}\cdot u.p.s}..m_{\Gamma}(\pi_{\sigma,\nu_{j}})\hat{g}(i\nu_{j})+\sum_{\pi_{\sigma,\nu_{j}}\cdot c.s}..m_{\Gamma}(\pi_{\sigma,\nu_{j}})\hat{g}(i\nu_{j})$

$+ \sum_{k=1}^{L_{\sigma}}\{\sum_{\omega:d.s.,\chi_{(v}(\Omega)=\Lambda_{k}^{\theta}}\alpha_{\Gamma}(\omega)[\omega|_{K} ; \eta]+\sum_{\pi:L.q./\lim.d.s.\chi_{\pi}(\Omega)=\Lambda_{k}^{\theta}},m_{\Gamma}(\pi)[\pi|_{K;\eta}]I^{\hat{g}(i\mu_{k})}$

$- \frac{1}{4\pi}\dim(\sigma)\int_{-\infty}^{\infty}\hat{g}(\nu)\frac{\Psi_{\Gamma\sigma,\theta}’}{\Psi_{\Gamma\sigma,\theta}}(i\nu)d\nu+\frac{1}{4}\dim(\sigma)\hat{g}(0)trC_{\Gamma\sigma,\theta}(0)$

$= vol(\Gamma\backslash G)\int_{-\infty}^{\infty}\hat{g}(\nu)\mu_{\sigma}(\nu)d\nu+U_{\Gamma}(w_{\sigma}^{\eta}(g))$

$+ \frac{1}{2}.\sum_{[\gamma]\cdot hyp}.\chi_{\theta}(\gamma)l(C_{\gamma})j(\gamma)^{-1}D(\gamma)^{-1}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\gamma})}g(l(C_{\gamma}))$ .

但し, $i=\sqrt{-1},$ $\mu_{k}=(-\Lambda_{k}+\chi_{\sigma}(\Omega_{M})-\rho^{2})^{\frac{1}{2}},$ $\Omega,$ $\Omega_{M}$ はそれぞれ $G,$ $M$ のカシミール元,
$\chi_{\sigma}$ は $\sigma$ の無限小指標, $\hat{g}(\nu)$ は $g(t)$ の $R\text{上_{のフ^{ー}}}\text{リエ変換},$ . $\chi_{\theta}(\gamma)=e^{2\pi i\langle\phi(\gamma),\theta)}$ は A の指
標 $\theta$ から誘導された $\Gamma$ の指標, $Ur(w_{\sigma}^{\eta}(g))$ は $\Gamma$ の放物型共役類からの寄与をまとめた項,
$C_{r\sigma,\theta}(\nu),$ $\Psi r_{\sigma},\theta(\nu)$ はそれぞれアイゼンシュタイン級数の定数項 (散乱行列) と, その行列
式である. $\nu_{j,\mu_{k}}$ たちは $\theta$ に依存している. また, $L_{\sigma}$ は $\sigma$ に関して高々 $|\sigma|$ による多項式
程度の増大度である. さらに, 上記の跡公式は virtual 表現 $\eta$ の取り方によらず, 跡公式に
現われる和や積分は, すべて絶対かつ=様に収束する. なお, u.p.s., $c.s.,$ $d.s.$ , L.q. $/ \lim.d.s$ .
はそれぞれ, ユニタリ主系列, 補系列, 離散系列, ラングランズ商または離散系列の極限,
をわたる和を表わす. 口

Remark. (1) $G$ がコンパクトなカルタン部分群を持たないときにも, 同様の跡公式が成立
し, 以下の議論は同様か, あるいは若干易しいものになる.
(2) $\Gamma$ がねじれを持つとき, 跡公式には楕円型共役類に対応する項 (有限和) が現われる
が, これは目的の双曲型共役類に関する漸近評価には影響しない.
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3 Evaluation
まず, 上で定義した 4つの関数について, それらの差が次のように評価されることを示す.

補題 3.1任意の $\epsilon>0$ に対して, $yarrow\infty$ のとき

(4) $G_{\sigma,\beta}(y)-G_{\sigma,\beta}^{P}(y)$ $=$ $O(e^{\epsilon y})$

(5) $H_{\sigma,\beta}(y)-H_{\sigma,\beta}^{P}(y)$ $=$ $O(e^{\epsilon y})$

が成り立つ.

補題 3.2 $yarrow\infty$ のとき

(6) $G_{\sigma,\beta}^{P}(y)-H_{\sigma_{)}\beta}^{P}(y)=O(e^{(d-\rho-2)y})$

が成り立つ.

補題 3.1の証明 : まず, $|G_{\sigma,\beta}(y)-G_{\sigma,\beta}^{P}(y)|$ を評価する. $\epsilon_{0}=$ inf $l(\gamma)$ とおくと
$[\gamma]:hyp.,\phi(\gamma)=\beta$

$\epsilon_{0}>0$ であることが知られているので $([Ga])$ ,

$|G_{\sigma,\beta}(y)-G_{\sigma,\beta}^{P}(y)|$ $\leq$

$\sum_{k\leq 2}\sum_{[\delta]:pr.,kl(\delta)\leq y,\phi(\delta^{k})=\beta}kl(\delta)e^{-k\rho l(\delta)}$

$=$
$\sum_{2\leq k\leq[y/\epsilon_{O}]}kJ_{k}^{\beta}(y/k)$

と $J_{k}^{\beta}(y)$ たちの有限和でおさえられる. ただしここで $J_{k}^{\beta}(y)$ は

$J_{k}^{\beta}(y)= \sum_{[\delta]:pr.,l(\delta)\leq y,\phi(\delta)=\beta}l(\delta)e^{-k\rho l(\delta)}$

である. この $I_{k}^{\beta}(y)$ について,

$J_{k}^{\beta}(y)= \int_{1}^{y}te^{-k\rho t}d\pi_{P}^{\beta}(t)=[te^{-k\rho t}\pi_{\beta}^{P}(t)]_{1}^{y}-\int_{1}^{y}\pi_{\beta}^{P}(t)(1-k\rho t)e^{-k\rho t}dt$

であるが, ホモロジー素弦定理より $xarrow\infty$ のとき $\pi_{\beta}^{P}(x)\sim C_{X}e^{(d-1)x}/x^{r/2+1}$ であったの

で, 任意の $k\geq 2$ に対して $d-1-kp\leq d-1-2p\leq 0$ であることと合わせて $J_{k}^{\beta}(y)$ は

高々 $O(y)$ ($yarrow\infty$ のとき) であり, $|G_{\sigma,\beta}(y)-G_{\sigma,\beta}^{P}(y)|$ は高々多項式程度の増大度でおさ

えられることが分かる.
次に, $|H_{\sigma,\beta}(y)-H_{\sigma,\beta}^{P}(y)|$ の評価をするために, まず $D(\gamma)$ の評価をしておく. $D(\gamma)$ は

$D( \gamma)=e^{\rho l(\gamma)}|\prod_{\alpha\in P^{+}}(\xi_{\alpha}(h(\gamma))^{-1}-1)|$
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と書くことができる. ここで, $P^{+}$ はカルタン部分群 $H=AA_{k}$ ( $A_{k}$ . $M$ の極大可換部分
群) のリー環を $h$ として,

$P^{+}=$ { $\alpha$ . $(gc,$ $hc)$ に関する正ルート $|$ a 上で $\alpha\neq 0$ }

である. ただし, $gc,$ $hc$ はそれぞれ $g,$ $h$ の複素化である. また, $\xi_{\alpha}$ は $\alpha\in P^{+}$ に対応す
る $H$ の指標である.

$|\xi_{\alpha}(h(\gamma))|=\{$

$e^{l(\gamma)}$
$\alpha|_{a}=\alpha_{1}$ のとき

$e^{2l(\gamma)}$
$\alpha|_{a}=\alpha_{2},$ $n_{2}\neq\{0\}$ のとき

に注意する. これから $D(\gamma)^{-1}$ は

$D(\gamma)^{-1}=e^{-\rho l(\gamma)}|\xi_{\alpha}(h(\gamma))^{-1}-1|^{-1}\alpha\in P^{+}$

$\leq e^{-\rho l(\gamma)}\prod_{+\alpha\in P}(1-e^{-\epsilon_{0}})^{-1}$

$=e^{-\rho\epsilon_{0}}(1-e^{-\epsilon_{0}})^{-|P^{+}|}=:D_{0}$

と $\gamma$ に無関係な定数 $D_{0}$ でおさえられるので,

$|H_{\sigma,\beta}(y)-H_{\sigma_{)}\beta}^{P}(y)| \leq D_{0}[\sum_{k\geq 2}\sum_{[\delta]:pr.,kl(\delta)\leq y,\phi(\delta^{k})=\beta}l(\delta)e^{-k\rho l(\delta)]}$

$=D_{0} \sum_{2\leq k\leq[y/\epsilon]}J_{k}^{\beta}(y/k)$
.

従って, $G$ のときと同様に $|H_{\sigma,\beta}(y)-H_{\sigma,\beta}^{P}(y)|$ も高々多項式程度の増大度である. 口

補題 3.2の証明 : 定義より,

$|H_{\sigma,\beta}^{P}(y)-G_{\sigma,\beta}^{P}(y)| \leq\sum_{[\delta]:pr.,l(\delta)\leq y,\phi(\delta)=\beta}l(\delta)e^{-\rho l(\delta)}$ $\alpha\in p+|1-\xi_{\alpha}(h(\delta))^{-1}|-1|$

であるが, $f_{\pm}(x)=(1\pm x)^{-m_{1}}(1\pm x^{2})^{-m_{2}}$ とおくと $(f_{\pm}(x)-1)/x$ は $x=0$ 近傍で有界で,

$f_{+}(e^{-l(\delta)})-1 \leq\prod|1-\xi_{\alpha}(h(\delta))^{-1}|-1\leq f_{-}(e^{-l(\delta)})-1$

\alpha \in P十

より, ある定数 Coが存在して

$| \prod_{\alpha\in P+}|1-\xi_{\alpha}(h(\delta))^{-1}|-1$
$\leq(\frac{|f_{+}(e^{-l(\delta)})-1|}{e^{-l(\delta)}}+\frac{|f_{-}(e^{-l(\delta)})-1|}{e^{-l(\delta)}})e^{-l(\delta)}\leq C_{0}e^{-l(\delta)}$

である. よって,

$|H_{\sigma,\beta}^{P}(y)-G_{\sigma,\beta}^{P}(y)| \leq C_{0}\sum_{[\delta]:pr.,l(\delta)\leq y,\phi(\delta)=\beta}l(\delta)e^{(\rho+1)l(\delta)}=C_{0}\int_{1}^{y}te^{-(\rho+1)t}d\pi_{\beta}^{P}(t)$
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となるが, ホモロジー素弦定理より求める評価を得る. 口

以上より, 任意の\epsilon $>0$ に対して $G_{\sigma,\beta}(y)=H_{\sigma,\beta}(y)+O(e^{\epsilon y}+e^{(d-\rho-2)y})$ である.

次に, $H_{\sigma,\beta}(y)$ を跡公式を用いて評価する.
$\psi$ : $Rarrow R$ を, 滑らかな非負値偶関数であって, $supp(\psi)\subset[-1,1]$ かつ $\int_{-\infty}^{\infty}\psi=1$ なる

ものとする. 任意の\epsilon $>0$ に対して, $\psi_{\epsilon}(x)=\frac{1}{\epsilon}\psi(x/\epsilon)$ とおく. これを用いて,

$g_{y,\epsilon}(x)=(\psi_{\epsilon}*\chi_{[-y,y]})(x)$

と定義する. 互し $\chi[-y,y](x)$ は区間 $[-y, y]$ の特性関数, $*$ は合成積である. この $g_{y,\in}$によって

$C_{\epsilon,\beta}^{\sigma}(y)= \sum_{[\gamma]:hyp.,\phi(\gamma)=\beta}l(\gamma)j(\gamma)^{-1}D(\gamma)^{-1}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\gamma})}g_{y,\epsilon}(l(\gamma))$
,

$I_{\epsilon,\beta}(y)= \sum_{y-\epsilon\leq t(\gamma)\leq y+\epsilon,\phi(\gamma)=\beta}l(\gamma)e^{-\rho l(\gamma)}$

と定義すると,
(7) $|H_{\sigma,\beta}(y)-C_{\epsilon,\beta}^{\sigma}(y)|\leq I_{\epsilon,\beta}(y)$

であるから, $H_{\sigma,\beta}(y)$ を評価するためには $C_{\epsilon,\beta}^{\sigma}(y)$ と $I_{\epsilon,\beta}(y)$ を評価すればよい. しかし,
$I_{\epsilon,\beta}(y)$ は正項級数であり,

$I_{\epsilon}(y)= \sum_{y-\epsilon\leq l(\gamma)\leq y+\epsilon}l(\gamma)e^{-\rho l(\gamma)}$
によって上からおさえられている

ので, [$SW,$ $(7.28)$ : これは, $I_{\epsilon}(y)$ の主要項が, $G$ の自明表現からの寄与によって与えら

れているという事実に基づいている] によりある定数 $A_{I}$が存在して, =様に

(8) $I_{\epsilon,\beta}(y)\leq I_{\epsilon}(y)\leq 2\epsilon e^{\rho y}+A_{I}\epsilon^{2-d}+O_{\sigma}(e^{\epsilon y})$

となる. 従って, あとは $C_{\epsilon,\beta}^{\sigma}(y)$ の評価を考えればよい.

$h_{y,\epsilon}(\nu)=\hat{g}_{y,\epsilon}(\nu)$ とすると, $g_{y,\epsilon}$ を試験関数として跡公式は

$\frac{1}{2}.\sum_{[\gamma]\cdot hyp}.\chi_{\theta}(\gamma)l(C_{\gamma})\rangle(r)^{-1}D(\gamma)^{-1}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\gamma})}g_{y,\epsilon}(l(C_{\gamma}))$

$= \sum_{\pi_{\sigma,\nu_{j}}\cdot u.p.s}..m_{\Gamma}(\pi_{\sigma,\nu_{j}})h_{y,\epsilon}(i\nu_{j})+\sum_{\pi_{\sigma,\nu_{j}}\cdot c.s}..m_{\Gamma}(\pi_{\sigma,\nu_{j}})h_{y,\epsilon}(i\nu_{j})$

$+ \sum_{k=1}^{L_{\sigma}}\{\sum_{\omega:d.s.,\chi_{\omega}(\Omega)=\Lambda_{k}^{\theta}}\alpha_{\Gamma}(\omega)[\omega|_{K;}\eta]+\sum_{\pi:L.q./\lim.d.s.,\chi_{\pi}(\Omega)=\Lambda_{k}^{\theta}}m_{\Gamma}(\pi)[\pi|_{K;}\eta]\}h_{y,\epsilon}(i\mu_{k})$

$- \frac{1}{4\pi}\dim(\sigma)\int_{-\infty}^{\infty}\hat{g}(\nu)\frac{\Psi_{\Gamma\sigma,\theta}’}{\Psi_{\Gamma\sigma,\theta}}(i\nu)d\nu+O_{\sigma}(e^{\epsilon y})$

となる.

$C_{\epsilon,\beta}^{\sigma}(y)= \int_{\Theta}(.\sum_{[\gamma].hyp}.\chi_{\theta}(\gamma)l(C_{\gamma})j(\gamma)^{-1}D(\gamma)^{-1}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\gamma})}g_{y,\epsilon}(l(C_{\gamma})))\overline{\chi_{\theta}(\beta)}d\theta$
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であるから,

$|C_{\epsilon,\beta}^{\sigma}(y)| \leq\int_{0}|.\sum_{[\gamma]\cdot hyp}.\chi_{\theta}(\gamma)l(C_{\gamma})j(\gamma)^{-1}D(\gamma)^{-1}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\gamma})}g_{y,\epsilon}(l(C_{\gamma}))$ $|\overline{\chi_{\theta}(\beta)}|d\theta$

$=|_{[\gamma].hyp}^{\sum.\chi_{\theta}(\gamma)l(C_{\gamma})j(\gamma)^{-1}D(\gamma)^{-1}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\gamma})}g_{y,\epsilon}(l(C_{\gamma}))}$

.

である. そこで, 最後の量について $\theta$ によらない評価ができればよい.
各 $\theta\in\Theta$ ごとに, 跡公式から

$|. \sum_{[\gamma]\cdot hyp}.\chi_{\theta}(\gamma)l(C_{\gamma})j(\gamma)^{-1}D(\gamma)^{-1}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\gamma})}g_{y,\epsilon}(l(C_{\gamma}))|$

(9) $\leq$ 4 $\int_{-\infty}^{\infty}|\frac{\sin\nu y}{\nu}||\hat{\psi}(\epsilon\nu)|(dN_{\sigma}^{\theta}(\nu)+dM_{\sigma}^{\theta}(\nu))+C_{\sigma}^{\theta}e^{\nu_{0}y}+D_{\sigma}^{\theta}e^{\mu oy}+O_{\sigma}(e^{\epsilon y})$

が分かる. 但し, $R>0$ に対して $N_{\sigma}^{\theta}(R)$ , $M_{\sigma}^{\theta}(R)$ は

$N_{\sigma}^{\theta}(R)= \sum_{\pi_{\sigma,\nu_{j}}:u.p.s.inL^{2}(\Gamma\backslash G,\theta),|\nu_{j}|\leq R}m_{\Gamma}(\pi_{\sigma,\nu_{j}})$
,

$M_{\sigma}^{\theta}(R)= \frac{1}{4\pi}\dim(\sigma)\int_{-R}^{R}|\frac{\Psi_{\Gamma\sigma,\theta}’}{\Psi_{\Gamma\sigma,\theta}}(i\nu)|d\nu$

で定義される量である. また, $C_{\sigma}^{\theta},$ $D_{\sigma}^{\theta}$ は定数で,

$C_{\sigma}^{\theta}= \sum_{\pi_{\sigma,\nu_{j}}:c.s.inL^{2}(\Gamma\backslash G,\theta)}m_{\Gamma}(\pi_{\sigma,\nu_{j}})$
,

$D_{\sigma}^{\theta}= \sum_{k=1}\mathfrak{j}\sum_{\omega:d.s.,\chi_{\omega}(\Omega)=\Lambda_{k}^{\theta}}|\alpha_{\Gamma}(\omega)|[\omega|_{K;\eta}]+\sum_{\pi:L.q./\lim.d.s.,\chi_{\pi}(\Omega)=\Lambda_{k}^{\theta}}m_{\Gamma}(\pi)[\pi|_{K} ; \eta]$

である. さらに, $\nu_{j,\mu_{k}}$ たちは $\theta$ に関する連続関数で, $\theta\in\Theta$ が動くときの $\nu_{j}$ , $\mu_{k}$ の最大
値をそれぞれ $\nu 0,$ $\mu 0$ とした.
上記の $N_{\sigma}^{\theta},$ $M_{\sigma}^{\theta}$ については, 次のワイルの評価が成立する.

補題 3.3 $\Gamma$ にのみ依存して決まる定数 $A_{\Gamma z}Br$ が存在して, 任意の $R>0_{f}\theta\in\Theta$ に対
して

$N_{\sigma}^{\theta}(R)+M_{\sigma}^{\theta}(R)\leq A_{\Gamma}(1+|\sigma|)^{B_{\Gamma}}R^{d}$

が成り立つ.

補題 3.3の証明 :[Ji] の結果を, $\Gamma$ の有限次ユニタリ表現 $T$ に対して $L^{2}(\Gamma\backslash G, T)=Ind_{\Gamma}^{G}T$

の場合に拡張することにより, [SW] の Appendix と同様に示される (主張は $T$ を $\theta\circ\phi$ と

したものである). 口

また, 次の 2つの補題が成り立つ.
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補題 3.4 $\sigma$ のみに依存して決まる $C_{\sigma},$ $D_{\sigma}$ が存在して, 任意の $\theta\in\Theta$ に対して

$C_{\sigma}^{\theta}\leq C_{\sigma}$ , $D_{\sigma}^{\theta}\leq D_{\sigma}$

が成り立つ. また, $C_{\sigma z}D_{\sigma}$ は $|\sigma|arrow\infty$ のとき $|\sigma|$ に関して高々多項式程度の増大度であ
る. 口

補題 3.5不等式 $(_{d}^{e}<)_{\overline{d}-\overline{1}}E \leq\min\{1, \nu 0, \mu 0\}$

補題 3.3から, (9) の第 1項は

が成り立つ. 口

$\int_{-\infty}^{\infty}|\frac{\sin\nu y}{\nu}||\hat{\psi}(\epsilon\nu)|(dN_{\sigma}^{\theta}(\nu)+dM_{\sigma}^{\theta}(\nu))$

$\leq$ $A_{\Gamma}(1+| \sigma|)^{B_{\Gamma}}\int_{-\infty}^{\infty}|\frac{\sin\nu y}{\nu}||\hat{\psi}(\epsilon\nu)|d(\nu^{d})$

$=$ $A_{\Gamma}(1+| \sigma|)^{B_{\Gamma}}\{\int_{-1}^{1}y|\hat{\psi}(\epsilon\nu)\nu^{d-1}|d\nu+\int_{|\nu|\geq 1}|\hat{\psi}(\epsilon\nu)\nu^{d-2}|d\nu\}$

$\leq$ $A_{\Gamma}(1+|\sigma|)^{B_{\Gamma}}(C_{1}y+D_{1}\epsilon^{1-d})$

と評価されるので ( $C_{1},$ $D_{1}$ は定数) , 補題 34により $|C_{\epsilon,\beta}^{\sigma}(y)|\#hyarrow\infty$ のとき

$|C_{\epsilon,\beta}^{\sigma}(y)|\leq A_{\Gamma}(1+|\sigma|)^{B_{\Gamma}}(C_{1}y+D_{1}\epsilon^{1-d})+C_{\sigma}e^{\nu_{0}y}+D_{\sigma}e^{\mu oy}+O_{\sigma}(e^{\epsilon y})$

となる. $I_{\epsilon,\beta}(y)$ の評価 (8) と補題 35を用いれば, 以上をまとめて

$|H_{\sigma,\beta}(y)|$ $\leq$ $A_{\Gamma}(1+|\sigma|)^{B_{\Gamma}}(C_{1}y+D_{1}\epsilon^{1-d})+(C_{\sigma}+D_{\sigma})e^{(1-\frac{1}{d-1})\rho y}$

$+2\epsilon e^{\rho y}+A_{I}\epsilon^{2-d}+O_{\sigma}(e^{\epsilon y})$

である. $\epsilon=e^{\rho y/d}$ とおけば, 求める評価

(10) $|H_{\sigma,\beta}(y)|\leq C_{\Gamma}(1+|\sigma|)^{B_{\Gamma}}e^{(1-\frac{1}{d})\rho y}$

を得る. ところで, 補題 3.1, 3.2より $G_{\sigma,\beta}(y)-H_{\sigma,\beta}(y)=O(e^{\epsilon y}+e^{(d-\rho-2)y})$ であったか

ら, $d-\rho-2<(1-1/d)\rho$ であることより,

(11) $|G_{\sigma,\beta}(y)|\leq D_{\Gamma}(1+|\sigma|)^{B_{\Gamma}}e^{(1-\frac{1}{d})\rho y}$

が従う. =方, $K_{\sigma,\beta}(y)$ は $G_{\sigma,\beta}(y)$ によって

$K_{\sigma,\beta}(y)=1^{y} \frac{e^{\rho t}}{t}dG_{\sigma,\beta}(t)$

と表わされていたので, $G_{\sigma,\beta}(y)$ の評価 (11) より次を得る.

補題 3.6 $yarrow\infty$ のとき, ある $\Gamma$ にのみ依存して決まる定数 $R_{r}$ が存在して,

(12) $|K_{\sigma,\beta}(y)| \leq R_{\Gamma}(1+|\sigma|)^{B_{\Gamma}}\frac{e^{(2-\frac{1}{d}\rangle\rho y}}{y}$

が成り立つ. 口
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目的の (3) の評価を行う. (3) の第 2項は

$\sum_{\sigma\neq 1}\hat{f}(\sigma)K_{\sigma,\beta}(y)=O(\sum_{\sigma\neq 1}\hat{f}(\sigma)(1+|\sigma|)^{B_{\Gamma}}\frac{e^{(2-\frac{1}{d})\rho y}}{y})$

である. ここで $\hat{f}$ は $|\sigma|arrow\infty$ のとき急減少な関数なので, $\Sigma_{\sigma\neq 1}\hat{f}(\sigma)(1+|\sigma|)^{B_{\Gamma}}$ は上から

定数でおさえられる. 従って

(13)
$\sum_{[\gamma]:hyp.,l(\gamma)\leq y,\phi(\gamma)=\beta}f(m_{\gamma})=\hat{f}(1)\pi_{\beta}(y)+O(y^{-1}e^{(2-\frac{1}{d})\rho y})$

であるから,

定理 3.7 (ホモロジー類ホロノミー共役類密度定理) $yarrow\infty$ のとき, $dm$ を $M$ の正規化
された’ $\rangle$ –]測度として

$\frac{1}{\pi_{\beta}(y)}\sum_{[\gamma]:hyp.,l(\gamma)\leq y,\phi(\gamma)=\beta}f(m_{\gamma})$ $=$ $\int_{M}f(m)dm+O(y^{r/2}e^{((2-\frac{1}{d})\rho-d+1)y})$

$=$ $\int_{M}f(m)dm+O(\pi_{\beta}(y)^{2\rho/d-1+\epsilon})$ $(\forall\epsilon>0)$

が成り立つ. ただし $r=rank(\Lambda)$ . 口

系 3.8任意の共役不変な部分集合 $\Omega\subset M$に対して,

$\lim_{yarrow\infty}\frac{|\{C_{\gamma}\in E_{\beta}(y)|m_{\gamma}\in\Omega\}|}{\pi_{\beta}(y)}=\frac{vo1(\Omega)}{vo1(M)}$

である. つまり, 任意のホモロジー類に対して, ホロノミー共役類は=様に分布し, かつ
その比はホモロジー類にはよらない. 口

Remark. 補題 3.1より, 任意の $\epsilon>0$ に対して

$G_{\sigma,\beta}(y)-G_{\sigma,\beta}^{P}(y)=O(e^{\epsilon y})$

より,

$K_{\sigma,\beta}^{P}(y)= \sum_{[\delta]:pr.,l(\delta)\leq y,\phi(\delta)=\beta}\overline{\chi_{\sigma}(m_{\delta})}$

が $K_{\sigma,\beta}(y)$ と同様に評価されるので, 閉測地線をわたる和を素弦をわたる和にとりかえて
も主定理は同じ形で成り立つ.
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4 Example

類数 1の虚 2次体 $K=Q(\sqrt{-D})(D=1,2,3,7,11,19,43,67,163)$ を考える. $\mathcal{O}$ をその

整数環, $\Gamma=SL_{2}(\mathcal{O})$ とする. 以下で, 主定理 37の主張するところの数論的な応用例とし
て $X=\Gamma\backslash H_{R}^{3}=\Gamma\backslash SL_{2}(C)/SU(2)$ の場合を取り上げることにしよう. $X$ の素弦と Oー係

数の原始的 2元 2次形式の類が対応することを [S] に沿って説明し, 主定理が 2次形式の
基本単数に関する漸近評価を与えることを見る.

$\mathcal{O}$-係数の 2元 2次形式 (以下では単に 2次形式という) $Q(x, y)=ax^{2}+bxy+cy^{2}$ は,

$a,$ $b,$ $c$ が互いに素のとき原始的であるという. 以下では原始的 2次形式を扱う.
$\Gamma$ は 2次形式に

$(g.Q)(x, y)=Q(\alpha x+\beta y, \gamma x+\delta y),$ $g=$
によって作用する. 2つの 2次形式 $Q,$ $Q’$ は, ある $g\in\Gamma$ によって $g.Q=Q’$ となるとき

同値であるといい, $Q\sim Q’$ と書く. $Q$ が代表する同値類を $[Q]$ で表わす. $Q$ が原始的で

あるとき, $Q\sim Q’$ ならば $Q’$ も原始的であることに注意する.
2次形式 $Q(x, y)=ax^{2}+bxy+cy^{2}$ に対して, その判別式を $d=d_{Q}=b^{2}-4ac$ で定義

する. 判別式は $\Gamma$ の作用に関して不変である. 方程式

(14) $t^{2}-du^{2}=4$ , $(t, u)\in \mathcal{O}\cross \mathcal{O}$

の解は, 有限個の例外 ($d=-3,$ $-4$ および $D=2$ かつ $d=2$ のとき) を除いて基本解で

生成される. すなわち, 解 $(t, u)$ に $\epsilon t,u=\frac{t+u\sqrt{d}}{2}\in K(\sqrt{d})$ を対応させるとき,

$|\epsilon_{t,u}|^{2}+|\epsilon_{t,u}|^{-2}$ , $|\epsilon_{t,u}|>1$

を最小にするような解を $(t_{0}, u_{0})$ とすれば,

$\frac{t+u\sqrt{d}}{2}=\pm\epsilon_{t_{0,u_{0}}}^{n}(n\in Z)$

で定まる $(t, u)$ は $\mathcal{O}\cross \mathcal{O}$ の元で, (14) の解のすべてを与えることが示される.
ここで, $\sqrt{d},$

$u_{0}$ の偏角を $[0, \pi)$ に取るように約束しておくと, $\epsilon_{d}=\epsilon_{t\text{。},u_{0}}$ は=意に決ま
る. これを基本単数といい, 対応する (14) の解 (to, $u_{0}$ ) を基本解という.
原始的 2次形式の ( $\sim$ による) 同値類と $X=r\backslash H_{R}^{3}$ の素弦 ( $\Gamma$ の双曲型共役類) は次

の対応によって 1対 1に対応する.
原始的 2次形式の類から $\Gamma$ の素な双曲型共役類への写像 $M$ を,

$M([Q])=[(^{\mapsto-}t2bu\alpha au_{0}$ $\mathbb{R}t+bu-c_{2}u_{0})](^{SL_{2}(C)}\sim)$

で定義する. 但し, $Q(x, y)=ax^{2}+bxy+cy^{2},$ $(t_{0}, uo)$ は方程式 $t^{2}-du^{2}=4$ の基本解

($d=d_{Q}$ は $Q$ の判別式) である. このとき $l(M[Q])=\log|N(M[Q])|=2\log|\epsilon_{t_{0,u_{0}}}|$ とな
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る. さらに, $\epsilon_{t_{\text{。},u_{0}}}/|\epsilon t_{\text{。},u_{0}}|$ が制限ホロノミーを与えている.

$x>0,$ $\beta\in\Lambda$ に対して,

$Q_{\beta}^{P}(x)=$ { $[Q]$ : 原始的 2次形式の類 $||\epsilon_{Q}|\leq x,$ $(\phi\circ M)(Q)=\beta$}

とおく. ただし
$\epsilon_{Q}=\epsilon_{d_{Q}}$ とおいた. なお $|Q_{\beta}^{P}(x)|$ 自身の漸近評価は, [Ep] によって, $\beta$ に

よらないある定数 $C$ が存在して

$|Q_{\beta}^{P}(x)| \sim C\frac{x^{4}}{(\log x)^{r/2+1}}$

であることが分かっている.
以上の準備のもとで, 主定理は次のように翻訳される.

定理 4.1任意の滑らかな $2\pi$ 周期の周期関数 $f$ に対して, $xarrow\infty$ のとき

(15)
$\frac{1}{|Q_{\beta}^{P}(x)|}\sum_{Q\in Q_{\beta}^{P}(x)}f(\arg\epsilon_{Q})=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}f(\theta)d\theta+O(x^{-2/3}(\log x)^{r/2})$

が成り立つ. 特に,

(16) $\lim_{xarrow\infty}\frac{|\{Q\in Q_{\beta}^{P}(x)|\theta_{1}\leq\arg\epsilon_{Q}\leq\theta_{2}\}|}{|Q_{\beta}^{P}(x)|}=\frac{\theta_{2}-\theta_{1}}{2\pi}$

である. 口

Remark. 上記の定理 4.1は, ガウス整数環に対する素元の偏角に関する =様分布定理

$\lim_{xarrow\infty}..\frac{|\{p.Z[\sqrt{-1}]\sigma)\text{素_{}\backslash }\overline{\pi}|}{|\{p.Z[\sqrt{-1}]}$

の
$\text{素元}(p|N(p)\leq x\}|x, \theta_{1}\leq\arg(p)\leq\theta_{2}\}|=\frac{\theta_{2}-\theta_{1}}{2\pi}$

とよく似ている (cf. [KKS]).
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